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dijkstr̊uv algoritmus



Single-source shortest path

Vstup:

• Orientovaný graf G = (V, E)
• každá hrana má nezápornou váhu
• počátečńı vrchol s

Výstup:

• Pro každý vrchol v ∈ V spočtěme

L(v) = délka nejkraťśı cesty z s do v.

Předpoklady:

• (pro pohodlnost) Vše je dostupné z s.
• Délky hran jsou nezáporné.
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Př́ıklad

Jaké jsou délky nejkraťśıch cest z vrcholu s do vrchol̊u s, v, w, t v grafu
na tabuli?

• 0, 1, 2, 3
• 0, 1, 4, 7
• 0, 1, 4, 6
• 0, 1, 3, 6
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Neuḿıme redukovat problém na BFS?

1. Nepoč́ıtá už BFS nejkraťśı cesty v lineárńım čase?

• Ano, ale le = 1 pro všechny hrany e ∈ E

2. Nešlo by nahradit celoč́ıselné váhy cestami jednotkové délky?
• Neškáluje, problém se může značně zvěťsit.

Řešeńım je Dijkstr̊uv algoritmus.
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Pseudokód

function Dijkstra-Algorithm(graph, s) returns nejkraťśı cesty z
s

VISITED← {s} . Množina vrchol̊u v, pro které známe L(v)
dist[s] = 0 . Spočtená délka cesty
path[s] = emptypath . Spočtená cesta
while VISITED 6= V do

(v∗, w∗)← hrana (v, w) ∈ E s v ∈ VISITED, w 6∈ VISITED,
která minimalizuje

dist[v] + l(v,w)

VISITED← VISITED ∪ {w∗}
dist[w∗] = dist[v∗] + l(v∗,w∗)
path[w∗] = path[v∗] ∪ (v∗, w∗)

end while
end function
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Př́ıklad
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korektnost dijkstrova algoritmu



Korektnost Dijkstrova algoritmu

Tvrzeńı (Dijkstra, 1959) Pro každý orientovaný graf s nezápornými
délkami hran Dijsktr̊uv algoritmus spočte korektně všechny nejkraťśı cesty
z vrcholu s, tj.

∀v ∈ V : dist[v] = L(v).
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Důkaz

Indukćı p̌res počet iteraćı.
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Naivńı implementace

• Stáhněte si graf, na kterém budeme Dijkstr̊uv algoritmus testovat.
Naimplementujte algoritmus podle pseudokódu, který je ve slidech.
Snažte se o co nejjednoduš̌śı implementaci
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implementace dijkstrova algoritmu



Př́ıklad

Jaký je čas běhu, pokud Dijkstr̊uv algoritmus naimplementujeme naivně
podle pseudokódu?

1. Θ(m + n)
2. Θ(n log n)
3. Θ(n2)
4. Θ(mn)
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Lepš́ı implementace?

• Stále opakujeme operaci hledáńı minima.
• Nešlo by tyto opakované výpočty urychlit pomoćı lepš́ı organizace dat?
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Halda

• Datová struktura co provád́ı operace insert a extract-min v
O(log n).

• Perfektně vyvážený binárńı strom.
• V každém vrcholu je splněná vlastnost haldy: velikost kĺıče je menš́ı než

velikosti kĺıč̊u potomk̊u.
• extract-min- odebereme vrchol, na jeho ḿısto vlož́ıme posledńı uzel

a probubláme dol̊u
• insert- vlož́ıme na konec a probubláme nahoru
• Dále máme možnost odebrat z prosťredku (probubláváńı nahoru nebo

dol̊u podle poťreby)
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Dijkstra s prioritńı frontou.

Invariant 1 V haldě máme vrcholy z množiny V \VISITED.

Invariant 2 Pro každý v /∈ VISITED plat́ı, že key[v] je nejmenš́ı
Dijkstrovo hladové skóre ze všech hran (u, v) ∈ E s u ∈ VISITED
(pop̌r. ∞, neexistuje-li taková hrana)

Pokud udrž́ıme tyto invarianty pravdivé, pak extract-min vede ke
správnému vrcholu w∗, který p̌ridáme do VISITED v daľśım kroku
algoritmu.
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Jak udržet Invariant 2 pravdivý?

• Měńı se množina hran, která p̌recháźı hranici z VISITED do
V \VISITED.

• Přidáńım w se mohlo sńıžit minimálńı skóre.

Když je w p̌ridáno, provedeme následuj́ıćı kroky:
for each (w, v) in E do

odeber v z haldy
p̌repoč́ıtej key[v] = min{key[v], dist[w] + lwv}
znovu vlož v do haldy

end for
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Čas běhu (list sousednosti)

• n− 1 krát provedeme operaci extract-min

• Každá hrana způsob́ı maximálně jednu dvojici operaćı delete a
insert.

• Čas běhu je tedy

O ((n− 1) log n + m log n) = O ((m + n) log n) .
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Čas běhu (matice sousednosti)

• Pro nalezeńı všech hran, co vedou z vrcholu je ťreba Θ(n) práce.
• Nepoťrebujeme haldu, nalezeńı minima stač́ı v Θ(n).
• Mı́sto haldy postačuje pole.
• n− 1 operaćı extract-min

• Pro každou Θ(n) práce, celkem tedy

Θ(n2).
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Vzorová implementace Dijkstrova algoritmu

• Zkuste nejprve naimplementovat Dijsktr̊uv algoritmus sami.
• V Javě nap̌r.

http://keithschwarz.com/interesting/code/?dir=dijkstra.
• Fibbonacciho halda je pouze pro lepš́ı asymptotickou složitost.

Poskytuje stejné operace jako klasická binárńı halda, pouze je v součtu
rychleǰśı. Implementace je na http:
//keithschwarz.com/interesting/code/?dir=fibonacci-heap.
Pokud použijete PriorityQueue z knihoven Javy, tak kód bude
pomaleǰśı.

• V C++ je implementace nap̌r. http://www.geeksforgeeks.org/
greedy-algorithms-set-6-dijkstras-shortest-path-algorithm/.
(Pozor, implementace je tentokrát pro matici sousednosti.)
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Přestávka
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Programovaćı p̌ŕıklady

• Začněte nejprve s grafem, který máte na stránkách.
• Nejprve naimplementujte Dijsktr̊uv algoritmus tak, aby použ́ıval

zabudovanou haldu (pozor na problém s časovou složitost́ı). Poté
zkuste použ́ıt haldu vlastńı.

• Pokud budete cht́ıt něco pokročileǰśıho, můžete zkusit následuj́ıćı
p̌ŕıklady.

• Jednoduchá: UVA 10986 - Sending email
• Sťredně těžká: UVA 10801 - Lift Hopping
• Těžš́ı: UVA 11635 - Hotel booking
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References

• heavily inspired by Tim Roughgarden’s online courses,
http://theory.stanford.edu/˜tim/videos.html

• Robert Sedgewick and Kevin Wayne, Algorithms,
http://algs4.cs.princeton.edu/home/, namely
http://algs4.cs.princeton.edu/44sp/
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Děkuji za pozornost.
Čas na otázky!
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