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1D/2D pole, vector, ArrayList...

Zamotané, pomérné efektivni

Matice sousednosti
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2D pole, matice...

Prehlednéjsi,

méneé efektivni




Malé grafové zoo

I LA <

. - X Ny % Kruznice « Cesta
s Souvisly graf * Nesouvisly graf & N uzli. N hran & N uzl, N—1 hran
s Strom < Uplny graf % Pravidelny graf
s Souvisly s N uzly, s VSechny uzly maji
< N uzlt, N—1 hran < (N2—N)/2 hran stejny stupen.
% je bipartitni




Malé grafové zoo ™\

% Vazeny graf < CestameziAaB < Kostra grafu
** Kazda hrana ma svou < Cesta neprojde zadnym < podgraf, ktery obsahuje
vahu (cenu, délku, ...). uzlem dvakrat. v8echny uzly a je strom
(angl: spanning tree)
< Kruznice v grafu < Bipartitni graf < Uplny bipartitni graf
s Cesta, jejiz prvni a % dvoubarevny s M a N uzld v partitach
posledni uzel splyvaiji. % kruznice jen sudé s M x N hran
délky




Malé grafové zoo N\

AT /g\s@x&ﬁ?&

O

% Orientovany graf % Korenovy strom % Binarni kofenovy strom

G
% Orientovany acyklicky graf % Tyz acyklickygraf
s DAG -- Directed AcyclicGraph v topologickém usporadani




Polozime si o grafech nékolik jednoduchych nenapadnych otazek.

Tézka otazka = kompletni reseni dosud nezvladl nikdo.
(Ackoli vétSinou existuji velmi dobra pfiblizna a narocna reseni.)

Clay Mathematics Institute
http://www.claymath.org/millennium-problems/rules-millennium-prizes

—= 0Od r. 2000 nabizi 1 000 000 $ za kompletni reseni kterékoli tézké otazky.
Dodnes se nikdo neprihlasil....




Souvislost
Existuje cesta mezi libovolnymi dvéma uzly?

Snadna otazka

Algoritmus: DFS, BFS, Union-Find
Slozitost: DFS, BFS O( |[V|+]|E| ), Union-Find O( |E|- a(|V]))

(@
O
AnO, Nel
jedna komponenta souvislosti. ctyri komponenty souvislosti.




Souvislost

Existuje cesta mezi libovolnymi dvéma uzly?

Snadna otazka

Souvisly graf?




Souvislost
Existuje cesta mezi libovolnymi dvéma uzly?

Snadna otazka
()




Nezavislost

Velikost maximalni mnoziny uzl( takové, Zze Zadné jeji dva uzly nesoused..

Tézka otazka obecné

Snadna otazka pro grafy s nékterou jednoduchou strukturou

% Bipartitnigraf < Strom je vzdy bipartitni % Kruznice < Uplny graf 3




Nezavislost

Velikost maximalni mnoziny uzl( takové, Zze Zadné dva nesousedi.
Pr. Kolik jich bude? Vice nez 23?

Tezka otazka
()




Dominance
Velikost takové minimalni mnoziny uzld M, Ze kazdy uzel v grafu je bud'v M

nebo sousedi s néjakym uzlem v M.
Pr. Pozarni stanice ma byt vzdy bud’ve vesnici nebo v sousedni vesnici. Jaky je

minimalni pocet potrebnych pozarnich stanic?

Tezka otazka

Snadna otazka pro grafy s urcitou jednoduchou strukturou

s Strom, pouzij DP % Kruznice < Uplny graf 4
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Dominance
Pr. PoZdrni stanice mad byt vzdy bud’ve vesnici nebo v sousedni vesnici. Jaky je

minimdlni pocet potrebnych pozdrnich stanic? Postaci 177

Tezka otazka




Barevnost
Minimalni pocet barev na obarveni uzl( tak, aby sousedni uzly vidy mély
rozdilnou barvu.

Staci 2 barvy? -- Snadna otazka. Vzdy, kdyz je graf bipartitni.

2

2 barvy nestaci,
2 barvy staci, 2 barvy staci, v bipartitnim grafu  8raf obsahuje

graf je bipartitni. strom je vzdy bipartitni. jsou kruZnice trojuhelnik
jen sudé délky. (coZ je kruznice
liché délky).

PN

2 barvy nestadi,

Bipartitnost se urci pomoci BFS.

Uzly v sudé vzdalenosti od startu oznacime 0, uzly v liché vzdalenosti od startu
oznacime 1. PrilbéZzné ovérujeme, zda néjaké dva stejné oznacené uzly sousedi.
Pokud ano, graf NENI bipartitini, jinak JE bipartitni. 13




Barevnost

Minimalni pocet barev na obarveni uzl( tak, aby sousedni uzly vidy mély

rozdilnou barvu.

Staci 3 barvy nebo vice? -- Tézka otazka

3 barvy.

4 barvy.
Obarveni a,b,c
je BUNO, vynuti
si barvu d
vpravo dole.

5 barev.

Graf obsahuje
nejvétsi kliku
velikosti 5.
Klikovost je takeé
tézka otazka.




Barevnost
Minimalni pocet barev na obarveni uzl( tak, aby sousedni uzly vidy mély
rozdilnou barvu.

Staci 3 barvy nebo vice? -- Tézka otazka

4 barvy staci.
Budou stacit 3?




Nejkratsi cesty
Nejkratsi muze byt co se tyce poctu hran nebo souctu délek jejich hran.

Snadna otazka

Algoritmy: BFS, Dijkstra, Bellman—Ford, Floyd—Warshall, Johnson...
Slozitosti: Pozdéji, u jednotlivych pripadu.

Nejdelsi cesty

Typicky s podminkou nejvyse jedné navstévy kazdého uzlu/hrany.

Tézka otazka pro obecné grafy

Snadna otazka pro stromy a DAG

Algoritmus: Dynamické programovani
Slozitost: O( |V|+]|E]| )

16




Minimalni kostra
Minimalni sumarni délka (cena) hran, které "drzi graf pohromadé", tj. které
umoznuji spojeni, byt nepohodIné, mezi kazdymi dvéma uzly. Kostra je strom.

Snadna otazka

Algoritmy: PrimGv O( |V|?) s matici sousednosti
O( |E|-log(|V])) se spojovou reprezentaci
a s binarni haldou
O( |E| +|V]-log(|V]|)) se spojovou reprezentaci
a s Fibonacciho haldou
Kruskaltiv O( |E|- log(|V])) staCi seznam hran na vstupu

Boruvkav O( |E|- log(|V])) se spojovou reprezentaci

17




Minimalni kostra
Minimalni sumarni délka (cena) hran, které "drzi graf pohromadé", tj. které
umoznuji spojeni, byt nepohodiné, mezi kazdymi dvéma uzly. Kostra je strom.

Snadna otazka

Zde cena hrany
odpovida jeji
délce v nakresleni.




Uloha obchodniho cestujiciho
Projdéte Uplny graf, navstivte kazdy uzel aspon jednou a vratte se do vychoziho
uzlu. Celkova délka cesty musi byt minimalni.

Tezka otazka

19




Hamiltonovska cesta
Obsahuje graf cestu, ktera prochazi kazdym uzlem?

Hamiltonovska kruznice
Obsahuje graf kruznici, ktera prochazi kazdym uzlem?

Tézka otazka

Existuje Existuje
cesta i kruznice. jen cesta
a ne kruznice.

Neexistuje
ani cesta
ani kruznice.

20




Euleruv tah

Lze graf namalovat jednim tahem ?

Pokud ano, jak? (Kazdou hranu malujeme praveé jedenkrat. )
Pr. Lze projit vsechny ulice ve mésté a do Zzadné se nevracet?

Tah musi zacinat a koncit Tah je uzavieny, Tah neexistuje,
v ve zvyraznénych uzlech vSechny stupné vsechny uzly
lichého stupné. uzll jsou sudé. jsou stupné 5.

21




Planarni (rovinny) graf
Lze graf namalovat do roviny bez toho, aby se hrany krizily?

Snadna otazka (ale prece jen pokrocilejsi) @

Algoritmus: Hopcroft a Tarjan, O( |V] )
Boyer a Myrvold, O( |V])

Je planarni,

modrou hranu lIze vést jinudy: Nejsou planarni

Pokud graf "obsahuje" v sobé
uplny graf s 5 uzly nebo

uplny bipartitni graf s 3 a 3 uzly,
pak neni planarni.

22




.

Planarni graf

Lze graf namalovat do roviny bez toho, aby se hrany krizily?

) 4

7N

TSkl

Zde to nejde. Kazdy cerny uzel je spojen tremi separatnimi cestami
s kazdym zZlutym uzlem a naopak. To je pripad uplného bipartitniho grafu
s partitami velikosti 3 a 3, coz nelze nakreslit do roviny bez krizeni hran.

23




Klikovost

Jaka je maximalni velikost kliky, to jest skupiny uzld,

v niz kazdy uzel sousedi s kazdym?

Pr. Vyberte na ndroc¢nou exkurzi co nejvétsi skupinu spoluzakd, v niz kazdy
kamaradi s kazdym.

Tezka otazka

Klikovost kazdého stromu je 2.

24




s

Klikovost

Jakd je maximalni velikost kliky, to jest skupiny uzl(,
v niz kazdy uzel sousedi s kazdym?

COMB(55, 5) = 3 478 761 pétiprvkovych mnozinach uzlu.

25




Grafovy izomorfizmus
Lze jeden z grafl nakreslit tak, aby vypadal presné jako ten druhy?

To jest, maji identickou strukturu?

ani znamo, zda j

A B C D

( ) 5
A a B nejsou izomorfni, C a D izomorfni jsou,
pravy prostredni uzel stupné 5 v B stejné ocCislované uzly si odpovidaji,
nema protéjsek v A, struktura Aa B hrany v obou grafech vedou
nemuze byt stejna. mezi stejné ocCislovanymi uzly.

26




Casteény prehled nepiehledné struktury béznych grafovych otazek

Barevnost? , .
, Nezavislost?
. 1,2 barvy snadné
Souvislost? , —or
3 a vice barev tézkeé .
Dominance?
Nejkratsi cesta?

Izomorfizmus?
Stromy, cirkulanty snadné
pravidelné grafy tézké

Hamiltonicita?
Minimalni kostra?
Euleruv tah?

. atd..
Euleruv tah?
4 rws Klikovost?
Rovinnost? Nejdelsi cesta?
) DAG, strom snadné , .
. vyy Obchodni cestujici?
obecny graf tezkeé

= = ) —— e = ] —— = ] —

Dalsi otazky? Nékdy lze rozhodnout snadno, do které kategorie uloha patfi,
nékdy to nevi nikdo...




Kam dal?

https://cw.fel.cvut.cz/wiki/courses/laso2017/odkazy




