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Rumpelstiltskin principle (ném. Rumpelstilzchen)
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PAROVANI A ZAKLADNI ALGORITMUS




Bipartitni graf

Definice 2.1 (Bipartitni graf) Graf G je bipartitni, pokud Ize jeho
vrcholy rozdélit do dvou skupin X a'Y tak, Ze kazda hrana ma jeden
koncovy vrchol v X a druhy vY .



Parovani

Definice 2.2 (Parovani) Necht G je neorientovany graf se smyckami.
P C E(G) se nazyva parovani (anglicky matching) pokud Zadné dvé
riizné hrany nesdileji spole¢ny vrchol.

Pro¢ by nas parovani mélo zajimat?

e Ptirazeni lidi k pracem, stroji k dkolim, ...
e Problém tanecnich

e Aproximace problému obchodniho cestujiciho (Christofidesiiv
algoritmus)



Terminologie

Definice 2.3 (Nasyceny vrchol) Je-li P pdrovéni, pak v je nasyceny
(anglicky saturated) vrchol pokud existuje e € P, Ze v je koncovy vrchol
e. Jinak je v volny (anglicky free) vrchol.

Definice 2.4 (Dokonalé parovani) Dokonalé parovani (anglicky
perfect matching) je parovani, kde jsou vsechny vrcholy nasycené.

Definice 2.5 (Maximalni parovani) Maximalni parovani (anglicky
maximal matching) P je takové s nejvétsim moznym |P].



Stfidava a zlepsujici cesta

Definice 2.6 (Stfidava cesta) Necht P je pdrovéni v G. Stfidava
(anglicky alternating) cesta C' vzhledem k P je cesta v G takovd, Ze

1. obsahuje na stfidacku hrany, které jsou z P a nejsou z P;

2. pokud koncovy vrchol C' je saturovany v P, pak v C leZi hrana, kterd
ho saturuje.

Pokud oba koncové vrcholy C' jsou volné, pak C' nazyvame zlepsujici
cestou vzhledem k P.



K ¢emu je dobra zlepsujici cesta

Tvrzeni 2.7 Pokud C' je zlepsujici cesta vzhledem k parovani P, pak

parovani P' = P @ C je také parovanim.:



Algoritmus (Edmonds’s Blossom algorithm, Hopcroft-Karp)

P + prazdné parovani

while existuje zlepsujici cesta C' do
P=PaC

end while



Existuje zlepsujici cesta vzdy?

Véta 2.8 (Berge) Necht P je parovani v G a necht
|P| = |Pmax| — k-

Pak existuje k zlepsujicich cest vzhledem k P, jejichZ mnoZiny vrcholi
Jsou disjunktni. Alespori jedna z nich ma délku < 7.

Diisledek Necht G je neorientovany graf a P parovani v G. Pak P je
maximalni parovani pravé tehdy, kdyZz neexistuje zadna zlepsujici cesta
vzhledem k P.
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HLEDANI ZLEPSUJICICH CEST




Jak na hledani zlepsujicich cest

Zlepsujici cesta zacina a konci ve volném vrcholu
e Zacneme ve vSech volnych vrcholech
Vpred jdeme hranami z E'\ P

Zpét jdeme hranami z P

Kdyz skonéime ve volném vrcholu mame zlepsujici cestu

12



Formulace jako BFS

e Ptidame novy vrchol s a vedeme hrany do vsech volnych vrcholl levé
strany

e Novy vrchol ¢ a hrany do néj z volnych vrcholl pravé strany
e Hrany z parovani orientujeme doleva, zbylé doprava
e Hleddme cestu z s do ¢

e V pomocném grafu existuje cesta z s do ¢ pravé tehdy, kdyz existuje
zlepsujici cesta

e Pomoci BFS sestrojime alternating level graph

e Skon¢ime pFi nalezu prvni cesty do ¢t pomoci DFS nalezneme vrcholové
disjunktni cesty
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Priklad
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Cely algoritmus

P < prazdné parovani

while existuje zlepsujici cesta do
pomoci BFS sestroj alternating level graph
pomoci DFS nalezni mnozinu disjunktnich zlepSujicich cest
pro kaZdou zlep&ujici cestu C nahrad P+ P& C

end while

15



Lemma Po k iteracich musi byt délka zlepsujici cesty alespori k.

Spole¢né s Bergeho vétou to znamen3, Ze &as béhu je O((m + n) - v/n).
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Souvislost s dalsimi problémy

e Parovani v obecnych grafech

o Toky v sitich
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Programovani

e 11045 - My T-shirt suits me
e 10092 - The Problem with the Problem Setter
e 10080 - Gopher Il
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https://uva.onlinejudge.org/index.php?option=com_onlinejudge&Itemid=8&page=show_problem&problem=1986
https://uva.onlinejudge.org/index.php?Itemid=8&option=com_onlinejudge&page=show_problem&problem=1033
https://uva.onlinejudge.org/index.php?option=com_onlinejudge&Itemid=8&page=show_problem&problem=1021

Reference

o Predmét Teorie grafi
http://math.feld.cvut.cz/demlova/teaching/grafy/grafy_dom.html

e Robert Sedgewick and Kevin Wayne, Algorithms,
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® https://www.youtube.com/watch?v=1M5eIpFOxjA

® https://www.youtube.com/watch?v=JpapV5DrBek
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DEKUJI ZA POZORNOST.
CAS NA OTAZKY!
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