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TOPOLOGICKE OCISLOVANI



Topologické ocislovani

Definice (Topologické ocislovani) Topologické ocislovani
orientovaného grafu G = (V, E) je bijekce f : V — 1,2,...,k takovd, Ze

(u,v) eE = flu) < f(v).

Pro¢ nas zajima topologické ocislovani?

e V jakém poradi je tfeba vystudovat pfedméty, abychom méli splnéné
prerekvizity.

e V jakém poradi sklddat vyrobek.

e Aplikace v mnoha algoritmech.



Existence topologického ocislovani

Véta Graf ma topologické olislovani pravé tehdy, kdyz neobsahuje
orientovany cyklus.

Grafy bez orientovanych cykli se nazyvaji acyklické, anglictiné directed
acyclic (DAG).



Naivni pristup

e Kazdy DAG musi obsahovat vrchol, ze kterého nevedou hrany

e Tento vrchol odstranime (s odpovidajicimi hranami) a opakujeme

e VSechny dosazitelné vrcholy musi byt v Cislovani, abychom mohli
vrchol odstranit

function DUMMY-TOPSORT(graph) returns topological sort f
v < sink vertex
fw) =n
DuMMY-TOPSORT(graph \ {v})

end function



Prohledavanim do hloubky

function TOPOLOGICAL-ORDERING(graph) returns topological ordering f of the
graph
f < empty ordering
currnet-label = VERTICES-COUNT(graph)
for all node € graph do
if UNVISITED(node) then
DEPTH-FIRST-SEARCH(graph, node)
end if
end for
end function

function DEPTH-FIRST-SEARCH(graph, s)
MARK-VISITED(s)
for all edges (s,v) do
if UNVISITED(v) then
DEPTH-FIRST-SEARCH(graph, v)
end if
end for
f(s) = current-label
current-label = current-label — 1
end function



Priklad




Cas b&hu a korektnost

e Bé&ziv O(m +n).



NEJKRATSI CESTY V DAG



Hledani nejkratsi cesty v DAG

Necht G = (V, E) je vazeny orientovany acyklicky graf a s je vrchol z V.
Naleznéte délky nejkratsich cest L z s do kazdého v € V.



Dynamické programovani

o Definujeme jak fesit vétsi problém pomoci znamych reseni
podproblémi.
o Podobné rekurzi, ale

e jdeme odspodu, ne shora a
e teseni podproblémi mame prvni.
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Zakladni myslenka

Zname-li nejkratsi cesty do predchidcl vrcholu v, pak staéi vybrat

in L(u)+ :
(g E+ e

Vrcholy projdeme v topologickém poradi.
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Pseudokod

function SSSP-DAG(graph, s) returns shortest path to each v

dist[v] = {Oo’ vE s,

0, v=s.
spocti topologické olislovani grafu
for all v € V' v topologickém poradi do
dist[v] = min(, ,)ep{dist[u] + cu .}
end for
end function
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Priklad
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Jiny pfistup

e Hodnoty mizZeme ,tladit" vpred

function SSSP-DAG(graph, s) returns shortest path to each v

dist[v] = {OO’ vE S

0, v=s.
spocti topologické ocislovani grafu
for all (v,w) € E v topologickém poradi do
dist{w] = min{dist[w], dist[v] + ¢y, }
end for
end function
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Priklad
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Analogické algoritmy

o Nejkratsi cesta mezi dvéma vrcholy s a ¢
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Analogické algoritmy

o Nejkratsi cesta mezi dvéma vrcholy s a ¢

o Nejdel$i cesta v DAG
e Dva pfistupy

e min nahradime za max
e ceny vah vyndsobime —1

e Pocet cest v grafu
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V cem je DAG jednodussi

o Cas b&hu je O(m + n) (pro porovnani Dijkstra @((m + n)logn)

o Umime Fesit i nejdelsi cesty (jinak NP-Gplny problém)
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Vzorova implementace

e Zkuste nejprve naimplementovat hledani nejkratsich/nejdelSich cest
sami.

® https:
//www .geeksforgeeks.org/find-longest-path-directed-acyclic-graph/

® https:
//www .geeksforgeeks.org/shortest-path-for-directed-acyclic-graphs/

® https://cs.stackexchange.com/questions/3078/

algorithm-that-finds-the-number-of-simple-paths-from-s-to-t-in-g
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PRESTAVKA



ZAPORNE HRANY U NEJKRATSICH CEST




Single-source shortest path

Vstup:

e Orientovany graf G = (V, E)
e kazda hrana ma nezapornou vahu

e pocatedni vrchol s
Vystup:
e Pro kazdy vrchol v € V' spoctéme
L(v) = délka nejkratsi cesty z s do v.
Predpoklady:
e (pro pohodlnost) V3e je dostupné z s.

e Délky hran jsou nezaporné.
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Priklad

Jaké jsou délky nejkratSich cest z vrcholu s do vrcholli s, v, w,t v grafu
na tabuli?
e 0,1,2,3
e 0,1,4,7
e 0,1,4,6
e 0,1,3,5
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Dijkstriv algoritmus

function DIJKSTRA-ALGORITHM(graph, s) returns shortest path to

each v
X + {s} > Mnozina vrchold, pro které zndme L(v)
Als]=0 > Spoctend délka cesty
Bls] = emptypath > Spoctend cesta
while X # V do

(v*,w*) < hrana (v,w) e Esve X, w¢ X, kterd
minimalizuje
A[U] + l(v,w)
X + X U{w*}
Alw*] = A[v*] + Ly )
Blw*] = Blv*] U (v*,w*)
end while
end function
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Priklad
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Priklad

Dijkstra na grafu se zdporné ohodnocenymi hranami.
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Zkusme pridat kladnou konstantu ke vsem hranam.
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Zkusme pridat kladnou konstantu ke vsem hranam.

e Problém, Ze nejkratsi cesta nemusi byt stale nejkratsi.

e Cesty maji rozdilnou délku!
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VA

avér

Dijkstra mize spocist Spatné nejkratsi cestu, pokud graf obsahuje
zaporné ohodnocené hrany.

Dijkstriv algoritmus je rychly, ale ne vzdy korektni.

Dijkstriv algoritmus se Spatné distribuuje.

e Resenim je Bellman-Fordiv algoritmus
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Definice nejkratsi cesty v grafu s cykly zaporné délky

e Funguje nase dosavadni chapani nejkratsi cesty pro graf s cykly
zaporné délky?
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Definice nejkratsi cesty v grafu s cykly zaporné délky

e Funguje nase dosavadni chapani nejkratsi cesty pro graf s cykly
zaporné délky?
o Nefunguje. Nejkratsi cesta obcas neexistuje.

e Zkusme spocist nejkratsi cestu z s do v, kterd neobsahuje cyklus.
o NP-tézky problém ...

e Predpokladejme, ze graf neobsahuje cyklus se zapornou délkou.

e Chceme, aby algoritmus byl schopny takovyto cyklus objevit.
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Priklad

Necht graf G neobsahuje cyklus se zdpornou délkou. Pak plati:

1. Pro vSechny vrcholy existuje nejkratsi cesta s nejvyse n — 1 hranami.
2. Pro vSechny vrcholy existuje nejkratsi cesta s nejvySe n hranami.

3. Pro vSechny vrcholy existuje nejkratsi cesta s nejvySe m hranami.
4

. Kazda nejkratsi cesta miize obsahovat libovolny pocet hran.
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Single-source shortest path, revisited

Vstup:

e Orientovany graf G = (V, E)
e kazda hrana ma vahu [,

e pocatecni vrchol s
Vystup:
1. Pro kazdy vrchol v € V spoctéme

L(v) = délka nejkratsi cesty z s do v.

nebo

2. ldentifikujeme cyklus se zapornou délkou.
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BELLMAN-FORDUV ALGORITMUS




Aplikace DP na SSSP

e Podcesta nejkratsi cesty je sama o sobé nejkratsi cestou.

e Omezime problém podle poctu hran v nejkratsi cesté.
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Aplikace DP na SSSP

e Podcesta nejkratsi cesty je sama o sobé nejkratsi cestou.

e Omezime problém podle poctu hran v nejkratsi cesté.

Méame tedy jeden podproblém na

1. kazdy vrchol v

2. pocet hran, které pripoustime na nejkratsi cesté.
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Lemma Necht G = (V, E) je orientovany graf s délkami hran . a
pocatecnim vrcholem s. Pro vsechny v € V' a1 € N oznacme jako P
nejkratsi cestu z s do v s nejvyse i hranami (cykly jsou povoleny). Pak

plati

1. pokud ma P nejvySe i — 1 hran, pak je i nejkratsi cestou z s do v s
nejvyse i — 1 hranami;
2. pokud ma P pravé i hran s posledni hranou z w do v, pak cesta P’ je

nejkratsi cestou z s do w s nejvyse i — 1 hranami.
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Priklad

Kolik existuje kandidatu pro optimalni feSeni pro podproblém zahrnujici

vrchol v a ¢ hran?

1.2

2. 1+ in — degree(v)
3.n—-1

4. n
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Bellman-Fordiiv algoritmus

e Necht L, , je délka nejkratsi cesty z s do v, kterd pfipousti nejvyse i
hran.

e Pak Vv € V,i € N plati

" {Li—l,va
L;, = min ]
mln(w,v)eE{Li—l,v aln lwv}-

Korektnost vychazi z predchoziho lemmatu.
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Pokud graf GG neobsahuje cyklus zaporné délky

Pokud graf G neobsahuje cyklus zaporné délky, pak

e nejkratsi cesty neobsahuji cykly,
e maji nejvyse n — 1 hran,

e staci uvazovat pouze i don — 1.
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Pseudokod

function BELLMAN-FORD(graph, s) returns shortest path to each v
A < prazdné pole indexované i a v
Al0,s] =0
Yo e V\ {s}: A[0,v] = 0
fori=1 ton—1do
foreach v € V' do
Ali,v] = min {A[i — 1,v], ming, »)ep{Ali — 1,w] + Ly} }
end for
end for
end function
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Priklad
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Priklad

Jaky je ¢as béhu Bellman-Fordova algoritmu?

n?)

SIS

%)

n
m?)

S

el
2. O(mn)
e
4. O

S
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Predcasné zastaveni

e Pokud se nic nezméni pro néjaké j < n — 1, pak vime, ze
Yo eV : Alj,v] = Alj — 1,7]

e Nic se nezméni ani pro j + 1, ani nikdy dale.

e Miizeme zastavit vypocet drive.
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DETEKCE ZAPORNYCH CYKLU




Co se stane pri existenci cyklu zaporné délky

Tvrzeni G nema3 cyklus zaporné délky
=

pokud pfiddme jednu iteraci B-F algoritmu, pak
Yo eV :An—1,v] = Aln,v].
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Vzorova implementace Bellman-Fordova algoritmu.

e Zkuste nejprve naimplementovat Bellman-Ford{v algoritmus sami.

e V Javé napt.
http://www.geekviewpoint.com/java/graph/bellman_ford_shortest_path.

e V C++ je implementace napf. http://www.geeksforgeeks.org/
dynamic-programming-set-23-bellman-ford-algorithm/.
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Programovaci priklady

e Jednoducha: UVA 558 - Wormholes

o Stfedné t&7ka: UVA 436 - Arbitrage (I1) (Redenf je na dal3ich slidech,
ale zkuste na né prijit sami a nedist ho.)
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Arbitrage detection

o Mame prevodni kurzy nékolika mén.

o Detekujeme cyklus, kde je soucin kurzd > 1.
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Arbitrage detection

e Mame prevodni kurzy nékolika mén.
o Detekujeme cyklus, kde je soucin kurzd > 1.

e Formulujeme jako detekci negativniho cyklu po nahrazeni délek hran
zapornou hodnotou jejich logaritmu.
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PRESTAVKA



FLOYD-WARSHALLUV ALGORITMUS




All-pairs shortest path

Vstup:

e Orientovany graf G = (V, E)
e kazda hrana ma vahu [,
Vystup:

1. Pro kazdou dvojici vrcholll u,v € V spoctéme délku nejkratsi cesty z u
do v.

nebo

2. ldentifikujeme cyklus se zadpornou délkou.
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Souvislost s predchozimi

APSP se redukuje na n volani SSSP.

Algoritmus Cas béhu PFipustna data
n volani Dijkstry O(mnlogn) nezdporné délky hran
n volani Bellman-Forda O(mn?) obecny graf
Floyd-Warshall O(n?) obecny graf
Johnson! O(mnlogn) obecny graf
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Pro¢ dalsi algoritmus pro hledani nejkratsich cest?

Floyd-Warshall funguje i pro zaporné délky hran v &ase O(n?)

Lepsi nez Bellman-Ford spustény n-krat

V hustych grafech srovnatelny s n béhy Dijkstry

Dodnes je otevienou otazkou, zda Ize dosdhnout v hustych grafech
vyrazné lepsiho Easu nez O(n?)
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Rekurzivni struktura

e Podobné jako u Bellman-Forda omezime vrcholy, pres které cesta z s
do t mize prochazet

o Omezime se na konkrétni vybér vrcholl
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Hlavni myslenka

Lemma Necht G neobsahuje cyklus zaporné délky a vrcholy

V ={1,2,...,n} jsou o&islované a necht V) = {1,2,... k}.
Zafixujme po&itek i € V acil j € V. Necht P je nejkratsi cesta (bez
cyklu) z i do j takova, Ze vsechny vnitini vrcholy jsou z V\¥). Pak plati
jedna z nasledujicich moznosti.

e Pokud neni k na cesté P, pak P je nejkratsi cesta z i do j s vnitinimi
vrcholy z V(=1

e Pokud je k vnitfnim vrcholem cesty P, pak je zde jednou a P Ize
rozdélit na dvé podcesty Py zi do k a P, z k do j. Pritom plati Ze obé

(k=1)

dvé cesty maji vnitini vrcholy z V a jsou nejkratsimi cestami bez

cyklu mezi odpovidajicimi vrcholy.
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Priklad

Necht A je trojrozmé&rné pole indexované Ali, j, k] uchovavajici délky
nejkratSich cest z ¢ do j pres vrcholy z {1,2,...,k}. Jak bude
inicializované A[i, ,0] pro ptipady, kdy i = 7, (i,7) € E a (i,j) ¢ E (v
tomto poradi):

. 0,0,00

5 0, CiJ, Ci,j

1
2
3. 0,¢,5,00
4. o0,c¢; 5,00
5

o OO,Ci’j,O
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Pseudokod

function FLOYD-WARSHALL(graph) returns minimal path between
all pairs of nodes

A + EMPTY-3D-ARRAY(n,n,n)
0 ifi=j,

Ali, 7,0]

ci; if (i,7) € VERTICES(graph),
oo otherwise.
fork=1 ton do

fori=1 ton do

for j =1 tondo

Ali, g, k] = min {A[i, 4,k — 1], Ali, k, k — 1] + A[k, 5,k — 1]}
end for
end for
end for
return A[., ., n]
end function
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Detekce cyklu zaporné délky

e Co se stane, mame-li v grafu cyklus zaporné délky?
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Detekce cyklu zaporné délky

e Co se stane, mame-li v grafu cyklus zaporné délky?

o Alespoi jedno Ali,,n] bude zaporné.
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Rekonstrukce cesty

e Stadi si zapamatovat pole B[, j] udavajici nejvyssi vrchol na cesté z ¢
do j
e Vime, ze dany vrchol na cesté, je, mizeme ji rozdélit

e pii druhém ptipadu, kdy volime
Ali, g, k] = Ali, k, k — 1) + Alk, j, k — 1] nastavujeme Bli, j] na k
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Vzorova implementace Floyd-Warshallova algoritmu.

e Zkuste nejprve naimplementovat Floyd-Warshalldv algoritmus sami.

e Implementace napf.

https://wuw.geeksforgeeks.org/floyd-warshall-algorithm-dp-16/.
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Programovaci priklady

e UVA 423 - MPI Maelstrom
e UVA 186 - Trip Routing
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DEKUJI ZA POZORNOST.
CAS NA OTAZKY!
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