Kapitola 4

Prioritni fronta a razeni heapsort

Co si zde procvic¢ime?
« Zopakujeme si pojem pojem prioritni fronty a budeme se zabyvat rozdily v im-
plementaci fronty nesefazenym a sefazenym polem
e Odvodime si zédkladni charakteristiky tiplného binarniho stromu
e Seznamime se s maximalni a minimalni haldou

o Ukézeme si algoritmus pro ovéreni vlastnosti haldy a procvi¢ime si vSechny
mozné pripady, které béhem jeho vypoctu mohou nastat

o Ukézeme si, jak vyuzit haldu pro implementaci priritni fronty
« Naucime se vytvorit haldu z libovolného pole v ¢ase O(n)

e Seznamime se s fadicim algoritmem heapsort, ktery haldu vyuziva a odvodime
si jeho slozitost

4.1 Prioritni fronta reprezentovana polem
Fronta je abstraktni datovy typ, kde prvek, ktery do fronty vstupuje jako prvni,

je jako prvni zpracovan. Fronta je typu FIFO - prvni dovnitt, prvni ven. Minimalni
implementace fronty predpoklada implementaci nasledujicich operaci:

len - délka fronty

is__empty - je fronta prazdna?

push - vlozeni prvku na konec fronty

pop - vybér prvku ze zacatku fronty

top - aktudlné prvni prvek fronty

Poradi zpracovani prvkia ve fronté mutze byt ovlivnéno prioritou. Prvky pak nejsou
zpracovavany v poradi, v jaké do fronty vstupuji, ale v poradi podle dané priority.
V tomto pripadé se jedna o prioritni frontu, kterou se zde budeme zabyvat.
Pokud neuvedeme jinak, budeme predpokladat, Ze nejvyssi prioritu md prvek s nej-
mensi hodnotou.

23



24 Kapitola 4. Prioritni fronta a fazeni heapsort

ULOHA 4.1.1. Uvazujeme prioritni frontu implementovanou nesefazenym polem. Na-
vrhnéte a popiste algoritmus (program) pro jednotlivé operace fronty a urcete jeho
slozitost. Definujte jednoduché asymptotické horni meze pro jednotlivé operace.

Reseni: Operace pop - z pole, které nenf sefazené, potiebujeme vybrat nejmensi
prvek. Ten lezi na indexu i a vyhleddme ho v ¢ase O(n). Tento prvek z fronty

odebereme, tj. vSechny prvky s indexy ¢ 4+ 1,7 4+ 2,...,n posuneme o jedno
misto. To opét vykondme v case O(n). Celkova slozitost operace pop je tak
O(n).

Podobné lze argumentovat, ze operace len, is_empty a push lze realizovat
v ¢ase O(1) a operaci top v case O(n).

ULOHA 4.1.2. Uvazujeme prioritni frontu implementovanou sefazenym polem. Na-
vrhnéte a popiste algoritmus (program) pro jednotlivé operace fronty a urcete jeho
slozitost.

Reseni: Argumentujte, %e operace len, is_empty a top lze realizovat v Gase
O(1) a operace push a pop v ¢ase O(n).

ULoHA 4.1.3. UvaZujeme prioritn{ frontu implementovanou uspofddanym spojovym
seznamem. Urcete slozitost jednotlivych operaci fronty pti dané reprezentaci.

Reseni: Operace is_empty, top a pop lze realizovat v ¢ase O(1) a operace len
a push v ¢ase O(n).

4.2 Uplny binrni strom

Uplny bindrni strom je strom, jeho? kazdy vrchol mé 0 nebo 2 potomky.
Vrcholy, které maji 0 potomk, nazyvame listy, ostatni vrcholy jsou vnitini vrcholy
stromu.

ULoHA 4.2.1. UvaZujeme tplny bindrni strom hloubky A.
e Jaky je minimalni pocet vrcholi ve stromé?
o Jaky je maximalni pocet vrcholi ve stromé?
Reseni: Na obrazku lze vidét, Ze tiplny bindrni strom hloubky 3 mé mi-
niméalni pocet vrchol 8 a maximalni 15. Kdyz to zobecnime, dostaneme

minimum 2" a maximum 2"*! — 1. Zdtvodnéte. Uréete pocet vrcholt
stromu na jednotlivych trovnich.
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ULOHA 4.2.2. Uvazujeme tplny bindrni strom s n vrcholy. Jakd je vyska tohoto
stromu? Zdavodnéte.

Reseni: h = |logyn|.
ULoHA 4.2.3. Kolik list@ ma plny bindrni strom s n vrcholy?

Navod: Je pocet listti iplného binarniho stromu vétsi nez pocet vnitinich uzli?

4.3 Maximalni a minimalni halda

Halda je stromova struktura spliujici vlastnost haldy.
Déle se budeme zabyvat haldou, ktera je iplnym binarnim stromem. Jeji vyhodou
je moznost implementace pomoci pole - viz obrazek!

16 | 14 | 10 | 8 7 9 3 2 4 1

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Kofen stromu je A[0]. Pro index 7 mizeme pak snadno vypocist indexy rodice
a levého a pravého potomka, a tedy i definovat odpovidajici funkce:

PARENT(i) = |'5'] || def parent(i):
return (i - 1) // 2
LEFT(i)=2i+1 def left(i):
return 2 * i + 1
RIGHT (i) =2i+2 || def right(i):

return 2 * i + 2

4.3.1 Maximalni halda

Maximalni halda je stromova struktura, pro kterou je hodnota (kli¢) rodice véts
nebo rovna hodnoté potomka (syna). Tj.

A[PARENT(i)] > Ali]

!Cormen Thomas H. et al.: Introduction to Algorithms. London: MIT Press, 2009, s. 151-161.
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ULOHA 4.3.1. Dokaite, Ze v kazdém podstromu maximélni hromady plati, Ze kofen
podstromu obsahuje nejvétsi hodnotu, ktera se v.daném podstromu vyskytuje.

Ndvod: Diukaz sporem.

ULOHA 4.3.2. Kde miiZe byt v maximalni haldé umistén minimaln{ prvek za pred-
pokladu, ze jsou vsechny prvky odlisné?

Kde muze byt v maximélni haldé umistén minimalni prvek za predpokladu, ze v hal-
dé existuje vice stejnych minimélnich prvka?

ULOHA 4.3.3. Jsou nésledujici pole maximaln{ haldou?
o {15,10,13,5,4,9,7,2}
. {21,19,18,11,13,10,9,5,7, 12}
. {23,17,14,6,13,10,1,5,7,12}

Pokud pole maximalni haldou nejsou, upravte je tak, aby maximélni haldou byly.
Minimalizujte pocet tprav.

4.3.2 Minimalni halda

Minimalni halda je stromova struktura, pro kterou je hodnota (kli¢) rodice mensi
nebo rovna hodnoté potomka (syna). Tj.

A[PARENT(i)] < Ali]

ULoHA 4.3.4. Rozhodnéte o platnosti nésledujicich vyroki a své tvrzeni zdivodnéte.
Vyhledejte priklady, které tvrzeni potvrzuji, resp. vyvraci.

e Je serazené pole minimalni haldou?
o Je minimalni halda vzdy sefazenym polem?

ULOHA 4.3.5. Z riznych &sel 1 az 10 vytvorte minimalni haldu v 10 prvkovém poli
tak, aby:

e v prvku pole s indexem 4 byla maximalni mozna hodnota,

e v prvku pole s indexem 4 byla minimalni mozna hodnota, tj. nejmensi hodnota,
jaka se na indexu 4 mize vyskytnout.

4.3.3 Ovéreni vlastnosti haldy

Vlastnost haldy je definovana jako vztah mezi hodnotou (klicem) rodice a jeho po-
tomka. Pokud je tento vztah poruseny (neplati definované nerovnost), opravime ho
vyménou hodnot rodice a potomka. Tim ale mtze dojit k poruseni vztahu o tro-
ven nize, tj. na rovni potomka. Tento problém fesi algoritmus ovéreni vlastnosti
haldy - uvadime jeho verzi pro maximalni haldu.
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def max heapify (A, length, i):
1 = left (i)

r = right (i)

if 1 < length and A[1] > A[i]:
largest = 1

else:
largest = i

if r < length and A[r] > A[largest |:
largest = r

if largest != i:

Afli], Af[largest] = Af[largest], A[i]
max_ heapify (A, length, largest)

ULOHA 4.3.6. Upravte zadané pole podle algoritmu pro ovéreni vlastnosti maximalni
haldy.
a) A=[16,4,10,14,7,9,3,2,8, 1], volani funkce max_heapify (A, len(A), 1)
b) A=1[27,17,3,16,13,10,1,5,7,12,4,8,9,0] a max_heapify(A, len(A), 2)

Resend a): Na obrazku lze vidét postupnou tipravu pole A pii opakovaném
rekurzivnim volani funkce max_heapify (A, len(A),?777).

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

16 4 10 14 7 9 3 2 8 1
~—

16 | 14 | 10 | 4 7 9 3 2 8 1

16 | 14 | 10 | 8 7 9 3 7 4 1

ULOHA 4.3.7. Jaky efekt ma volani max_heapify(A, len(A), i),kdyz A[i] je vétsi
nez jeho potomci? Uvedte seznam radki programu, které se v tomto ptripadé prove-
dou. Jakou hodnotu bude mit proménna largest tésné pred koncem vypoctu?

ULoHA 4.3.8. Jaky efekt m4 volan{ max_heapify (A, len(A), i), kdyzi > %?
Uvedte seznam tadki, které se v tomto pripadé vykonaji.

ULoHA 4.3.9. Odhadnéte zdola pocet rekurzivnich volani funkce max_heapify pii
volani max_heapify (A, len(A), 0).
Navod: Halda je binarni strom. Vysvétlete, jak pocet rekurzivnich volani funkce
max_heapify souvisi s hloubkou stromu h = [log, n].

ULOHA 4.3.10. Upravte funkci max_heapify tak, aby ovéfovala vlastnost mini-
malni haldy.

4.3.4 Prioritni fronta implementovana haldou

Vratime se k prioritni fronté a pokusime se navrhnout algoritmy pro jeji implemen-
taci pomoci haldy. Vzhledem k tomu, ze halda je polem, lze operace len, is_empty
a top realizovat v case O(1). Definujeme operace pop a push.
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ULoHA 4.3.11. Je d4n nésledujici algoritmus pro vybér maximalniho prvku z haldy.
Jeho princip spociva v odstranéni kotene stromu, ktery je nahrazen poslednim prv-
kem haldy. Funkce max_heapify nakonec obnovi vlastnost haldy.

def pop_heap(A):

if len(A) <= 0:
return None

max = A[0]

if len(A) = 1:
A.pop ()

else:
A[0] = A.pop()
max__heapify (A, len(A), 0)

return max

a) Je dana prioritni fronta reprezentovana haldou A = [15,10,12,9,6,8,4,7,2, 1].
Urcete obsah pole po trojndsobném zavolani funkce pop_heap.

b) Uréete ¢asovou slozitost operace pop_heap.
Reseni: Casova slozitost je O(log(n)). Zdtivodnéte.

ULOHA 4.3.12. Je ddn algoritmus pro vlozeni prvku do prioritni fronty reprezen-
tované haldou. Jeho myslenka spociva v pridani nového prvku na konec haldy a
obnové vlastnosti haldy smérem nahoru (viz cyklus while).

def push_ heap(A, key):
A.append (key)
i =1len(A) — 1
while i > 0 and A[parent(i)] < A[i]:
Ali], A[parent(i)] = A[parent(i)], A[i]
i = parent (i)

a) Ilustrujte vypocet operace push_heap (A, 16) na haldé¢ A = [15,10,12,9,6,8,
4,7,2,1]. Pokracujte operacemi push_heap(A, 13) a push_heap(A, 3).

b) Vyména prvkia na tadku 5 vyzaduje 3 operace. Zamyslete se nad moznosti
nahradit vyménu prvki jednim pritazenim. Sledujte, jakym zplisobem se méni
hodnoty prvki pole A ve smycce while.

c¢) Urcete ¢asovou slozitost operace push_heap.

4.3.5 Vytvoreni haldy

Algoritmus build_max_heap pro tvorbu haldy z libovolného pole A s vyuzitim
funkce max_heapify je definovan nasledovneé:

def build max_ heap(A):
for i in range(len(A) // 2, —1, —1):
max__heapify (A, len(A), 1)
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ULOHA 4.3.13. Podle algoritmu build max_heap vytvoite z pole A haldu.
a) A=1[4,1,3,2,16,9,10,14,8,7]
b) A=1[5,3,17,10,84,19,6,22,9]
c) A=17,0,3,4,13,10,1,5,27,12,16,8,9, 17]

ULoHA 4.3.14. Na zékladé vlastnosti haldy zdivodnéte, Ze vystupem algoritmu
build_max_heap je halda, ktera obsahuje pouze prvky pole A.
Zduvodnéte, proc¢ je dulezité, aby cyklus for na fadku 2 algoritmu bézel od |
do 0. Byl by algoritmus spravny i pokud by cyklus for bézel v opa¢ném sledu, t;j.
od 0 do 12 |7
Ndvod: Definujte vhodny invariant a dokazte jeho platnost v celém prabéhu
algoritmu.

1e112(A) J

ULoHA 4.3.15. Ukazte, Ze v haldé s n vrcholy neni pocet vrcholt s viskou h vétsi
nez atr-

Ndvod: Celkové vyska stromu - |log, n|.

Podet vrcholl na i-té trovni stromu - 2°.

Pocet vrcholi s vyskou h

210g2n n
oh+1 — 9h+l

210g2 n—1-h __

Slozitost algoritmu build_max_heap

Jednoduchy odhad:
« algoritmus max_heapify - O(n)
 opakuje se 5-krat
« slozitost neni vétsi nez O(n - log(n))
Presnéjsi odhad:
o algoritmus max_heapify pro vrchol s vyskou h - O(h)
 pocet vrcholu s vyskou h - 5%
o secCteme pres vsechny vysky stromu
logn logn
n h
ZW'@(h)ZO(”'ZQh> (1)
h=0 h=0
logn h

f;)QhShi;Qh:x(lix);:;:((l—xx)?Lé: (1_71)2 =2 (2)

 dosadime (2) do (1) a dostaneme celkovou sloZitost algoritmu build_max_heap

N

O(n~ %;) =0(n-2)=0(n)

h=0
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4.4 Heapsort

Algoritmus heapsort pro fazeni prvkl pole A a vyuzitim haldy je definovan nasle-
dovné:

def heapsort(A):
build _max_heap(A)
for i in range(len(A) — 1
A[0], A[i] = A[i], A]
max__heapify (A, i, 0)

, 0, —1):
0]

ULOHA 4.4.1. Podle algoritmu heapsort sefadte prvky pole A.
a) A=116,14,10,8,7,9,3,2,4,1]
b) A=15,13,2,25,7,17,20,8,4]
c) A=17,0,3,4,13,10,1,5,27,12,16,8,9, 17]

Jakym zptisobem tadi prvky pole algoritmus heapsort s vyuzitim maximalni haldy
- vzestupné nebo sestupné?

ULOHA 4.4.2. Projdéte jednotlivé body algoritmu heapsort a uréete pamétové na-
roky na jeho realizaci. Jaké misto v paméti je potfeba mimo definované pole A?

ULOHA 4.4.3. Z algoritmu heapsort odhadnéte slozitost fazeni prvki pole A.
Zéavisi slozitost algoritmu heapsort na tom, zda je posloupnost sefazena vzestupné
¢i sestupné nebo zda neni serazena viubec?

Reseni: O(nlog(n))

ULOHA 4.4.4. Definujeme invariant pro algoritmus heapsort - pro jeho ¢ast, cyklus
for na radcich 3-5:

Cdst pole A[0..i — 1] je mazimdini haldou a obsahuje i nejmensich proki pole a cdst
pole Ali..n| je uspordddna a obsahuje n — i+ 1 nejvétsich prvki pole.

Dokazte matematickou indukci platnost daného invariantu a na zakladé platnosti
invariantu argumentujte spravnost algoritmu heapsort.

ULOHA 4.4.5. Upravte viechny &asti algoritmu heapsort tak, aby vysledna posloup-
nost byla fazena sestupné.



