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kiivkovymi a plosnymi. Navazuji na Diferencidlni pocet funkci vice proménngch. Pfevazna
vétsina podobnych textd uréenych pro technické skoly vychazi z klasické Riemannovy de-
finice. Zde jsme se rozhodli vybudovat integral zptsobem, ktery podle naseho minéni vice
odpovidé jak modernimu pristupu tak i duchu matematiky. Vsechny typy integralt zava-
dime axiomaticky. Tato metoda dava vyniknout primocarosti zakladni myslenky a navic
neni tolik zatiZzena mnozstvim pomocnych vypocti. Uprednostnujeme totiz porozuméni
pred formalni dovednosti.

Cemu jsou vénovany jednotlivé kapitoly lze snadno zjistit letmym pohledem do obsahu
skript. Symbol J oznacuje konec diikazu. Za kazdym tématickym celkem néasleduje nékolik
typickych fesenych tloh. Stupen zvladnuti latky si ¢tenar pak muze ovérit na pripojenych
netesenych tlohéch.
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Kapitola 1

Objem télesa.

1 Formulace problému.
Jednim ze zakladnich problémi, ktery ma resit integralni pocet funkei vice proménnych,

je nasledujici otazka: Jak velky je objem télesa omezeného grafem funkce f(z,y) nad
obdélnikem T'? (Viz obr. 1.1.)

z:f(:c,y)

/ |
X e T

Obr. 1.1.

Tato otazka je obtiznéjsi nez by se na prvni pohled zdalo. Nemiizeme totiz zac¢it s vypo-
¢tem, protoze nevime, co pocitat. Potfebujeme definici objemu. Z elementarni geometrie
vime, co je objem kvadru, koule nebo kuzele, ale nikdy jsme se tam nesetkali s télesy
obecnéjsiho typu. Stoji pred nami tak dva tkoly:

(i) definovat pojem ,objem télesa“,
(ii) najit zpusob vypoctu jeho velikosti.

Postup, ktery zvolime, bude ponékud odlisny od standardnich pristupti. Nicméné jeho
logicka jasnost a elegance jsou vyhody, které ho ¢ini snadnéjsim pro pochopeni.
Zacnéme s piesnou formulaci problému. Necht f: R? — R je spojitd nezaporna funkce
dvou proménnych a necht
T = <a1,b1> X <a2,b2>

je dvourozmérny interval. (T neni nic jiného nez uzavieny obdélnik.) V dalsim textu bu-
deme cCasto misto terminu ,,dvourozmérny interval“ pouzivat kratsi ,,obdélnik*. Mnozina
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M(f,T) je mnozina bodu télesa shora omezeného grafem funkce f a zdola obdélnikem T,
M(f,T) = {(2,,2) R | (e.) € T, 0< 2 < f(w,) |-

At uz je objem mnoziny M (f,T) cokoli, jednim jsme si jisti: musi to byt nezdporné
¢islo. Oznacime toto zatim nezndmé ¢islo symbolem V' (f,T), tj.

V(f,T) =,objem* mnoziny M(f,T).
Rozdélme nyni obdélnik 7" na dva mensi 17 a 15, jak je zndzornéno na obr. 1.2. Ziejmé
T =T, UTs.

Tim ndm vznikla dvé télesa M (f,T1) a M(f,Tz), kterd dohromady tvori piuvodni téleso
M(f,T).

”

Obr. 1.2.

Mé-1i ¢islo V(f,T) spliiovat nase predstavy o objemu, musi nutné platit, Ze soucet
objemu obou téles M (f,T1) a M(f,T>) dava objem puvodniho télesa M (f,T1 U T»):

V(f? Tl) + V(f: TQ) = V(f7 Tl U T2)

Této vlastnosti budeme rikat aditivita objemu. Vyjadruje bézny a zcela jasny poza-
davek, ze rozdélime-li téleso na dvé ¢asti, pak soucet objemu téchto ¢asti je objem télesa
puvodniho.

Povsimnéme si vsak jesté jedné vlastnosti. Je-li jedno téleso obsazené v druhém, ce-
kéame, ze objem prvniho je mensi nez objem druhého. Je pfirozené nazvat tuto vlast-
nost monotonii objemu. Jako specidlni ukdazka monotonie miize slouzit nasledujici priklad.
Funkce f nabyva na obdélniku 7" svého minima a maxima (viz [2], Kapitola 4, Véta 4.1).
Oznacme je

min(f) a max(/).

Kvadr s podstavou T' a vyskou ming(f) je zfejmeé obsazen v télese M (f,T). Z druhé strany,
mnozina M (f,T) je obsazena v kvadru s podstavou T" a vyskou maxp(f), viz obr. 1.3.
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maxy(f)

‘ miny( f)

D e e P

Obr. 1.3.

Pozadavek monotonie lze v tomto pripadé formulovat takto:
m:,in(f) -obsah(T) < V(f,T) < mTaLx(f) - obsah(7).

Vyzbrojeni aditivitou a monotonii mizeme prikrocit k matematické definici objemu
mnoziny M (f,T).

Definice 1.1. Méjme uzavreny obdélnik T C R? a spojitou nezdpornou funkci f: T — R.
Zobrazeni V', které kazZdému obdélniku H C T priradi ¢islo V(f,H), se nazgvd objem
mnoziny M(f, H), jestlize spliuje ndsledujici dva aziomy (=pozadavky):

(A) Aditivita:
V(f, H)+V(f,Hz) = V(f, H UHy),

kdykoli Hy a Ha jsou dva uzavrené obdélniky obsazené v T, které maji spolecnou
pravé jednu stranu (tj. Hy, Ha nemaji Zidny spolecny vnitrni bod a jejich sjednoceni
Hy U Hy je opét obdélnik).

(M) Monotonie:
m}}n(f) -obsah(H) <V (f,H) < mgx(f) - obsah(H)

pro vsechny obdélniky H C T.
Zde je treba se pozastavit a podivat se na Definici 1.1 trochu blizeji.

Poznamka 1.2. Zptisob, jakym je v Definici 1.1 zaveden objem, se nazyva axiomaticky.

Definuje objekt tim, Ze vyjmenuje pozadavky — axiomy — na néj kladené. V nasem pripadé

jsme zavedli objem jako zobrazeni V spliujici axiomy (A) a (M). Axiomatickd definice

vsak v sobé muze skryvat past. Ukazeme si toto nebezpeci na jednoduchém prikladu.
Predstavme si, ze chceme definovat objekt X témito dvéma pozadavky:

(¥) X je redlné ¢islo,
(%) X2 =-2.

Kazdy ihned vidi, ze objekt X majici vlastnosti (x) a (%) neexistuje. Nebot ma-li X byt
realné cislo, pak jeho kvadrat musi byt nezdporny. Pri¢ina neexistence spociva v tom,
ze axiomy (%) a (x%) jsou vzajemné ve sporu. Toto se muze stat v kazdé axiomatické
definici, pokud nevolime axiomy dostatecné obezretné. Je jen jediny zpusob, jak se této
pasti vyhnout. Ten pouzijeme i v piipadé zobrazeni V z Definice 1.1. Abychom ukazali,
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7e vubec néjaké zobrazeni V vyhovujici axiomium (A) a (M) existuje, nezbude ndm nic
jiného, nez jedno takové zobrazeni sestrojit. Uvidime, ze takové V nejen existuje, ale je
navic pravé jediné.

2 Existence a jednoznacnost.

K dilkazu existence a jednoznacnosti objemu budeme potfebovat nékolik pojmi. Prvnim
z nich je déleni obdélniku T'. Pfipomenme si, co je déleni intervalu I = (a,b) C R. Je
to mnozina Z vSech uzavienych podintervala Iy, Is,..., I, intervalu I, které vzniknou
umisténim konec¢né mnoha délicich bodt do I. Tyto intervaly jsou bud disjunktni nebo
maji spolecny praveé jeden krajni bod. Kratce feceno, je to systém uzavienych podintervala
pokryvajici zakladni interval I a zadné dva rizné podintervaly nemaji spole¢ny vnitini bod.

Definice 1.3. M¢éjme uzavieny obdélnik T = (a1,b1) X (a2, bs). Délenim obdélniku T
nazyvdme mnozinu

92={R=NLxL|L e, LI},
kde I, a Iy jsou déleni intervali (a1,b1) a (az,ba).

Priklad déleni obdélniku 7' je znazornén na obr. 1.4. Déleni & vzniklo zaddnim konecné
mnoha svislych a vodorovnych tsecek v obdélniku T'.

bt
Re 9
pd
T
ast
a by

Obr. 1.4.
Pristupme nyni k definici dalsiho pojmu.

Definice 1.4. Necht 7 je déleni uzavieného obdélniku T'. Rekneme, Ze déleni 9 je zjem-
nénim déleni 9, jestliZe kazdy prvek R € 9 je obsazen v néjakém prvku R € 9.

Jinymi slovy, z daného déleni 2 ziskame jeho zjemnéni, kdyz do obdélniku priddame
nékolik dalsich svislych a vodorovnych délicich tsecek.

Definice 1.5. Necht 9 je déleni uzavreného obdélniku T. Norma déleni || 2| je cislo
uddvajici nejvétsi diametr prvki R € 9, tj.

|2|| = max diam (R).
Re2

(Pro tiplnost: diametr mnoziny A C R" je ¢islo sup{|[ju —v|| | u, v € A }.) Zfejmé plati,
ze je-li 7 zjemnénim 2, pak ||Z|| < ||2||.
Zbyva posledni pojem spojeny s délenim, horni a dolni soucet.
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Definice 1.6. Necht f je spojitd funkce na uzavreném obdélniku T a necht P je deleni T .
Cislo
=> max(f) - obsah(R).
Re

se nazgvd horni soucet prislusny k 2. Podobné dolni soucet S(f,7) je definovin

9)= min(f) - obsah(R).
)= 3 min(f) - hsab()

Slovy to znamend, ze horni soucet ziskame tak, ze v kazdém obdélniku R € & zjistime
maximum funkce f na R a toto maximum vynasobime obsahem R. VSechna takto ziskana
¢isla pak secteme. B

Povsimnéme si nasledujici vlastnosti. Je-li & zjemnéni 2, pak

(1.1) S(f,2)<8(f,2) a S(f.2)>5(f,2).

Ukézeme napt. prvni nerovnost, druha je analogicka. Protoze 17 zjemnuje 7, kazdy prvek
R € 7 je eventuelné jesté dél rozlozen na mensi obdélniky patiici do . Mé&jme libovolny
ReZaRCR patiici do 9. Pak zlejmé

mgX(f) < max(f).

Tim pro kazdy obdélnik R € 2 dostavame

Z max obsah Z max obsah( max Z obsah
RCR RCR RCR
Re9 Re2 Re2

= mgx(f) - obsah(R).

Sec¢tenim téchto odhadu pro vSechna R € & dostaneme pozadovanou nerovnost

= Z m}gx( -obsah(R Z Z max obsah(ﬁ)

Re9 ReY RcR
Re
= Z max(f) - obsah(R) = S(f, 2)
Re

Z (1.1) navic plyne, ze pro jakékoli déleni Z; a Z» obdélniku T plati

(1.2) S(f,21) < S(f, Pn).

Opravdu, uvazime-li spolecné zjemnéni 5 obou danych déleni, tak muzeme psat

S(f, 21) < S(f,23) < S(f,Z3) < S(f, D).

Poznamka 1.7. Vratme se na okamzik k axiomu aditivity (A). Z néj specielné plyne, ze
rozdélime-li T" napt. svislou tseckou na dva mensi obdélniky Hy a Ho, bude platit

V(f,T)=V(f,H)+V(f, Ha).

11
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V tomto procesu muzeme pokracovat a pridat jakoukoli dalsi délici tsecku. Tim se napr.
H; rozlozi na obdélniky Hi; a His. Pouzitim (A) na H; dostaneme

V(f, Hi) =V (f, Hi1) + V(f, Hi2).
Pro puvodni objem V(f,T) tak mame
V(f7 T) = V(fv Hll) + V(f7 H12) + V(f, HQ)

Budeme-li pokracovat v pridavani délicich tsecek, dospéjeme k nasledujicimu zavéru:

(1.3) V(f,T) =Y V(}R),

Re9

pro kazdé délelni & obdélniku T'.

Jak souvisf ¢isla S(f, 2) a S(f, 2) s nasi (zatim) nezndmou hodnotou V(f,T) uvadi
nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 1.8. Necht [ je spojitd nezipornd funkce na uzavreném obdélniku T. Pak pro
kazdé déleni I obdélniku T plati

S5(£,2) <V(£,T) < S(f.2).

Diukaz. Necht obdélnik R je libovolny prvek déleni &, R € 2. Pro néj nam axiom (M)
déva
m}%n(f) -obsah(R) < V(f,R) < m}%x(f) - obsah(R).

Tyto nerovnosti secteme pres vsechny obdélniky R € Z:

Z mén(f) -obsah(R) < Z V(f,R) < Z mgx(f) - obsah(R).

Re2 Re2 Re2

Nyni si uvédomime, ze vyraz zcela vlevo je S(f, Z) a vyraz zcela napravo S(f, ). Takze
mame
5(£,2) < 3" V(f,R) < S(£.9).
Re2
Podle (1.3) je
> V(,R) =V(},T),
Re9

a tim dostavame dokazované nerovnosti. O

Tvrzeni 1.8 11k, Ze existuje-li zobrazeni V', pak jeho hodnota V' (f,T) je kontrolovana
zdola i shora &isly S(f,2) a S(f, 2). Protoze S(f,2) < V(f,T) pro kazdé déleni
obdélniku T, tak také

sup S(f, 7) < V(£,T),
9

12
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kde supremum bereme ptes véechna moznéa déleni 2 obdélniku T. Cislo sup,, S(f, 2) je
tak nejlepsi dolni odhad hodnoty V' (f,T') pomoci dolnich sou¢tii. Podobné infimum vsech
hornich souc¢ti dava nejlepsi horni odhad,

V(.T) < it 5(f,9).
Celkoveé

(1.4) sup S(f,7) < V(f,T) < nf 5(f, 7).
_@

Lepsi kontrolu nez (1.4) ndm horni a dolni sou¢ty nejsou schopny poskytnout. To pro nas
cil — néjakym zpusobem urcit hodnotu V' (f,T") — neni na prvni pohled prilis slibné. Pokud
by ovSsem nenastal zvlastni pripad, Zze horni a dolni odhad se rovnaji. Pak by naopak nase
cesta k V(f,T) konéila. Polozili bychom

V(f,T) =supS(f,2) (=infS(f,2))
9 2

a oveérili, ze tato volba spliuje axiomy (A) a (M). V dalsi ¢dsti této kapitoly dokdzeme, Ze
tato Stastnad okolnost opravdu nastava. Muzeme tak formulovat hlavni vétu této kapitoly.

Véta 1.9. Ke kazdé spojité nezdporné funkci f na uzavieném obdélniku T C R? existuje
pravé jedno zobrazeni V', které splnuje axiomy (A) a (M) z Definice 1.1. Navic plati

V(£.T)=supS(f,2) =t S(f,2).
9 2

Dtikaz této véty bude proveden v nésledujicim odstavci. Véta 1.9 nejen 1ika, ze pojem
objem télesa vymezeny v Definici 1.1 mé jednoznac¢ny smysl, ale zdroven udava i zptisob
jak tento objem ziskat pomoci elementarnich objemt sjednocenych kvadria. Tato skutec-
nost je analogickd aproximaci urc¢itého integrélu (t.j. plochy omezené grafem funkce jedné
proménné) pomoci ¢asteénych souc¢tl. Stanoveni objemu télesa pomoci ¢astecnych souctu
je zakladem numerickych metod. Nehodi se vSak pro analyticky vypocet. Problému jak
objem spocitat pomoci integrace funkci bude vénovana néasledujici kapitola. Pro lepsi ilu-
straci obsahu Véty 1.9 si nyni uréime objem télesa v jednom jednoduchém piipadé. Postup
se opira o fakt, ze

S(f,2) <V(f.T) < S(f,2)

pro jakékoli déleni & obdélniku 7. Budeme si volit postupné déleni 21, %», ..., kterad bu-
dou stéle 1épe urcéovat hodnotu V' (f,T), az v limité prislusné horni a dolni soucty splynou.

Priklad 1.10. Pomoci hornich a dolnich souc¢ti urcete objem mnoziny
M= {(x,y,2) ER*|0< 2 <z, z,y € (0,1)}.

Mnozina M je jednotkova krychle sikmo sefiznuta rovinou z = x. V nasem oznaceni je to
mnozina M (f,T), kde

f@y) =2z, T=(0,1)x(0,1) (=(0,1)%),

viz obr. 1.5.
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flzy) ==
o T = (0,1)?

Obr. 1.5.

Necht déleni 2, ¢tverce T vznikne tak, ze T rozdélime na malé ¢tverce o strané %

Formalni zépis je
1 1
@n—{<z ,Z>x<‘7,j>‘i,j—1,...,n}.
n 'n n 'n
Spocteme nyni prislusné horni a dolni soucty. Necht R € Z,, tj. R je typu
1 1
= (F0(52)
n 'n n 'n

pro né&jaké i,j5 € {1,...,n}. Maximum a minimum funkce f(z,y) = = na R je vlastné
maximalni a minimélni hodnota z-ové slozky bodu z R. Takze

t—1

Odtud dostaneme, ze

S(f, D) = Z m}gx(f)-obsah(R):Z%-%:%Zi:% (Zz)

REDn

Vzpomeneme-li si, Ze soucet prvnich n pfirozenych ¢isel je §(n+1), mdme hodnotu vnitini
sumy. Ta se jesté scita pfes j = 1,...,n. Takze hodnotu §(n 4+ 1) seCteme jesté n-krat
samu se sebou. Vysledek je pak
1 n 1 1
S 1) == (1 7)_
PERD) (n+1) 2 + n
Uplné stejné postupujeme i u dolniho souctu:
n n

e ()

=1 =1

M=

S(f,Zn) = ) min(f) - obsah(R) =

ReDy,

<.
Il
—_r

Vnitini suma je vlastné soucet ¢isel od 0 do n — 1, tj. soucet prvnich n — 1 prirozenych
¢isel. Jeho hodnota je "7_1 n. S¢itani pres j je opét jen n-krat seCtena hodnota %‘1 n, takze
vysledek je

§(f,@n):i-n.”_ln:%(1—l).

n3 2 n

14
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Mame tak
s svunsg(iey),

n

Jak uz kazdy vidi, limita obou krajnich ¢lenti je %, a tim i

1

V(f,T):§.

Vlastni ¢iselnd hodnota objemu neni v tomto ptipadé nijak cenna; to jsme védéli uz na
pocatku, ze vyjde %, nebot M je presné polovina jednotkové krychle. Dtlezité na tomto
prikladé ale bylo, Ze jsme explicitné vidéli mechanismus zpfesnovani hodnoty V(f,T):
jemnéjsi a jemnéjsi déleni ndm davalo presnéjsi a presnéjsi meze pro V(f,T'). Tento princip
je zakladem numerickych metod (numerické kvadratury).

3 Odvozeni existence a jednoznacnosti

Cilem této c¢asti je dokazat Vétu 1.9. Dilezitym argumentem v tomto diikazu je nasledujici
vlastnost spojité funkce na uzavrené a omezené mnoziné v R™.

Véta 1.11. Necht f je spojitd funkce na uzavrené a omezené mnozine T C R™. Pak je
stejnomérne spojitd, tj. pro kazdé € > 0 existuje d > 0, Ze kdykoli dva body u, v € T jsou
od sebe vzddleny nejvyse §, pak

|f(w) — f(v)| <e.

Ma-li bod u slozky u = (u1,us,...,u,), pak symbol f(u) je zkriceny zépis vyrazu
flug,ug,. .., uy,). Tento zpusob budeme uzivat vzdy, kdy nebude nutné explicitné vypisovat
slozky.

Dikaz zde nebudeme provadét, nebot je uveden ve skriptech [2], Kapitola 4, Véta 4.4.
Pouze si pripomenme, v ¢em spociva odliSnost spojitosti a stejnomérné spojitosti: je-li
f spojitd v bodé u, pak z definice vime, Ze na jistém d-okoli bodu u se budou hodnoty
funkce f navzajem lisit ne vice nez o predepsané € > 0. Podivame-li se vsak na chovani
f v é-okoli jiného bodu, mize se stat, ze funkce f tam roste strméji, a tak rozdily jejich
hodnot na tomto okoli uz prevysi dané . A v okoli dalSich bodu tyto rozdily mohou byt
vétsi a vétsi. Naproti tomu stejnomérna spojitost zarucuje, ze k zadanému € > 0 existuje
takové univerzalni § > 0, ze na J-okoli kaZdého bodu je rozdil funkénich hodnot nejvyse €.

Tvrzeni 1.12. Necht [ je spojitd funkce na uzavreném obdélniku T'. Pak
supS(f, 2) = inf S(f, 2).
17 9

Diukaz. Z (1.2) vime, Ze jedna nerovnost plati vzdy:

supS(f, 2) < inf S(f, 2).
9 9

Abychom dokézali rovnost, staci kdyz ukazeme, ze pro kazdé ¢ > 0 je

(1.5) inf S(f,2) <supS(f,2) +e.
2 2

15



HAMHALTER, TISER: INTERGRALNI POCET

V dusledku libovolnosti volby € > 0 pak ihned dostaneme zbylou nerovnost a cely dikaz
bude ukoncen.
Méjme tedy dano £ > 0. Nejprve si ho upravime tak, ze zavedeme

- 5
°T obsah(T')’

Z Véty 1.11 k tomuto € existuje d > 0, ze kdykoli dva body u, v € T jsou od sebe vzdéleny
nejvyse 9, tak

(1.6) [f(u) = f(v)| <&

Necht 2y je déleni s normou || %] < 6. Pak dva body u, v, které lezi v jednom prvku
déleni R € % jsou od sebe vzdéleny nejvyse 6. Zvolme si tyto body z R tak, ze funkce f
nabyva v bodé u svého maxima a v bodé v svého minima na R, tj.

fw) =max(f),  f(v) = min(p)

R

Protoze plati (1.6), tak i

(L.7) max(f) - min(f) < 2

(Zde neni tieba psat absolutni hodnotu, nebot maxg(f) — ming(f) je nezdporny vyraz.)
Nyni

S(f, Do) — S(f, %) = Z ml%x(f) -obsah(R) — Z mI%n(f) - obsah(R)

Re%y Re9y
= Z (m}gx(f) — m}%n(f)) obsah(R) < & Z obsah(R)
ReDy Re9

= ¢ -obsah(T) = ¢,

kde posledni nerovnost vyplyva z (1.7) a posledni rovnost je déna volbou €. Tim jsme
ziskali odhad
S(fa@()) _ﬁ(faQO) S £,

tj.
(1.8) S(f, 20) < S(f, %) +e.
Uvédomime-li si nyni trividlni nerovnosti

i%fﬁ(f, 2) <S(f, %),  S(f, %) < s;pﬁ(f, 2),
muzeme z (1.8) vyvodit
i%fg(f, 2) < S(f, 20) < S(f, P) +¢ < S;pﬁ(fa ) +e.
Ale to uz je pozadovand nerovnost (1.5) a dikaz je hotov. O

16



HAMHALTER, TISER: INTERGRALNI POCET

Nyni mame vse potfebné k zakonceni dikazu hlavni véty.

Dikaz. (Véty 1.9) To, ze zobrazeni V (pokud vibec existuje) je jediné, jsme si vlastné
uvédomili uz diive: ma-li V' spliovat axiomy aditivity a monotonie, musi jeho hodnota
lezet mezi

sup S(/,7) < V(£ H) < inf 5(£.9),
p ,

kde Z je libovolné déleni obdélniku H C T, viz (1.4). Z Tvrzeni 1.12 vSak plyne, Ze mame
pouze jedinou moznost volby

V(S H)=supS(f,2) (= inf 5(f,2)).

K existenci tak zbyva jen ovérit, ze tato volba vyhovuje pozadavkum (A) a (M).

Méjme libovolny obdélnil H C T'. Pro néj plati Tvrzeni 1.8 (nebot ono plati pro kazdy
obdélnik). Zvolime si déleni % obdélniku H, které ma pouze jediny prvek, a to H. Pak
ziejmé

S(f, %) = ml}n( f) - obsah(H), S(f, 2o) = max f) - obsah(H).
Tim dostaneme

min(f) - obsah(T) < supS(f,2) = V(f,H) = inf S(f,2) < max(f) - obsah(H),
H P 17 H

coz je axiom (M).

Aditivita: Necht Hy a Hs jsou dva obdélniky v T', které maji spole¢nou pravé jednu
stranu. Zvolme si déleni 1 a %> obdélniktt Hy a Hy. Dame-li vSechny prvky z %1 i z %»
dohromady, dostaneme déleni %5 obdélniku Hy U Hy. Pak miZeme psat

(1.9) S(,25) = > max(f) - obsah(R)
Re%s
= Z m}%x(f)-obsah(R) + Z ml%x(f) - obsah(R)
ReN Re2,

=S(f, D)+ S(f, P»).
Zcela analogicky mame pro dolni soucty
(1.10) S(f,%5) = S(f, 7)) + S(f, Z=).
Vyuzitim (1.9) dostdvame, ze pro kazda déleni 2, a %, obdélniku H; a Hy plati

Tudiz
1 2

kde prvni infimum je pres vSechna déleni obdélniku H; a druhé pres vSechna déleni ob-
délniku Hs. To znamena, ze

(111) V(f, H, U HQ) < V(f, Hl) -+ V(f, HQ)
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Stejné ukdzeme, ze plati i obracend nerovnost. Pouzitim (1.10) dostaneme
V(f7 Hl U H2) = S;pﬁ(f7 @) 2 ﬁ(f? @3) == ﬁ(fv @1) + §(f7 @2)

Mame tak, ze

(112) V(f, H1 U HQ) > S;pﬁ(f, _@1) + S;pﬁ(f, .@2) = V(f, Hl) + V(f, HQ),

kde opét prvni supremum je pres vSechna déleni obdélniku H; a druhé pres vSechna déleni
obdélniku Hj. Spojeni nerovnosti (1.11) a (1.12) ihned déva

V(f, HiU Hy) =V (f,H1)+ V(f, Ha).

Ovérenim aditivity je cely dikaz ukoncen. O
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Kapitola 2

Dvojny integral.

1 Nasobna integrace.
V této casti se budeme zabyvat nalezenim elegantnéjsiho a hlavné efektivnéjsiho zptisobu
vypoctu objemu télesa M (f,T) nez ndm poskytuje obecné konstrukce (viz Pfiklad 1.10 v
minulé kapitole). Zacneme — na prvni pohled — ponékud odtazité. Zapomeneme chvili na
objem V(f,T) a podivame se na integrovani funkci dvou proménnych.

Necht f(x,y) je spojitd funkce na obdélniku 7' = (aj,b1) X (ag,bs). Pro kazdé pevné
zvolené z je funkce f(x,y) spojité zavisld jen na y. Muzeme ji integrovat v mezich ag, bo:

/bzf(w,y)d

Tento vyraz je funkci x. Oznacme jej

=/b2f(:r7y)d

Piiklad 2.1. Necht f(z,y) = 2%y +zsiny a T = (1,2) x (0,2). Pak

2 2
90(95):/ 2y + zsiny) d /:c2ydy+/a:sinydy
0 0
:xQ{yf]Q—l—x[—cosy] = 222 +:c(1—(:082)
2 1o 0

Stejné tak muzeme volit pevné y. Tim f(x,y) bude spojitou funkci v z. Jejim integro-
vanim dostaneme funkci v proménné y, kterou oznacime

=7f(fv,y)dw
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Priklad 2.2. Necht f i T jsou stejné jako v Prikladu 2.1. Pak

2 2
Y(y) = /(x y+zsiny)d /mdex—i-/a?sinydx
1 1
312 212 7 3 .
=y 5| +siny || =gy + 5 sy

V obou prikladech vysly funkce p(z) a ¥ (y) spojité. Ukdzeme, ze to nebylo ndhodou:
vyjdeme-li od spojité funkce f(z,y), tak integrovanim podle jedné ¢i druhé proménné
dostaneme vzdy spojitou funkci.

Véta 2.3. Necht funkce f je spojitd na obdélniku T = (ay,b1) x {(az,ba). Pak funkce ¢(x)

a Y(z) dané integraly
/ flzy)dy a P(y / flz,y)d

Dikaz. Ukézeme pouze prvni ¢ast tvrzeni, tj. ze funkce p(z) je spojitd. Druha ¢ast ma
dukaz zcela analogicky (proménné x a y si vymeéni role).

Necht zg € (a1, b1) libovolné a e > 0. Hleddme § > 0 takové, aby kdykoli se x od z lisi
o méné nez 0, |xr —xg| < 0, tak hodnoty p(z) a ¢(xg) se lisi nejvyse o e, |p(z) —p(zo)| < €.
Upravime si nejprve zadané € tim, ze zavedeme

jsou spojité.

~ 9
E =

by —as’

Nyni pouzijeme Vétu 1.11. Ta ndm poskytne k € takové J, ze

(2.1) [f(w) = f(V)| <&

kdykoli body u a v jsou od sebe vzdaleny nejvyse o §. A toto d je uz ono hledané. Ovéime
si to. Necht z je takové, ze |z — xo| < § a zkusme odhadnou rozdil funkénich hodnot ¢:

ba b
22) o) = plan)l = | [ (1)~ fo.) dy| < [ 1@9) = Fao )l

Vzdalenost bodu (x,y) a (xo,y) je

V(e —20)2+ (y —y)2 = |z — 20| <.

Podle (2.1) je tak
[f(2,y) — flzo,y)| <€
Lze tedy posledni ¢len v (2.2) dale odhadnout
ba
/]fa:y f(zo,y !dy</§dy=§(b2—a2):
az

Zjistili jsme, Ze |@(x) — p(z0)| < € a spojitost funkce ¢ je dokdzana. O
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Kdyz nyni uz vime, ze funkce

=7f(x,y)dy

je spojita, mizeme ji integrovat podle x v mezich od a; do b;:

b1 b2

/ dx—//fxydydx

aiy a2

Podobné pro funkci :
ba b1

/w yay= [ [ fa.w) dody

Integraly na pravé strané budeme nazyvat dvojndsobné integraly funkce f pres obdélnik T'.
Neékdy, bude-li to tfeba, mizeme pro presnost naznacit zavorkami poradi integrace

b1 b2 b1 b2
//f:cydydw—//fwydy
a1 a2

Priklad 2.4. Spoéteme oba dvojndsobné integraly (tj. v obou potradich) funkce

flz,y) = x2y+xsiny

pres obdélnik T = (1,2) x (0,2). Vyuzijeme samoziejmé toho, ze piislusné funkce p(z) a
¥ (y) mame jiz spoc¢teny v Prikladech 2.1 a 2.2.

2 2
//ny—i-:csinydyda:—
10

312 292
222 4+ 2(1 — cos 2) dz = 2[%] ’

w\EH\w

3
5(1 — co0s2).

Nyni pti prohozeném poradi integrace:

2 2 2
7 3 7ry*12 3 2
//x2y+xsinydxdy:/<3y+2siny)dy:3[%}0—#2[—00840
0 1 0
14 3
= —+ —(1 —cos?2).
3 +2( cos 2)

Jen tézko muze uniknout nasi pozornosti fakt, ze oba integraly v predchozim prikladé
vysly stejné. Jestlize jsme se procetli prvni kapitolou a ¢asti druhé kapitoly az sem, ziskali
jsme prece jenom jistou matematickou zkusenost. Ta ndm uz nedovoli, abychom prijali
laciné vysvétleni, zZe je to ndhoda. Tusime, Ze se za rovnosti skryva hlubsi divod.
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Véta 2.5. Zobrazeni, které uzavienému obdélniku T a nezdporné spojité funkci f na T
priradi dvojndsobny integral funkce f pres T wvyhovuje aziomum (A) a (M). Specielné,
hodnota ndsobngch integrdld nezdvisi na poradi integrace.

Poznamka 2.6. Typ tvrzeni, ze hodnota nasobného integralu nezavisi na poradi inte-
grace, se v matematické literature nazyva Fubiniova véta. V nasem vykladu je to pravé

Vv,

integral a méritelné funkce.

Dikaz. 7 divodt symetrie staci, kdyz dukaz provedeme pro jedno poradi integrace.
Zactneme s ovéfenim monotonie: Mé&jme obdélnik H = (a1,b1) X (ag,be) C T. Pak

b1 b1 b2 by

es 7 flew)dy)de < [ ([ max(r)dy) do = [ max(£)(bs - az) o

= ml?x(f)(bg —az)(by —a1) = mgx(f) - obsah(H).
Podobné

b1 b1 b by

ea 7 fap)dy)do > [ ([ min(r)dy) do= [ amin(s)(es — az) o

ai
= mj}n(f)(bg —az)(by —a1) = n}}n(f) - obsah(H).
Nerovnosti (2.3) a (2.4) spolu davaji

az bo
ml}n(f) -obsah(H) < //f(x,y) dydz < mgx(f) - obsah(H),
a1 by

coz je axiom (M).
Aditivita: Necht obdélnik H je sjednoceni dvou obdélnika Hy a Hs z obr. 2.1.

’7 .......
Hj
g ...
H; Hs
o +o-
a b c
Obr. 2.1.
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Dvojnésobny integral pres obdélnik H je roven

/C/Bf(x,y)dydx:/b/ﬁf(x,y)dydx+/C/Bf(x’y)dydx’
‘e @@ b o

coz je soucet integralti pres obdélniky Hy, a Hs. Mame ovéren axiom aditivity pro tento
pripad. Zbyva druhd moznost, kdy obdélnik H je sjednocenim obdélnikti Hy a Hs. Zde je
situace analogicka. Mizeme rovnou pocitat

b v b B v
f(z,y)dydr = f(z,y)dy + fxydy
o e
:/b/ﬁf(:c,y)dyder//f(x,y)dyd:n.
o « a B

Opét vidime, Ze dvojnasobny integral prislusny obdélniku H je soucet dvojnasobnych
integrala pro Hy a Hs.

Véta 1.9 fikala, Ze existuje pravé jediné zobrazeni V' vyhovujici axiomtim (A) a (M).
Praveé jsme ukazali, Ze oba nasobné integraly vyhovuji zminénym axiomim. Z toho plyne,
ze

b1 b by b1

[ [ r@mayas= [ [t dcay.

a1 a2 a2 ai

0

Predchozi véta tvrdi, Zze dvojnasobné integraly pro nezdporné spojité funkce nezavisi
na poradi integrace. Omezeni dané nezdpornosti integrované funkce vsak neni podstatné.
Véta se da rychle zobecnit. Uvazujme spojitou funkci f(z,y) (ne nutné nezépornou) na
obdélniku T' = (a1, b1) X (ag, b2). Jeji minimum je ¢ = minyp(f). Pri¢teme-li k funkei f(z,y)
konstantu ¢, dostaneme nezéapornou funkei g(z,y) = f(z,y) + c. Pro ni plati Véta 2.5,

(2.5) 772(1"(96,3/)+c)dydx:77(f(:c,y)+c)dxdy.

Lehce se mtuzeme presveédcit, ze dvojny integrdl z konstantni funkce ¢ pres obdélnik T
nezavisi na poradi integrace a je vzdy roven c-obsah(T'). Odeétenim této hodnoty od obou
stran rovnosti (2.5) ziskdme zavérem

bl bg b2 bl
//f(x,y)dydxz//f(wvy)dmdy-
a1 a2 a2 ai

Dvojnédsobné integraly tedy vychazeji pro jakékoliv spojité funkce vzdy stejné. Jejich spo-
leénou hodnotu budeme znacit

4/]“, eventuelné 4 f(z,y).
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Pro nezdpornou funkci f mé tato hodnota vyznam objemu. Ndsobné integraly maji vSak
smysl i pro obecnou spojitou funkci na 7. Pomoci nich tak zavadime pojem dvojného
integralu spojité funkce.

Definice 2.7. Necht T = (aj,b1) x {az,b2) C R? je uzavreny obdélnik a necht funkce
f: T — R spojitd. Dvojnym integralem funkce f pres mnozinu T nazjvame

//f:77f<x,y>dydx=77f<x,y>dxdy
T

a1 a2 az aj
Tim jsme zavrsili cestu zapocatou otazkami ,,Co je objem?“ a ,Jak vypocitat jeho
hodnotu?“. Odpovéd na prvni z nich je Definice 1.1 spolu s Vétou 1.9 a na druhou mtizeme
nyni odpovédét, ze hodnota V (f,T) je dvojny integral funkce f pres T
Nékdy se vyskytne nutnost integrovat pres neomezeny obdélnik, napr.
T = (—1,400) x (—00,0).

Takovy obdélnik je vlastné nekonec¢nym sjednocenim postupné rostoucich omezenych ob-
délnfka T;, = T'N ((—n,n) x (—n,n)), viz obr 2.2:

o0
T = U T,,.
n=1

Integrdly pres T, jiz mame definovany a je intuitivné jasné, ze jejich hodnota by se
meéla blizit k hodnoté integralu pres T'. To nas vede k prirozené volbé, Ze polozime

Yk

Obecné mizeme definovat integral pfes neomezeny obdélnik nasledovné.

Definice 2.8. Necht T je uzavreny neomezeny obdélnik a necht f: T — R je spojitd a
nezdpornd. PoloZime
T, =Tn0((—n,n) x (—n,n)).

Eristuje-li vlastnd limy, oo [[ 1 f, Tekneme, Ze evistuje integrdl [[, f a jeho hodnota je
rovna této limite,

(2.6) Jfs=1m [[ 1
T Ty

Nezapornost funkce f zarucuje existenci vyse uvedené limity nebot posloupnost [ [ r I
je neklesajici. V pripadé obecné funkce f definujeme dvojny integral tak, ze si f rozlozime
na kladnou a zapornou ¢ast ndsledovné:

f+($7y):max{f(xay)70} a f,(:z,y):max{—f(:c,y),O}.

Obé funkce fi a f_ jsou nezdporné a plati, ze f = fi — f_. Existuji-li vlastni integraly
I rfra I + - pres neomezeny obdélnik T', pak polozime

4/f=4/f+—4/f-

V opac¢ném pripadé iikdme, zZe integral neexistuje.
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2 Cviceni.
Uloha. Zjistéte, zda existuje

//e—xﬂ/ , T = (—1,400) x (=00, 0).
T

Reseni. Polozime T,, = T'N ({(—n,n) x (—n,n)). Obdélnik T}, je zndzornén na obr. 2.2.

T
-n
Obr. 2.2.
Poditejme,
n 0 n
// e vty ://e_x"'y dydx = / [e—m—l-y](in dx
T, “1-n -1

n n

= /e_x —e " Mde=(1-e") /e_z de=(1-¢"") [—e_z]il
—1 -1
=(l—e™(—e"+e)=e—e " ey

Protoze lim,, ,o0(e — e Tt — e 4 ¢727) = ¢, dostavame

// ety — e,
T

Vypoctéte nasledujici dvojné integraly pres zadané obdélniky T

14/:@ T =(0,1) x (0,2)
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2.//6”9, T =(0,1) x (0,1)
T
34/&22 T =1(0,1) x (0,1)

1
4/T/(1+gc+y)2 T =(0,1) x (0,1)
Y

54/ (1+x2+y2)%

6.//msin(x+y), T = (0,7) x (0,7/2)
7. l/xzyexy, T =1(0,1) x (0,2)

T =1(0,1) x (0,1)

8. / / z2y cos(zy), T =(0,7/2) x (0,2)

Spoctéte dvojné integraly pies neomezeny obdélnik T

1
9’//1+x2+y2+x2y2’ T'= (=00, 00) x (=00, c0)
T

10.// zye "V T = (0,00) x (0,00)
T
11.// e~ lzl=lvl, T = (—00,00) X (—00,00)
T
1
12.F //3, T = (—00,00) X (—00,00)
) (Lt a? +y2)2
13//12 T = (0,00) x {0, 00)
(a? + 22 + y?)
Vysledky.

1.1;2. (e—1)% 3. &5;4.In3; 5. In ﬁg 6. m—2;7.2;8.0;9. 7% 10. 1; 11. 4; 12. 2,

ve vnitinim integralu pouZijte substituci y = v/1 + x2sinht¢; 13. T

3 Integraly pres zakladni oblasti.

Umime urcit objem télesa s obdélnikovou podstavou omezeného shora grafem spojité
funkce. V aplikacich se vyskytuji télesa s mnohem obecnéjsi podstavou nez obdélnik.
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Budeme proto nyni uvazovat mnoziny nasledujiciho tvaru.

(a) Méjme dvé spojité funkce y = s1(x) a y = so(x) na intervalu I = (ay,b;) takové, ze
plati s1(x) < s2(x). Prvnim typem podstavy je mnozina

T = {(az,y) e R? ‘ xel, si(x) <y< 82(33)},

viz obr. 2.3(a).

(b) Méjme dvé spojité funkce = = pi(y) a = pa(y) na intervalu J = (ag, b2), takové, ze
plati p1(y) < p2(y). Druhy typ podstavy je mnozina

T ={@y c® |yt py) <z <pb)}.

viz obr. 2.3(b).

s2(z) byl

Vii() W

ai (a) b1
Obr. 2.3.

Neni zadny standardni ndzev pro takovéto typy mnozin, proto jim budeme pro nasi
potiebu tikat zdkladni oblasti. Télesa, kterymi se budeme zabyvat, maji formalné stejny
zapis M (f,T) jako v Kapitole 1, jen symbol T' nyni znaci zakladni oblast:

M(f,T) = {(aj,y,z) eR3| (z,9)eT, 0<2< f(a:,y)}.

Proto i definice objemu takového télesa bude podobnd Definici 1.1.

Opiseme zékladni oblasti 7" pomocny obdélnik T a misto obdélniki H C Ty budeme
uvazovat pruniky R = H NT viz obr. 2.4. To ndam poslouzi i pro definici déleni zakladni
oblasti: Budou to vsechny neprazdné mnoziny typu R = H NT, kde H je prvek déleni
obdélniku Ty. Pracovné budeme tyto mnoziny nazyvat zdkladni podoblasti.

Na axiomu monotonie (M) neni tfeba ménit viibec nic, nebot mnoziny R = HNT jsou
také zékladni oblasti a pro né maji smysl jak ming(f) a maxg(f), tak i obsah(R). U adi-
tivity (A) pak upfesnime, jaké dvojice zdkladnich podoblasti se ve formulaci vyskytuji.

Definice 2.9. M¢jme zdikladni oblast T C R? a spojitou nezdpornou funkci f: T — R.
Zobrazeni'V, které kazdé zdkladni podoblasti R C T priradi ¢islo V(f, R), se nazgvd objem
mnoziny M(f, R), jestliZe spliiuje nasledujici axiomy:
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(A) Aditivita:
V(f.R) +V(f,Ra) = V(f, R1 URy),
kdykoli Ry = HiNT a Ry = HoN'T jsou dvé zakladni podoblasti, Ze obdélniky Hy a
Hy maji spolecnou prave jednu stranu (tj. Hy, He nemaji Zadny spolecny vnitrni bod
a jejich sjednoceni Hy U Hy je opét obdélnik).

(M) Monotonie:
mj%n(f) -obsah(R) < V(f,R) < ml%x(f) - obsah(R)

pro vSechny zdkladni podoblasti R C T'.

Obr. 2.4.

Na&s cil je dokézat vétu o existenci a jednoznacnosti zobrazeni V' i pro zdkladni oblasti.
Vzpomenme si, co bylo tfeba k ditkazu v pripadé obdélniku: za prvé pojem déleni a za
druhé stejnomérnd spojitost funkce (viz Vétu 1.11). Déleni jsme jiZ zobecnili z obdélniki
na zakladni oblasti a Véta 1.11 plati i pro zakladni oblasti. Nyni bychom mohli slovo od
slova opisovat dikazy Tvrzeni 1.8 a 1.12, a tim i dukaz hlavni Véty 1.9, s jedinou zménou,
ze vSude bychom povazovali T za zakladni oblast. To samoziejmé délat nebudeme, pouze
si na zakladé této skutecnosti uvédomime, ze plati

Véta 2.10. Pro kazdou spojitou funkci f na zdkladni oblasti T existuje prdvé jedna hodnota
V(f,T), kterd spliuje axiomy azxiomy (A) a (M).

Uz v Poznamce 1.7 jsme si uvédomili, Ze bezprostfedni dusledek aditivity je rovnice
(1.3). Plati i jeji analogie pro zdkladni oblasti,

(2.7) V(f,T) =Y V(f R),

Reo

pro kazdé déleni 2 zdkladni oblasti T

Pristoupime nyni k nasobnym integraltim pres zdkladni oblasti. Ty jsou formalné po-
dobné integralim pres obdélniky. Je tu jen jedna odliSnost, na kterou si musime déavat
pozor. K ni se dostaneme az po dikazu nasledujici véty, kterd zobecnuje Vétu 2.3.
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Véta 2.11. Necht f je spojitd funkce na zdkladni oblasti T typu (a) z obr. 2.3. Pak funkce
s2()
p(x) = / f(z,y)dy
s1(x)
je spojitd na intervalu {(ay,b1). Podobné pro oblast typu (b) z obr. 2.3 je funkce

p2(y)
U(y) = / fla,y)da
p1(y)
spojitd na intervalu {as, ba).
Dikaz. Ukazeme opét jen prvni ¢ast tvrzeni, nebof druhd je zcela analogicka. Necht

xo € {(a1,b1) a e > 0 jsou dany. Budeme dokazovat, Ze existuje tak malé okoli bodu zg, Ze
se na ném lis{ hodnota ¢(z) od ¢(zo) nejvyse o . Oznac¢me si

M= . My = . My = .
max|f| 1 xéfi?f’il>’31(x)’ 2 me%?f;ﬂlﬁ(w)l

K upravenému &,
~ €

CTOM M + My
existuje z Véty 1.11 takové 1 > 0, Ze kdykoli jsou dva body u, v € T vzdéleny o nejvyse
o1, tak

(2.8) [f(u) = f(v)| <&

Protoze i funkce s2(x) a s1(x) jsou spojité v xg, existuje jisté d2 > 0, ze

(2.9) |s2(z) — s2(x0)| <€, |s1(z) — s1(z0)| <€,

kdykoli je x v d2-okoli bodu zg, tj. |z —x0| < d2. Polozime hledané § rovné § = min{oq,da}.
Odhadnéme nyni rozdil |p(x) — ¢(xg)| pro x z §-okoli bodu xy.

s2(xo)

ij)f(%y)dy— [ sonay '

s1(z) s1(xo)

(2.10) p(x) = p(0)| =

K rozdilu pfi¢teme a ode¢teme dva integraly fssf((jo)) flz,y)dy a f;z(gi)) f(zo,y)dy. Tim
dostaneme

s2(x) s2(20) s2(x) s2(w)
temdn— [ swa|=|( [ sena- [ i)
s1(2) s1(z0) s1() s1(zo)
s2(2) s2(z) s2(x) s2(z0)
+</ f(z,y)dy — / f(xo,y)dy>+</ f(xo,y)dy — / f(wo,y)dy)'-
s1(zo) s1(z0) s1(zo) s1(zo)
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Podivejme se na prvni a tfeti zdvorku. V prvni maji integraly stejnou horni mez a ve t¥eti
maji stejnou dolni mez. Proto

sa(x) sa(x) s1(xo)

(2.11) / f(z,y)dy — / f(x f(z,y)dy,
s1(@) s1(z0) s1(x)
s2() s2(20) s2(x)
(2.12) / (zo,y)dy — / f(zo,y)dy = / f(wo,y
s1(z0) s1(z0) s2(x0)

Protoze obecné plati
b
[ 1| <maxis)-0-a).
a

lze s pouzitim (2.9) odhadnut vyraz (2.11) hodnotou M |si(xg) —s1(z)| < MEe. Ze stejného
divodu mame kontrolu vyrazu (2.12) hodnotou M |sa(x) — sa(zo)| < Me. Dostali jsme tak

s2(z) s2(x)
o) —ptao) < M+ | [ faaa- [ f(xo,y)dy‘JrM?-
s1(xo) s1(x0)

Déle, vzdalenost bodu (x,y) a (xo,y) je |z —xo|. To je mensi nez §, specidlné mensi néz d;.
Z (2.8) plyne, ze
|f(z,y) = f(@o,y)| < €

Miuzeme tak pokracovat v predchozim odhadu:

sa2(x)
(@) — pla0)| < 2MF + ] [ e ] — OME 4 E]sala) — 1 (x0)]
s1(xo)

< 2Mg+g(M1+M2) :g(2M+M1+M2) =&
Tim je dikaz hotov. O
Ted, kdyz vime, ze integraly

s2(x) p2(y)
/ f(z,y)dy, / f(z,y)dx

s1(z) p1(y)
jsou spojité funkce postupné v x a v y, miizeme je integrovat podle zbyvajicich proménnych

as s52(x) ba p2(y)
[ [ temayas. [ [ saydea

a1 si(z) b1 p1(y)
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Rozdil oproti integraci pres obdélnik je ten, Ze zde nemuzeme volné prepisovat poradi

evs

integrald. Vnéjsi integraly musi byt vzdy ty, které neobsahuji ve svych mezich proménnou.
P1i konkrétnich vypoctech je dulezité mit na paméti nasledujici interpretaci dvojnasobné
integrace. P¥i poradi dy dx pro pevné dané x € (a1, b1) nejprve zintegrujeme funkei f(x,y)
podél svislé tsecky mezi body (z,s1(x)) a (x, s2(x)), viz obr. 2.5(a). Dostaneme hodnotu

sa2(x)
/ f(z,y)dy.

s1(x)

Pak tuto hodnotu integrujeme pres vsechny svislé tsecky, které tak vyplni celou mnozinu.

(2, 2(a)) by

(r1(v),y) \ } (p2(y),v)

ar b1

(a) (b)
Obr. 2.5.

Podobné pri poradi dx dy vypliujeme zakladni oblast vodorovnymi tiseCkami, pres které
je pocitan vnitini integral, obr. 2.5(b).

Priklad 2.12. Naleznéte objem télesa shora omezeného grafem funkce f(z,y) =z +y a
s podstavou ohranicenou kiivkami

Podstavu P tvori zakladni oblast
1 1
P={(wy) eR|ze (1), 52° <y<;Vaf.

Ta je znazornéna na obr. 2.6. Vidime, Ze je ponékud vyjimecna. Mize byt totiz povazovana
za oblast obou typu. Jednak je omezena funkcemi

viz obr. 2.6(a), nebo ji muzeme povazovat za omezenou funkcemi

Wl

piy) = (2y)° a pa(y) = (2y)3,
viz obr. 2.6(b).
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Obr. 2.6.

Funkce y = s1(z) a © = pa(y) jsou navzdjem inverzni. Stejné tak so(z) a pi(y). Prvni typ
nasobného integralu je

1 3Ve 1 .
//(:1:+y dydx—/[my—l—Q} 3d:v
0%3 0 2"
1
N TS RS N N
2 8 a 16 10 56 560
0
Druhy typ je
1 1 1
3 (2y)3 2 22 (2y)%
/ /(ac—i-y)dacdy:/[z—|—acyL2 ; dy
0(2y)2 0 Y
1
[y 3 3 1 1 81
ys 14 4 3
= [ (L vy 8yt P | dy= >+ = — — — — - >
/(2§+3y3 Y y) Y=920728 20 16 560

0

Zbyva ovérit, ze nasobné integraly vyhovuji axiomim aditivity a monotonie. Pak bu-
deme védét, Ze reprezentuji objem téles, jejichz podstava je tvorena zakladni oblasti. Ove-
fovéni zde provédét nebudeme je zalozeno na stejném postupu jako ve Vété 2.5 pro ob-

Podle Véty 2.10 zobrazeni V (f, T) existuje pouze jediné a tudiz se musi rovnat nasim
nasobnym integraltm:

az s2(z) by p2(y)
V(f,T)= / / f(z,y)dydx ( eventuelné / / f(z,y)dx dy),
a1 sq(x) b1 p1(y)

v zavislosti na typu zédkladni oblasti. Vyse uvedené nésobné integraly se nemusi omezovat
pouze na nezaporné funkce. Definujeme proto dvojny integrdl obecné spojité funkce:
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Definice 2.13. Necht T je zdkladni oblast a necht f: T — R je spojitd funkce. Dvojny
integral funkce f pres mnozZinu T je

as $2() by P2(y)
//f = / / f(z,y)dydzx (event. / / f(z,y)da dy)
T a1 s1(z) b1 p1(y)

pro oblast typu (a), (eventuelné pro oblast typu (b)).

V praktickych vypoctech je dtlezité mit predstavu o tvaru oblasti T a na zakladé
toho zvolit vhodné poradi pro ndsobny integral. Nékteré mnoziny jsou soucasné typu (a)
i (b), viz Priklad 2.12. Pak si pofadi integrali muzeme zvolit zcela libovolné. Obé poradi
integrace daji stejnou hodnotu. Je to opét Fubiniova véta pro tuto situaci.

Priklad 2.14. V integralnim poc¢tu jedné proménné jsme odvodili vzorec pro objem ro-
tacniho télesa. Jestlize mnozina omezend shora grafem funkce h na intervalu (a1, by) rotuje
kolem osy x, tak objem vzniklého télesa je

by

V= W/hz(x) dz.

ai

K témuz vzorci je mozné dospét i tak, ze budeme pocitat objem pomoci dvojného integralu.
Situaci mame zachycenou na obr. 2.7.

Obr. 2.7.

Budeme pocitat c¢tvrtinu celkového objemu. Ta je reprezentovana Casti télesa leziciho
nad mnozinou T'. Podstava T' ma zapis

T = {(m,y) € R? } x € (ag,a2), 0 <y < h(x)}

Jesté je treba urcit funkci f(z,y), jejiz graf omezuje téleso nad mnozinou 7. V obrazku
méme vyznacen pravouhly trojihelnik ABC'. Necht bod C € T mé soufadnice C' = (z,y).
Pak velikost odvésny BC je y a velikost prepony AB je h(x). Nase hledand hodnota f(x,y)
je pak velikost AC'. Z Pythagorovy véty plyne

Py +y> =h2), ti. flz,y) = VR (z) — ¥~
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Nyni muzeme psét, ze celkovy objem V je roven

V44/f4jy)mdydx.

Pro vypocet vnitiniho integralu uzijeme substituci y = h(x) sint. Takze

h() 3 3
/ V2 (z) —y?dy = / \/hQ(a:) — h2(x) sin®t h(z) costdt = h?(x) /cos2 tdt
0 0 0

= h?(x) (14 cos2t)dt = %h2(az).

O\N\:i
N

Dosazenim do puvodniho integrilu tak mame

a2 a2

V:4/Zh2(x)dx:7r/h2(x)dx.

al ai

Poznamka 2.15. PovsSimneme jednoduché, ale velmi dulezité interpretace dvojného in-
tegralu z konstantni funkce rovné 1. Vime, ze [[ o1 je objem télesa s podstavou 1" shora
omezeného rovinou z = 1. Tento objem je vsak c¢iselné roven obsahu 7. Budeme si proto

pamatovat, ze
obsah(T) = //1
T

Zatim jsme integrovali funkce spojité na zakladni oblasti T'. Podivejme se, jak bychom
mohli tuto definice rozsirit na obecnéjsi funkce a obecnéjsi mnoziny.

V mnoha pripadech funkce, které chceme integrovat jsou spojité pouze ve vnitiku 71" a
na hranici nemusi byt vibec definovany. Napr. funkce

1
fz,y) N
je spojita ve vnitiku jednotkového étverce T = (0, 1)2. V nékterych hrani¢nich bodech neni
definovana (tsecky {0} x (0,1) a (0,1) x {0}). Pro takovou funkci f jsme — pfisné vzato
— dvojny integral nedefinovali. Abychom odstranili tuto potiz zavedeme integral pres pres
zakladni oblast i pro funkce spojité pouze na vnittku 7'. (Vnitfek mnoziny 7' je T'\ 0T,
kde OT je hranice, viz [1], Kapitola 1 nebo v téchto skriptech Definice 11.2).
Necht T je zakladni oblast napt. typu (a) z obr.2.3

T= {(37:3/) ’ z € (a1,b1), s1(z) <y < 82(95)}

a necht s1(z) < s2(x) na (a1,b1). Necht déle f je nezdporna funkce spojitd na vnitiku 7.
Oznacime

T, = {(9573/) ‘ S <a1 + %7131 - %>, 81($)+% <y < sa(x) — %}

Pak pro dostatecné velka n jsou T,, zakladni oblasti obsazené ve vnitiku 7', viz obr. 2.8.
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[

s9(x) n T

S|
S

a a2

Obr. 2.8.

Oblasti T;, se zvétsuji s rostoucim n, T,, C Ty+1, a sjednoceni Uflo:l T, dé vnitrek T'.
Funkce f je spojitd na kazdém T,,. Pro ni mame integral definovan, [[ 1, f- Definujeme
nyni

21 [[1=mm [ 1
T Th

Limita existuje, nebot posloupnost [[,. f je neklesajici. Integrdl [, f mize byt nynf i
nekonecny, coz se v pripadé funkce spojité na celém T stat nemohlo.

Je-li nyni f obecnd spojita funkce na vnittku 7' (tj. uz nikoli jen nezdpornd), rozlozime
ji uz zndmym zpiisobem na kladnou a zapornou c¢ast

f=fi—fo fr—max{f,0}, f- = max{—F,0}.
Existuji-li koneéné oba integrély [[, fy a [[; f-, pak polozime

4/f=4/f+—4/f—-

V opaéném pripadé ikdme, ze integral [ o J neexistuje.
Zastavme se jesté u otazky, jak pocitat integraly pres neomezené mnoziny jaké jsou
napft.
le{(x,y)ERQ‘nggy}
nebo

1
= {(@y R a2 1, <},
T
viz obr. 2.9.

Tl I\
Obr. 2.9.
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S touto ulohou si poradime stejné, jako v pripadé neomezenych obdélniki.

Definice 2.16. Necht T C R? je mnoZina takovd, Ze T, := T N ((—n,n) x (—n,n)) jsou
zdkladni oblasti a necht f: T — R je spojitd a nezdpornd na vnitrku T'. Existuje-li vlastni
limy, o0 [[, [, Tekneme, Ze integrdl [[, f evistuje a jeho hodnota je rovna limite

Jfs-m [

V pripadé obecné spojité funkce postupujeme analogicky jako v pti definici integralu
pres neomezené obdélniky. Funkci f rozlozime na kladnou a zapornou ¢ast f = fy — f_,
kde fy = max{f,0} a f_ = max{—f,0}. Existuji-li vlastni integrély [[.fy a [[,f-,

pak polozfme
4/f=4/f+—/T/f—-

V opaéném piipadé ikéme, ze [[. f neexistuje.

Poznamka 2.17. Dusledek axiomu aditivity je néasledujici uzitecné pozorovani. Muze se
stat, ze mnozina neni zdkladni oblast, ale sjednoceni dvou zédkladnich oblasti. Ptikladem
je mezikruzi, obr. 2.10.

dh
\ |/

T

Obr. 2.10.
To je sjednocenim horni poloviny 737 a dolni poloviny T5. Je-li mnozina T koneénym sjed-
nocenim zakladnich oblasti 11, ..., T, takovych, ze zadné dvé nemaji spole¢ny vnitini bod,
poklddame

(2.14) 4/f=£/f+---+4/f-

Slovy, integral ma vlastnost aditivity vzhledem k mnoziné pres kterou se integruje.

Zavérem této kapitoly uvedeme jednoduché zdkladni vlastnosti dvojného integralu,
které snad ani nepotiebuji diikaz. VSechny vyplyvaji bezprostiedné z definice.
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Véta 2.18. Necht f a g jsou spojité funkce na vnitrku zdkladni oblasti T a necht existuji
ffo a fng. Pak plati

(i) //(af+ﬁg)=a//f+ﬁ//g pro kazdé o, B € R.
T T T
(i) Je-zz-fzgnaT,paké/fzé/g.

4 CvicCeni.
Uloha. Vypoététe

//x2+y2,
T

kde T je mnozina omezend kiivkou |z| + |y| = 1.

Obr. 2.11.

Reseni. V prvnim kroku si musime mnozinu T alespont v hrubych rysech nakreslit.
V nasem ptripadé si uvédomime, ze zména znaménka u souradnice x nebo y nemad vliv na
tvar mnoziny. Jinymi slovy to znamena, ze T je symetrickd jak podle osy x, tak podle
osy y. Staci tedy zjistit jeji tvar v 1. kvadrantu, kde x > 0 a y > 0. Zde je T omezena
primkou « + y = 1. Oznac¢me symbolem 7y mnozinu bodt v 1. kvadrantu lezici pod
primkou =z + y = 1. Celd mnozina T je pak na obr. 2.11. Rovnéz hodnota integrované
funkce f(z,y) = 2% + 32 se nezméni pii zdméné x — —x a y — —y. Staci tedy integrovat
pres Ty a vysledek vynasobit ¢tyimi. Ty je zdkladni oblast omezend shora grafem funkce
y=1—2x azdola y =0. Tim
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Uloha. Zméiite pofadi integrace v integralu

ResSeni. Zjistime nejprve, pres jakou mnozinu
se vlastné integruje. Z vnéjsiho integralu vidime, ze Y

1< <2

7 vnittniho pak
r <y < 2.

Tyto dvé podminky urcuji zakladni oblast 1" zobra-

|
|

1F-- |

|

|

zenou na obr. 2.12. L

|
|
!
vy 1 2

proménné y. Prumét T do osy y je interval (1,4). Obr. 2.12.

Proto bude prvni integral v mezich od 1 do 4. Ale

pozor! Je-li y € (1,2), pak T' je omezeno zleva piim-

kou & = 1 a zprava primkou x = y. V nasem oznaceni to jsou funkce pi(y) = 1 a p2(y) = y.
Pro y € (2,4) je T omezeno grafy jinych funkei: z = y/2 a x = 2, tj.

pi(y) = %

a  pa(y) =2.

Musime tak integraci pfes y rozdélit do dvou integrali; prvni pro y € (1,2) a druhy pro
y € (2,4). Vysledek je pak

2 2z

/x/fdydxjjfdxdy—i—jjfdxdy.

Uloha. Vypoctéte hmotnost ¢tverce se stranou 2a, je-li jeho plognd hustota tmérnd druhé
mocniné vzdalenosti od stredu a jeji maximum je 1.

Reseni. Ctverec oznaceny 1" si umistime tak, aby jeho stied byl v poc¢atku souradnic
a strany rovnobézné s osami. Pak

T = (—a,a) X (—a,a).

Protoze hustota p(x,y) je tmérnd druhé mocniné vzdalenosti od stfedu, musi mit tvar
p(z,y) = k(z? +4?), kde k je konstanta timérnosti. Navic vime, Ze maximalni hodnota p
je 1. Ta se zfejmé nabyvéa v nejvzdalenéjsich bodech, coz jsou prévé vrcholy (+a, +a). Tim

1
L= p(+a, +a) = k(a” + a”) = 2ka®, . k= .
a
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Hmotnost m je tak mozno vyjadrit
a a 1 4 a a 4
_ _ 2,2 _ 2., .2 _* 9
m//p//%?(ac +y)dydx2(12//w +ydydxf§a.
T —a—a 00

Uloha. Zjistéte t&zisté zakladni oblasti M omezené shora parabolou y = v/2pz, « € (0, 2p)
a osou x. Plosné hustota je p = 1.

Reseni. Zakladni oblast M je popséna
M ={(@,y) |2 e 0,2), 0<y < V2pa}.

VVev

P DY VY3 T,
JTnr’ JTar

Musime tak vypocitat vsechny tii dvojné integraly.

2p /2px 2p 16
//xp:/ / $dyd$:/\/2pﬂj‘gd$:5p37
M 0 0

2

/

T 2p
1
ydy dx :/22pxdx =2p3

hS]

o\%" =]

[ v

M 0 0

2p /2px 2p
//1://1dyd$:/@dx:§p2.
M 0 0 0

vvvvvvvv

M je bod (gp7 %p).

V nasledujicich ptikladech vypoctéte dvojné integraly pres zadané zdkladni oblasti.

1. // 1 T je omezena kiivkami y = 2 — z, y* = 4z + 4,
T
2\ 2
2. // () T je omezena kiivkami x =2, y =z, zy =1,
Yy
T
3. // 224y T je omezena kiivkami y = 22, z = 12,
T
4.//2$+y T je omezena kiivkami z =0, y =0, z +y = 3,
T
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5. // cos(z + y) T je omezena kiivkami x =0, y =m, y = x,
T

6.//x2+y2 T je omezena kiivkami y =0, y=1—2z, y=1+ =,
T

7. // ev T je omezena kiivkami z = 3%, 2 =0, y =1,
T

8. // VAdx? —y? T je omezena kiivkami y =0, x =1, y =z,
T

9. //x T je omezena kiivkami y =2x — 1, y=4— (1 — x)z,
T

T je omezena kiivkami = = 0, y? = o — az.

10.//m1ﬁ

V nasledujicich integralech zménte poradi integrace:

1 VY 1 v1—a?2
11.//f dx dy 12./ / fdydx
0 vy -1 0
a V2az—2? 2 6—zx
13./ / f dydx 14./ fdydzx
0 x 0 2z
2 2—y T sinz
15./ / f dxdy 16.//fdydx
624 0 0
2a  V2az 1 2 2 2—zx
17/ / fdydx 18.//fdyd:z+//fdydx
0 2az—22 00 1 0
1 a2 3 3(3-2)
19./ fdyda:—i—/ / fdydzx
0 0 1 0
L1y 0 V1i-y?
20/ / fdxdy + / / fdxdy
0 Y _g -y
0 3 3 3
21 //fdydx+//fdydx
3z 0
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2 2z2 4 10—z 7 10—z
22.//fdydx+//fdyda:+//fdyda:
0 0 2 0 4 z—4
Vypoctéte nasledujici integraly pres neomezené oblasti:
1 2
23. —, T={(x,y) eR* |z >1, zy > 1}
xpyq
T
21. [[ o), T={(z,y) eR* [0 <z <y}
T
25. T={(z,y) eR*|2< 2 <y}
26//ff, T ={(x,y) €eR*| 0 <z <y}

ysiny 2 y
= < r< =
27// r={@yer0<a<?)

1
28. [ | ——, T=<(z,y) eR?|z>0, 0<y<
//sz {m) 020, 0<y< Tx}
T

Vvew

hustota p = 1:
29. Mnozina T omezené kiivkami y = 223 a 3% = 4x.

30. Mnozina T omezené parabolou y = 2z — 322 a osou x.

31. Necht K je polovina kruhu s polomérem R, K = {(x,y) | 22 + y* < R?, y > 0}.
Oznatme A = (R,0) a B = (—R,0). Zavésime-li volné pulkruh v bodé A, vypoctéte,
jaky thel o bude svirat tsecka AB se svislym smérem. Plosna hustota je p = 1.

32. Necht mnozina A je omezena parabolou y = 1 —ax?, a > 0 a osou z. Uréete hodnotu
parametru b tak, aby parabola y = bz? rozdélila mnozinu A na dvé ¢asti stejného

obsahu.
Vysledky.
64. 9. 33 27 T
1. %55 2. 3;3. 7550 4- 55 5. —2;6. 55 7. 7+9,901O 4a; 11. //fdyda:
1 V1-y? a y 4 y/2 6 6y
12./ / fdxdy; 13./ / fdxdy; 14.//fdxdy+//fdxdy;
0 _\/1-42 0 g \/a2—y2 0 0 4 0

41



HAMHALTER, TISER: INTERGRALNI POCET

0 2vz+l 8 2-xz 1 m—arcsiny
15./ / +/ / fdydz; 16./ / fdxdy;
“l2yz+1 0 -2yl 0 arcsiny
2a 2a o a—/a?—y? 9
17 fdxder/( / + / )fd:zdy;
a % 0 % a+ a2_y2
12y 1 3-2y 2, 1 Vi 5y
18. //fda:dy, 19. / / fdxzdy; 20 //—I—/ / fdydz; 21. / fdzdy;
0 vy 0 Vy 0 —=x ?‘ fp— 0~y
3 y+4 8 10—y
22./ / fd:vdy+/ / fdzdy; 23. m’p>q’Q>1;24‘ 1. 25 _In2.
0 Jyrz 3 /o2
26. 1; 27. & 28. Z;29. (12, 8); 30. (1, 2); 31. tga = 5=, a ~ 23°; 32. b = 3a.
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Kapitola 3

Substituce v dvojném integralu.

Jsou dvé zakladni metody pfi vypoctu integralii funkei jedné proménné: substituce a me-
toda per partes. Oboji maji svoje analogie ve vicerozmérnych pripadech. V této kapitole
budeme studovat co se stane s integralem, kdyz obvyklé kartézské souradnice zaménime
za jiné. Zaéneme s jednoduchym piikladem.

Priklad 3.1. Mame vypocitat ffM f, kde mnozina M je na obr. 3.1(a). M sama je sice
zakladni oblast, ale af uz si zvolime poradi integrace jakékoli, hledany integral bude vzdy
souctem tii dvojnych integrald.

Yy Y
021+ —
M*
(5
I I
| |
T 1 w2 @
(a) (b)
Obr. 3.1.

Bod v roviné vSak muzeme popsat i jinak nez kartézskymi souradnicemi (x, y). V mnoha
pripadech je vyhodné uzit tzv. poldrni souradnice. Pomoci nich je bod uréen dvéma pa-
rametry: vzdalenosti ¢ od poc¢atku a orientovanym thlem ¢, ktery svira polohovy vektor
daného bodu s kladnou ¢ésti osy x, viz. obr. 3.2.

Vztah mezi (z,y) a (o, ¢) je dan nasledovné

T = 0 COS¢Y

y=osinp, >0, ¢ € (0,2m),
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coz ihned plyne z vyse zminéného obrazku.

V polarnich soutadnicich mé mnozina M obzvlasté jednoduchy tvar

M*={(0,¢) |1 <@ <2, 01 <0< 02},

viz obr. 3.1(b). Je mnohem vyhodnéjsi integrovat pres obdélnik M* nez pres puvodni M.

Jak se ale zméni dvojny integral?

Na transformaci souradnic je mozné pohli-
Zet jako na jisté zobrazeni ®: R? — R? z ro-
viny do roviny. V pripadé polarnich souradnic
je mozné tuto transformaci zapsat

osin @

|
|
COS
¢(@,¢)=<Q (p>, 0>0, p€(0,2m). |
|
|
|
|

Hodnota ®(p, ¢) je dvojrozmérny vektor. Pro

usporu mista ho piseme jako vektor sloupcovy. x
Vyznam predchozi rovnice je lehce rozpozna-

telny: mame-li bod A urcen parametry (o, ),

Obr. 3.2.

pak hodnota ®(p,¢) udava kartézské sourad-

nice bodu A.

V nasledujicim textu se budeme zabyvat nejen prechodem k polarnim soutradnicim, ale
obecnym zobrazenim @ predstavujicim transformaci souradnic.

1 Geometricky vyznam determinantu.

Obr. 3.3.

7 linearni algebry vime, ze hodnota deter-
minantu rozhoduje o tom, zda prislusna matice
je regularni ¢i singularni. Z takového hlediska
je dilezité pouze, je-li determinant nulovy nebo
nenulovy. Ted nas bude zajimat i hodnota a jeji
vyznam.

Méjme v roviné dva vektory a = (a1, a2) a
b = (b1, b2). Mnozinu

R={sa+tb|s,te(0,1)}

nazveme rovnobéznikem generovanym vektory a a b, viz obr. 3.3. Jeho obsah urcuje né-

sledujici tvrzeni

Tvrzeni 3.2. Necht a = (a1,a2) a b = (by,bs) jsou vektory v R%. Pak obsah rovnobéiniku

generovaného vektory a a b je roven

az bo

obsah(R) = ‘ det (al b1> ‘
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Dikaz. Obsah R je velikost vektorového soucinu a x b,
obsah(R) = [lall [b]| |sin o],

kde 6 je tithel mezi vektory a a b. Vyjadiime sin 6 pomoci cos 8, a ten pak pomoci skalarniho
souéinu a - b:

. 2 2
obsahi(R) = [la]| [|b]| (1 - cos?8) = ||a]| |b] (1 - ufjwmw

N

= (lal*Ib]* - (a-b)?)=.

Dosadime za normy a skaldrni soucin jejich vyjddfeni ve slozkach |al| = \/a? + a3,
|bl| = /b§ + b3, a-b = ay by + az be a upravime

SIE
S

obsah(R) = ((af + a3) (b7 + b3) — (a1b1 + azb2)?)

= ((a1b2 — azbl)Q)% = |a1by — azbi| = ‘det <a1 bl) ‘

= (a%b% + a%b? - 2&1()2&2()1)

az by

g

V pravé dokdzaném vzorci byly slozky vektorti a a b zapsdny v matici jako sloupce.
Napiseme-li je do fadkt, vznikne matice transponovana k puvodni. AvSak determinant
matice transponované je stejny jako determinant matice ptivodni. Stejné tak muzeme
prohodit radky nebo sloupce v dané matici. Determinant sice zméni znaménko, ale cely
vyraz je v absolutni hodnoté, takze na obsahu rovnobézniku se zadna z téchto zmén
neprojevi.

Pro dalsi bude nutné si pripomenout jisty pojem z linedarni algebry, a to pojem linedr-
niho zobrazeni. I kdyz nas budou zajimat pouze prostory R? a R3, definici uvedeme obecné
pro R™.

Definice 3.3. Zobrazeni ®: R" — R" nazveme linearni, jestlize plati
®(sa+th) = s®(a) + tP(b)
pro kazdé vektory a, b € R™ a kazZdé skaldry s,t € R. Je-li zobrazeni ve tvaru
®(x) = ®o(x) +q,
kde ®qg je linedrni a q € R™ je konstantni vektor, pak se nazgvd afinni.

Z definice vyplyva, ze afinni zobrazeni se lisi od linedrniho o konstantni posun q.
V pripadé n = 1 je kazdé linearni zobrazeni funkce typu

O(x) = k.

Grafem je tedy pirimka, kterd vzdy prochazi pocatkem. Afinni zobrazeni pro n = 1 je
funkce tvaru
O(x) =kx+q
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a jejim grafem je obecna primka v roviné s vyjimkou rovnobézky s osou y.
Plati, ze kazdé linearni zobrazeni v R”" je reprezentovano (tj. zapsano) jistou matici A
typu n X n:

(3.1) o(x) =A-x.

Rozepsano ve slozkach

a a z a1r1i+ ... +aipTn
11 1 1
" a1+ ... FaonT,
(P(Zlfl,...,xn): : : : = . 9
a “ e a/ x
nl nm " a1 T1+ ... Fapntn

kde a;; jsou prvky matice A.
Mluvit o linearnich zobrazenich je tedy to samé jako mluvit o maticich. Stejné tak
kazdé afinni zobrazeni je tvaru

(3.2) O(x) = Ao -x+q,

kde matice Ag reprezentuje linedrni ¢ast @y zobrazeni ®. Rozepsano opét do slozek to
vypada néasledovné

a1+ ... FanTp +q1

a21r1+ ... taxn, + @
O(x1,...,2p) = : ;

ap1Ti+ ... FapnTp+qn

kde ¢; jsou slozky vektoru q. Pro tiplnost muzeme pripomenout, jak se reprezentujici matice
sestroji. OznaCme ej, ey, ..., e, standardni bazi v R". Vektory ®(e1), P(e2),...,P(ey)
tvori pak sloupce reprezentujici matice A.

Nez budeme pokracovat, zavedeme si jistou imluvu v oznaceni.

Umluva. Je-li : R" — R" linedrni zobrazeni, pak symbolem det ® budeme rozumét
determinant matice A reprezentujici ®. V pripadé afinniho zobrazeni ® pak det ® bude
znacit determinant matice Ay prislusici linedrni casti ®, viz (3.2).

Méjme linedrni zobrazeni ®: R? — R? a rovnobéznik R generovany vektory a a b.
Jak vypada obraz ®(R)? Rovnobéznik R se sklddd z bodu tvaru linearni kombinace
sa + tb, s, t € (0,1).
Diky linearité mtuzeme obraz takového bodu psat jako
O(sa+th) = s®(a) + t@(b).

Odtud
®(R) = {scp(a) + t®(b) ‘ s,t € (0, 1>},

coz je rovnobéznik generovany vektory ®(a) a ®(b).
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Tvrzeni 3.4. Necht ®: R? — R? je afinni zobrazeni a necht R je rovnobéinik generovani
vektory a a b. Pak
obsah ®(R) = |det ® | - obsah(R).

Dikaz. Bez ijmy na obecnosti mtuzeme predpokladat, ze zobrazeni ® je pouze linearni.
Konstantni posun totiz neméni obsah mnoziny. Necht reprezentujici matice zobrazeni ®

mé tvar
<9011 <P12>
P21 p22/)
Vektory a = (a1,a2) a b = (b1, by) generuji rovnobéznik R. Podle Tvrzeni 3.2 je
det <a1 bl) ’ .
a9 b2

Podivejme se jesté, jak vypadaji vektory ®(a) a ®(b).
B(a) = <<P11 <P12> <a1> _ <<P11a1 + <P12a2> 7
w21 P22/ \G2 p2101 + P22a2

B(b) = <<P11 9012> (b1> _ <<P1151 + 901252> '
w21 w22) \b2 2101 + p22bo
Nyni spoc¢itame, ¢emu se rovnd soucin |det @ | - obsah(R).
det (@11 @12) - det <a1 b1>‘ _
P21 P22 az by
det [<9011 8012) _ <a1 b1>” _ | det (@11(11 + p12a2  p1101 + <p1252>
P21 P22 az by

2101 + Pa2a2  P21b1 + Pa2bo
Sloupce v posledni matici jsou tvofeny vektory ®(a) a ®(b). Podle Tvrzeni 3.2 je deter-
minant takové matice roven obsahu rovnobézniku generovaného ®(a) a ®(b), tj. obsahu
rovnobéziku ®(R). O

obsah(R) =

a podobné

|det @ | - obsah(R) =

Poznamka 3.5. Je-li det ® = 0, znamena to, ze hodnost reprezentujici matice je bud 0
nebo 1 (musi byt mens{ nez 2). Hodnost je ale dimenze obrazu ®(R?). Vidime, Ze v tomto
pripadé se rovnobéznik zobrazi bud do bodu nebo na néjakou tsecku. V obou pripadech
je jeho obsah nulovy, coz je v souladu s Tvrzenim 3.4.

Pravé dokazané tvrzeni 1ze napsat ve formé, ktera zac¢ind pripominat nas konec¢ny cil, a

to zménu souradnic ve dvojném integralu. Obsahy R a ®(R) jsou vlastné dvojné integraly
z konstantni funkce 1 pres prislusné mnoziny. Ukazali jsme tak, ze

q)(/R/)l :4/|det<1>\.

Nasim planem je postupné zobecnovani této rovnice az ke koneénému vzorci pro substituci.
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2 Jakobian.

V predchozi ¢asti jsme zjistili, jak vypocitat obsah rovnobézniku pfi afinnim zobrazenim &.
V dalsim jiz opustime omezujici pozadavky, Ze mnozina je rovnobéznik a zobrazeni je afinni
a budeme vySetfovat, co se stane v obecnéjsi situaci. Nésledujici definice uvadi zakladni
pojem celé kapitoly — pojem jakobianu.

Definice 3.6. Necht G C R” je otevrend mnozina a necht ®: G — R" je zobrazent,

<I>1(ac1, Ty v ,xn)
(p2($la Z, ... 7xn)
O(xy,29,...,2n) = .
O, (21, 22,...,Tp)
Jestli vsechny slozky ®1, Po, ..., P, maji spojité pruni parcidlni derivace podle vsech pro-
ménnych 1, T, ..., %y, Tikdme, Ze zobrazeni ® je tridy C* na G.
Je-li ® tridy C* (na G), pak matice
00, 9% . Oy
8361 afEQ amn
Jo=1| : :
0P, 0P, . Oy
o1 0x2o 0xn

se nazyvd Jacobiho matice zobrazeni ®. Funkce
Ag(z1,22,...,2n) = |det Jp(x1,22,...,24) |

se nazyvd jakobian zobrazeni ®.
Je-li T zdkladni oblast, vekneme, Ze ® je tridy C' na T, kdyZ existuje oteviend mno-
Zina G obsahujici T, na niz je ® tridy CL.

Vyznam Jacobiho matice spoC¢iva v tom, ze pomoci ni aproximujeme slozitou funkéni
zavislost jednodussi.

Typickd (matematickd) ukazka aproximace je rozvoj funkce do Taylorovy fady, pricemz
si z celé Tady ponechame pouze prvni dva cleny. Napf.

(3.3) f(x+h)~ f(x)+h-grad f(x).

Vyraz f(x) + h-grad f(x) je afinni funkce a pro mald h nahrazuje presné chovani f okoli
bodu x. Mame-li misto funkce zobrazeni, napt. ®: R? — R2,

<I>1(X)
@ =
) ( Dy (x) ) ’
aproximujeme jeho obé slozky:

&y (x+h)~ &(x)+ h-grad & (x),
®y(x + h) = Py(x) + h - grad Pa(x).

Q
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Pak mtzeme psét,

o ®1(x)+h-grad®(x) | h - grad ¢ (x)
o= (5100 Lh B ) =200+ o)

0P, 0P, oP; 09,

oo Y o, 2 e 0w | [
05| o, o, |79+ e on | ()

o0xq ! 0x9 2 Or1  Oxo

Zjistili jsme, ze v okoli bodu x lze zobrazeni ® aproximovat
®(x+h) =~ ¢(x) + Jop(x)h.

Porovnanim s rovnici (3.3) vidime, Ze roli gradientu (tj. diferencidlu) prebird Jacobiho
matice. Vyraz

(3.4) d(x) + Jp(x)h
je afinni zobrazeni aproximujici ®. Je-li ® samo afinni, tj. ® = Ay - x 4+ q, pak Jacobiho

matice neni nic jiného nez matice Ay, Jp = Ag. V tom pripadeé je prislusny jakobian roven
konstantni funkci

(3.5) Agp = |det Ag| = | det D|.

Piiklad 3.7. Necht ®: R? — R? m4 piedpis

_ 2xy
(I)($ay)_ < y2_$2+1 )

a necht Q. je ¢tverec o strané e se stfedem v bodé (1,1), viz obr. 3.5(a). Muzeme sice
presné zjistit, jak vypadéd obraz ®(Q.), ale pro nase tcely sta¢i jen kvalitativni odhad.
Strany ctverce Q. se zobrazenim ® prevedou na parabolické oblouky. Obraz ®(Q.) je
zndzornén na obr. 3.5(b) sedym vybarvenim.

Obr. 3.5.
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Nahradime nyni ® na ¢tverci Q. afinnim priblizenim, které si oznacime ®g. Za bod x si
zvolime stfed ¢tverce, x = (1,1). Podle rovnice (3.4) méa aproximace ®( tvar

Po(h) = @(1,1) + Jo(1,1) ( Z; )
ay <—22 §> '

B h\ (2 2 2\ [ In
. 2 n 2h1 + 2ho
o 1 —2h1 + 2hy '
Obraz Ctverce pii afinnim zobrazeni ®o(Q:) je rovnobéznik A’B’'C’'D’ znizornény na
obr. 3.5(b) prerusovanou ¢arou.

Zbyva zjistit Jacobiho matici.

2y 2z

Takze

Z obrazku je jasné, ze bude-li se ¢tverec Q. zmensovat (¢ — 0), bude rozdil mezi
mnozinami ®(Q.) a Po(Q:) stéle nepatrnéjsi, a tudiz bude takovy i rozdil mezi jejich
obsahy. Detailnéjsim rozborem velikosti chyby aproximace je mozné ukazat nasledujici

rovnost
obsah(®(Q:)) — obsah(®(Q:))
a0 obsah(Q:)

Tvrzeni 3.4 navic déava, ze obsah(®g(Q:)) = | det $gl - obsah(Q:). Tim

obsah(®(Q:))
50 obsah(Q.)

=0.

(36) = |det q)()‘ = A@(X).

Z tohoto vztahu plyne, zZe jakobidn v bodé x udava, ma-li zobrazeni v okoli x tendenci mno-
Ziny zvétsovat (Ag(x) > 1) nebo smrstovat (Ag(x) < 1). To je lokdlni vyznam jakobidnu.
M4 vsak i globalni vyznam.

Predstavme si, ze pro dané zobrazeni ® hleddme nezndmou spojitou funkci w, aby pro

zakladni oblasti T' platilo
obsah(® / /

Funkce w predstavuje vahu, kterou musime integrovat pres mnozinu T', abychom dostali
obsah jejiho obrazu. K nalezeni funkce w muzeme postupovat napiiklad takto. Zvolme si
bod x ve vnittku zdkladni oblasti T', ¢tverec Q. se stfedem v x a stranou € a zkoumejme

vyraz
li
50 obsah Q6 / /
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Integral z funkce pres Q. vydéleny velikosti (). je prumér integrované funkce na @).. Protoze
w je spojita, jeji pruméry pres stale mensi ¢tverce ). se budou blizit k hodnoté ve stfedu

Ctverce:
w=w(
5%0 obsah (Qe) //

Na druhou stranu, integral z funkce w ma dat obsah ®(Q).). Nahradime-li v posledni rovnici
integral z w vyrazem obsah(®(Q.)), dostaneme

obsah(®(Q;))

wix) = limy = R0,

= A@(X),

kde jsme uzili lokalni vlastnost jakobidanu (3.6). Dokézali jsme tak

Véta 3.8. Necht T C R? je zikladni oblast a necht ®: T — R? je zobrazeni tridy C*
na T a prosté na T. Pak

obsah ®(T / Ag,

g

Pred nami ztstava posledni krok. Zatim byla integrovand funkce f = 1. Kone¢ny vzorec
pro transformaci proménnych s obecnou funkci je uveden v nasledujici véte.

tj. v integrdlni formé

Véta 3.9. Necht T C R? je zikladni oblast a ®: T — R? je spojité zobrazeni na T, které
je na vnitrku T prosté a tridy CL. Je-li f: R? — R je spojitd funkce na ®(T), pak

[ 1= [f e

®(T)

Dikaz. Nejprve ukdzeme rovnost pro specidlni pripad: Zobrazeni ® bude prosté na celé
zékladni oblasti T a tiidy C! na T. (Posledni vlastnost znamend, Ze existuje oteviena
mnozina obsahujici 7', na které je ® tiidy C*.)

Oznaéme si pro chvili mnozinu ®(T) = U, tj. T = & 1(U). (Mnozina U nemusi byt
zakladni oblast, ale je to vzdy konec¢né sjednoceni zédkladnich oblasti a tudiz integral pres
U je definovan.) Rovnost, kterou dokazujeme ma v tomto oznaceni tvar

//f—[(/Uf ) A

Uvazujme nejprve specidlni ptipad f > 0. Pak [/ v [ znamend objem télesa s podstavou U
omezeného shora grafem funkce f.
Definujme si pomocné zobrazeni Vg, které nezdporné spojité funkci f a zakladni oblasti

U priradi cislo
- [[ r@a
*-1(U)
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Podivame se na vlastnosti V. Méjme dvé zédkladni podoblasti Uy, Uy C U takové, ze U
a Uy nemaji spolec¢ny vnittni bod a sjednoceni je opét zdkladni podoblast. Pak mnoziny
®~Y(U;) a @71 (Us) také nemajf spoleény vnitin{ bod a podle (2.14) v Poznamce 2.17 plati

Vol(f, Uy U ) = // f(®)Agp = //f )Ag + //f
L(U,UU,)
= Vo(f,U1) + Va(f,Uz).

Posledni rovnice znamena, ze zobrazeni Vg spliiuje axiom aditivity, viz Definici 2.9. Uka-
zeme, ze Vg vyhovuje i axiomu monotonie. Méjme W C U zékladni podoblast. Nejprve

odhad shora:
// f(@)Ap < max f / A(p—max / Ag.

o= 1(W) o= 1(W)
Dvojny integral nahradime podle Véty 3.8. Dostaneme tak pokracovani
= mmz}x(f) ~0bsah(<I>(<I>*1(W))> = mvgx(f) - obsah(W).
Uplné stejné se provede odhad zdola:
// f(®)Ap > mln (f) / Agp = mwi/n(f) - obsah(W).
o-1(W) o= H(W)

Ovérili jsme, ze Vg spliiuje axiomy (A) a (M). Podle Véty 2.10 vsak existuje jediné zob-
razeni s témito vlastnostmi. Tudiz i Vo (f,U) je objem télesa nad mnozinou U omezeného
shora grafem funkce f. Nutné tak musi byt

[[1=[] 1@
U o1 (U)

Nyni mame dokéazéno tvrzeni v pripadé nezdporné funkce f. Je-li f obecnd, napiseme
ji jako rozdil kladné a zaporné ¢asti, f = f1 — f—, kde

fr =max{f,0}, a f.=max{-f,0}.

Aplikaci jiz dokédzaného tvrzeni na (nezdporné) funkce fy a f_ dostaneme obecny pripad.
V piipadé, kdy @ je prosté a tiidy C' pouze na vnitiku T, pouZijeme stejny princip
,» vyplnovani“ pomoci vepsanych mnozin T,, C T', jako v Kapitole 2, obr. 2.8. 0

Jesté nez prikroc¢ime k prikladim, vratime se na chvili na zacatek této kapitoly. Zavedli

jsme tam polarni souradnice a protoze pomérné casto se s vyhodou pouzivaji, vypocteme
si jejich jakobidn. Prechod k polarnim souradnicim reprezentuje zobrazeni

COS
®(0,p) = ( Zsmz > , 0>0, p€(0,27).
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Jacobiho matice je pak

8%1 85& cos¢p —psing
J':I) = 8‘1?‘2 352 = °

e 94 sing opcos¢
Odtud jakobian
Ap = det Jp = 9(0052 v+ sin? ©Y) = o.

3 Cviceni.
Uloha. Vypoététe integral

/]

(22 + y2)2’

T

kde T je mnoZina omezens kiivkami z2 + y? = 4z, 2> +y?> =8z, y = v a y = 22.

Reseni. Mnozina 7' mé tvar ukazany na obr. 3.6(a).

y =2z

Obr. 3.6.

Ptejdeme-li k polarnim soutadnicim x = g cos ¢ a y = gsin ¢, pak integrovand funkce bude
mit tvar

1 1
(0®cos? ¢ + p?sin? )2 b

Stejné tak rovnice kiivek omezujici mnozinu 7" budou mit v polarnich soutadnicich vyja-
dreni

0?cos® o+ o%sin?p = 4dpcosp tj. o=4cosyp

0% cos? ¢ + ¢%sin? 8ocosp tj. p=8cosyp
osin g pocosp tj. tgp=1
osinp = 2gcosp tj. tge=2
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Mnozina T je tak v poldrnich soufadnicich uréena pozadavky ¢ € (arctgl,arctg2) =
(m/4,arctg2) a o € (4cos g, 8cos p). Protoze jakobian je o, mizeme podle Véty 3.9 psat

// . a7g2878@1 arctg2 1 8cos

T L IV A S L

(22 + y?)? ot 20% ] 4 cosp

T w/4 4cosp /4
arctg 2

3 3 3
_ 2 do=_"k arctg2:7.

/ 128 cos? Y7128 8 ela 128
/4

Uloha. Vyjadiete integral
y

f dedy

o7

1
0
v polarnich souradnicich pfi obou moznostech poradi integrace.

Reseni. Nejprve musime zjistit tvar oblasti T' pres kterou se integrace provadi: z tvaru
mezi u vnéjsiho a vnitiniho integralu vidime, ze

0<y<1l, 0<z<2-y

Takze T = {(z,y) e R? |0 <y <1, 0 <z <2 —y}, viz obr. 3.6(b). Pfevedeme nejprve
dany integrél do polarnich soufadnic s poradim integrace do dp. Abychom popsali vSechny
body mnoziny 7' musime pouzit uhly ¢ € (0,7/2). Vidime vSak, ze pro ¢ € (0,7/4) je
omezujici hranice pro g dédna piimkou = + y = 2, zatimco pro ¢ € (w/4,7/2) je omezujici
kdy 0 < ¢ < /4, bude horni hranice pro g vypoctena z rovnice omezujici piimky z+y = 2.
Vyjadiime-li ji v polarnich souradnicich, tak dostaneme

2
pcosp+psinp =2, tj. g=——"7-7—7—.
cos @ +sin
V druhém piipadé pak z rovnice y = 1 ziskame
1
0= = .
sin
Miuzeme tedy psat vysledny integral
1 2—y /4 cos ptsing w/2 ﬁ
[ [raa=[ [ tededss [ [ sodoap
0 0 0 0 w/4 0

Nyni zapiseme zadany integral sice opét v polarnich souradnicich, ale v poradi integrace
dpdp. Vyznam proménné g je vzdalenost od pocatku. Musime tedy zjistit, jak daleko od
pocatku je nejblizsi a nejvzdalenéjsi bod z T'. Jsou to ziejmé body (0,0) a (0,2). Odtud
dostavame omezeni pro g: 0 < g < 2. Zbyva urcit meze pro p. Mame-li zvolené g, ptame se
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jaky thel ¢ maji body z T lezici na kruznici s polomérem p. Je-li p € (0, 1), tak z obrazku
vidime, ze ¢ast prislusné kruznice lezici v T' je ohranicena osou x a osou y. Z toho plyne, ze
povolené tihly jsou v intervalu (0, 7/2). Je-li ¢ € (1,v/2), pak oblouk pifslusné kruznice je
omezen osou z a primkou y = 1. Dolni hranice pro thel je tak ¢ = 0 a horni musime urcit
z podminky y = 1. Tato rovnice prepsana do polarnich souradnic ma tvar gsinp = 1, tj.

1
p = arcsin —.
0

Konecné, pro o € (v/2,2) je piislusny oblouk omezen osou z (tzn. ¢ = 0) a pifmkou
x4y = 2. Ta ma v polarnich souradnicich vyjadreni o cos ¢ + gsin ¢ = 2. Umocnénim na
druhou dostaneme

4 — 2
92 + 2@2 sinpcosp =4, tj. 2sinpcosp = Q2Q .
Protoze 2 sin ¢ cos ¢ = sin 2 mame
. 44— ) 1 . 4—0?
sin2¢p = 2 tj. o= 5 arcsin —
Nyni mtzeme sestavit pozadovany integral:
2
12—y 1 7/2 ﬂarcsin% 9 éarc51n4929
[ ] dwdy—//fg R A dtpd9+/ / fodpdo,
0 0 1 0

Tato tloha ovéruje, jak dobfe jsme porozuméli tomu, co se pf"i prechodu k polarnim sou-
radnicim déje s integralem. Ve skute¢nosti bychom pro vypocet tohoto integralu polarni
soutadnice nepouzili, nebot zde nejsou vyhodné.

Uloha. Pomoci véty o substituci vypoctéte uréity integral fooo e~ da.

Reseni. Ozna¢me si [ = fooo e~** dz. Budeme pocitat pomocny dvojnasobny integral

(3.7) //6_9”2_3/2 dzdy.
00

Integraci podle jednotlivych proménnych dostaneme

oo 0 o o0
//e_x2_y2 dedy = /e_x2 dx - /e_y2 dy =I?.
00 0 0

Pfepisme si nyni integral (3.7) do poldrnich soufadnic. Mnozina, ptes kterou se pocitd
integral (3.7) je prvni kvadrant, nebot jak = tak y nabyvaji pouze kladnych hodnot. Proto,
podobné jako v predchozi tiloze dostaneme

00 00 /2 oo /2 200 71'/21
//e—;v2—y2 dmdy://e_92gdgdg0:/[_e ] dwz/dgazﬂ.

2 |, 2 1
0 0 0 0 0 0
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Zavérem mame [? = 1> a proto
I = ﬁ
2

Uloha. Eulerova funkce ['(p) je definovana pro p > 0 integralem

o0

= /:Ep_1 e Tdx.

0

Eulerova funkce B(p,q) dvou proménnych p,q > 0 je definovana integralnim vztahem

1
/t” Ya—vrta.
0

L'(p)T'(q)
L(p+aq)

Ukazte, ze plati
B(p,q) =

Reseni. Opét pouzijeme jako pomocny prostiedek integral

(3.8) // Y gP~lydm dady.
0 0

Integraci podle proménnych x a y mame:

//e—x—y 2P Ly dedy = </ 2P le™® da:) : </ y eV dy> =I(p)I'(q)-
00 0 0

Pouzijeme nyni substituci do novych proménnych g a ¢
r = pcos’yp
= psino.

Plati, ze z,y > 0 pravé tehdy kdyz o > 0 a ¢ € (0,7/2). Po snadném vypoctu zjistime,
7e jakobidn zobrazeni ®(p, ) = (o cos? ¢, o sin? ) je roven 2 psin ¢ cos . Podle véty o
substituci mame:

00 00 0o /2
//e :Bplqldwdy—Q// e 2 Pt cos® L sin?T L pdpdp =
00
/2
2/6 e pPtaly. /cost_lgosiHQQ_lsingodgp
0 0
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Pouzijeme-li v poslednim goniometrickém integralu substituci t = cos? ¢, miizeme ho po
kratkém vypoctu prepsat na integrél fol P~ (1 t)q_lé dt, coz je polovina hodnoty funkce
Beta B(p, q). Tim se identita (3.9) pfepiSe na pozadovanou identitu

L(p)l'(q) =T(p+q) B(p,q) -

Pomoci polarnich souradnic vypoctéte dvojné integraly pres zadané zakladni oblasti.

1.//w2+y2 T ={(x,y) e R? | 2? + (y +2)* < 4},
T
2.//(h—2x—3y) T = {(z,y) € R?* | 2* + 9* < R?},
3// R? — 2 —y? T ={(z,y) € R* | 2* +y* < R?},
4.//arctgy T:{(:x,y)E]R2|92x2+y221,:rgy\/gﬁ?):c},
x
// S T={(z.y eR|2z®+y’" <1, 220, y >0},
1+a22 492 - - -
6.//1 T je omezena kiivkou (2 4 3?)* = 2¢®zy  (lemniskéta)

Vhodnou transformaci spoctéte

z? g2 2 z? y2
7.//,/1—a2—b2 T:{(:c,y)eR‘ +b—2§1}
T
2 2
8.//1 T:{(x,y)eR2
T

x Yy
a2+
9. [[4eos(ata—y)  T={(ep) €R[0<w 4y a<1 Ly<z<24y)

<1yl <stgaf, ae0,7/2),

10. //:c +y T je omezena kiivkami x +y =4, © +y = 12, y* = 2z,
2 2 . . ) 2 _ 2 2 _

11.//33 +y T je omezena kiivkami 2 +y“ +2x —1 =0, 2“4+ y“ +2x =0,
Y « . - . x

12. // =e T je omezena kiivkami zy =2, xy =4, y =2z, y = 5
x

13. [ [ 1al +1u T = {(&,y) € B | lal + |yl <1},
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14.*//x2+y2 T={(z,y) | z* +y* < 1}.

T

V nésledujicich integralech provedte pfechod do polarnich soufadnic a vysledné inte-
graly napiste v obou poradich:

V2 y 12—y
15//fdmdy 16.//fda:dy
0 0 vy
1 V5—a2 2 1
17./ / f dydx 18.//fda:dy
0 2 1 y—1

1 2 x

19./ / f dxdy 20. //f dy dx
0 1 10

|y

2 1
21./ fdxdy 22.//f dx dy
0 ~10

23. Vypoctéte hmotnost kruhu s polomérem R jehoz plosna hustota p je imérnd vzdale-
nosti k hranici a p(O 0) =a.

Vvev

hustota je p = 1.
24. Pulkruh s polomérem R.
25. Kruhova vysec s polomérem R a thlem pri vrcholu 2a.
26. Cést elipsy 75 + < 1,y > 0.

Vypoctéte momenty setrvac¢nosti nasledujicich rovinnych oblasti, pokladdme-li plosnou
hustotu p = 1.

27. Kruh s polomérem r vzhledem k tecné primce.

28. Ctverec se stranou a vzhledem k vrcholu.

29. Elipsa s poloosami a, b vzhledem k jejimu stredu.

30. Kruh s polomérem r vzhledem k bodu na hranié¢ni kruznici.

Vysledky.

2

1. 247; 2. ThR?; 3. %TFR?’; 4. %5 5. % (g 1)' 6. a; 7. 37Tab T = apcosp, y = bosiny;
8. abarctg(tga), * = apcosyp, y = bosinp; 9 —1/7r =x+y, v=ux—y; 10.
%(55—35)—%(53—33), u=ux+y,v=uy;1l. 52”, T = —1+Qcosg0, y = osing; 12. %62(62—1),
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u:xy,v:y/x'13 %,u:x—l—y,v:x x>0,y >0;14. Q—%,x:g‘/cos , Y = 0V/sin g;

7/2 Sing smso V2m/2 2 msmf /A Fpteors
5. [ [ sededo. [ [+ / | eteds 16 [ [ sedeas
r/4 0 0 x/4 3 /4 0 0
van/a o ercsin( 1) 2 VB VIRT:
//+/ / fodpde; 17. / /f@dgdw, / / fodpdo;
00 3 0 arctg2 _2_ 2 arcsin 2
arcthﬁ /2 Slwlcow 7arcsm 1—— ﬁ%arcsm 1——
18. / /+ / / fododey, / / / / fodypdo;
1

m/4 _1_  arctg2

sin ¢ sin Lp

aI‘CblH = arccos =

arctg f /4 i <P NG) arccos L arcsm 1

o [ [ ] [ [ ] s

coscp arctg f cow 1 0
/4 zep VIS 9 m/4 R /4
20. [ [ fedode. [ [ [ [+] [ todedn
(. 10 30 2 anccos?

21./ / fgdgdcp,/2 / fodpdo;

O ey V2 Laresin(4-1)
—r/dTme /2wy 1 /4 )2 —m/4  arcsing

22. / /+/ / fodedy, /(/ / ++/ / + / )f@dsod@;
~m/2 0 w/4 0 0 —m/2 /4 —arcsm% /4

23. TaR?; 24. (0,38); 25.(2880a ); 26. (0, 42); 27. 27r%; 28. 2a%; 29. Tab(a® + b?);

30. §WT4.
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Kapitola 4

Trojny integral.

1 Zavedeni a definice.

Zpusob zavedeni trojného integralu je analogicky tomu, jak jsme definovali integrdl dvojny.
Tato metoda je obecné pouzitelna pro kazdou dimenzi. Z hlediska tspornosti by bylo nej-
lepsi provést celou konstrukci integralu pouze jednou, a to v prostoru R"™ a pak uz jen
rozebirat specialni pripady pro n = 1,2,3. Nevyhodou tohoto pTistupu je jistd naroc-
nost abstraktnich tivah v n-rozmérném prostoru. Proto pro prvni sezndmeni s nasobnou
integraci neni vhodny.

Pripomenme si zakladni princip, z néhoz miize vychazet definice jednoduchého i na-
sobného integralu. V jednorozmérném pripadé je to otazka, jak zjistit velikost plochy
ohranic¢ené grafem funkce f(z) nad danym intervalem I C R. Analyza vlastnosti aditivity
a monotonie by nas pak privedla v tomto piripadé k pojmu jednorozmérného integralu

z

Rozsitime-li situaci o jednu dimenzi, pak otézka zni, jak spocitat objem mnoziny ohra-
ni¢ené grafem funkce f(z,y) nad dvourozmérnym intervalem R C R2. Resenim tohoto
problému zacinala Kapitola 1. Vysledkem byl pojem dvojného integrdlu

s

Budeme-li sledovat logickou posloupnost téchto tvah i ddle, mizeme motivovat trojny
integral nasledujicim zpusobem. Jaky je (Ctyfrozmérny) objem mnoZiny omezené grafem
funkce f(x,y,z) definované na kviadru (= trojrozmérném intervalu)?
Protoze geometrickd predstavivost ve ¢tyfrozmérném prostoru neni tak tplné bézna,
zvolime si jinou motivaci, kterd bude ekvivalentni, ale vystaci pouze se tfemi rozmeéry.
Uvazujme mnozinu P C R? popsanou nésledovné: necht 7' C R? je zakladni oblast

T= {(xvy) ‘ x € (a1,az2), s1(z) <y < 82(33)}-
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Téleso P bude nad zakladni oblasti T" zdola omezeno grafem spojité funkce hi(x,y) a shora
grafem spojité funkce ha(z,y). Pfesny zapis je tento

P:{(x,y,z)ERB (z,y) €T, hi(z,y) <z ghg(x,y)}.

Tento typ mnozin budeme kratce nazyvat zdkladni téleso. Priklad takové mnoziny je na
obr. 4.1, kde pro jednoduchost mame za podstavu T" pouze obdélnik.

z = h2(m7y)

Obr. 4.1.

Polozme si otazku, jak spocitat hmotnost télesa P, jehoz hustota je popsana zada-
nou spojitou funkei f(z,y, z). Tato hmotnost je jednozna¢né uréend tvarem mnoziny P a
hustotou f. Oznaéime ji proto m(f, P). Axiomy aditivity a monotonie pro m(f, P) jsou
intuitivné zcela jasné: rozdélime-li P na dvé casti, P = P} U P, pak ziejmé musi pro
prislusné hmotnosti platit

m(f, P) =m(f, P1) +m(f,P,).
Podobné, bude-li hustota f mensi nez hustota g, pak m(f, P) < m(g, P). Specidlné,

objem(P) - min(f) < m(f, P) < objem(P) - max(f).

Stejné jako u zakladnich oblasti nazveme pracovné zdkladnim podtélesem neprazdny prinik
zédkladniho télesa P s kvadrem typu (aq,b1) X {az2,bs) X (a3, bs). Muzeme tak formulovat
axiomy aditivity a monotonie.

Definice 4.1. Méjme zikladni téleso P C R3 a spojitou nezdpornou funkci f: P — R.
Zobrazeni m, které kazZdému zdkladnimu podtélesu Q@ C P priradi ¢islo m(f,Q), se nazgvd
hmotnost télesa Q) s hustotou f, jestlize splnuje ndsledujici axiomy:

(A) Aditivita:
V(£ 01) + V(,Q2) = V(£ Q1 U Qs),

kdykoli Q1 a Q2 jsou dvé zdkladni podtélesa, zZe Q1 U Q2 je zdkladni téleso a Q1, Q2
nemaji Zadny spolecny vnitrni bod.

(M) Monotonie:
min(f) - objern(Q) < m(f, Q) < max(/) - objemn(Q)

pro vsechna zdkladni podtélesa () C P.
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Prvni, co jsme v podobné situaci museli udélat v Kapitole 1 pro objem V', bylo ovérit
existenci a jednoznacnost. Tomu se nelze vyhnout ani zde, pokud chceme mit trojny inte-
gral korektné zavedeny. Nebudeme vsak cely postup znovu prochézet. Pro nés postaci vzit
na védomi fakt, ze technikou hornich a dolnich souctii lze analogicky dokazat nasledujici
tvrzeni.

Véta 4.2. Zobrazeni m, které vyhovuje axiomum aditivity (A) a monotonie (M), existuje
praveé jediné.

Nyni se opét nachdzime v situaci, ze vymyslime-li jakykoli vzorec pro vypocet m(f, P),
ktery bude spliovat (A) a (M), tak bude spravny. Vyuzijeme proto zkuSenost s dvojnym
integralem a polozime

ag s2(x) ha(z,y)

(4.1) mirp)= [ [ [ fepnday
a1 sy1(x) hi(z,y)

Tento trojnasobny integral mtzeme ekvivalentné prepsat jako

ha(z,y)
//( / f(x,y,z)dz).
T hi(zy)
Vnitini integral, ktery si oznac¢ime
ha(2,y)
(42) (o) = [ S
hi(z,y)

zévisi na = a y. Je tedy jistou funkci v proménnych = a y a tu integrujeme pres zakladni
oblast T'. AvSak nami zavedeny dvojny integral je definovan pouze pro spojité funkce. Vse
bude v poradku, kdyz vyraz (4.2) bude spojitda funkce. V opa¢ném piipadé by nebylo
mozné provést prislusnou trojndsobnou integraci a rovnost (4.1) by neméla zadny smysl.
Nastésti plati nasledujici véta:
Véta 4.3. Necht f: R3 — R a hy, hy: R? — R jsou spojité funkce. Pak i
h2 ('rvy)
{(r,y) = / flz,y,2)dz
hl (‘T’y)
je spojitd funkce proménnych x a y.

Diukaz je podobny dukazu Véty 2.11. Vyuziva opét toho, ze spojita funkce na zakladnim
télese P je stejnomérné spojitd (Véta 1.11). Protoze jinak uz neobsahuje zadny novy
krok, nebudeme ho zde uvadét. Zbyva tak ovérit, ze trojnasobny integral v (4.1) vyhovuje
podminkém aditivity a monotonie. I tento krok neni nic nového, nebot jsme ho uz provadéli
v jednodussi verzi pii dvojnasobné integraci. Dovolime si proto prejit ho pouze odkazem

na analogii s Vétou 2.5. Nyni je mozné korektné definovat trojny integrdl funkce f pres
mnozinu P:
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Definice 4.4. Necht P je zdkladni téleso,
P = {(l‘aya Z) € R3 (I‘,y) € Ta h1($,y) <z< h?(:ﬂay)}v

kde T je zdkladni oblast, T = {(z,y) € R? | z € (a1,a2), si1(z) < y < so(x)}. Je-li
f:R3 — R funkce spojitd na P, pak trojnym integralem funkce f pres mnoZinu P
nazyvdame

as s2(z) ha(z,y)

6o =[] rwnaa)=[ [T i
P T )

hy(z,y a1 si(z) hi(z,y)

U mnozin, které jsou zakladnimi télesy pii kazdé zaméné souradnych os, je pofadi
integrace zcela na nasi volbé. V pripadé vyse uvedené mnoziny P je samoziejmé nejvy-
hodnéjsi zvolit poradi, které je v (4.3). Nésledujici piiklad ilustruje, jak rozdilna volba
poradi integrace muze usnadnit ¢i naopak ztizit vypocet.

Priklad 4.5. Necht mnozina @) je zaddna nerovnostmi
—1<x<1, 0<2z <1, x2+z§y§1+z.

Jeji tvar je na obr. 4.2(a). Je to vlastné ¢dst Sikmého ,,valce* s parabolickym prifezem.

Obr. 4.2.
Vysetiime vSechna mozné potradi integrace.

(i) Vnéjsi integral je podle proménné z.
Z obr. 4.2(b) je vidét, ze pro pevné z musi zbylé dva integraly vyjadiovat integraci
pres vnitfek paraboly (Seda oblast). To lze udélat dvéma zpusoby odpovidajici volbé
poradi dz dy nebo dydzx. Vysledné integrély jsou

1 142z Vy—=2 1 1 14z
// / fdxdydz, ///fdydxdz.
0 =z ,\/ﬁ 0 —1g242

Oba vyrazy jsou pomérné jednoduché. Moznda bychom dali prednost druhému z nich,
nebot funkce v mezich se vyskytuji pouze u vnitrniho integralu.
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(ii) Vnéjsi integrél je podle proménné x.
Pro pevné zx je fez télesem P tvoren rovnobéznikem — viz obr. 4.2(c). Zde jiz pod-
statné zalezi na tom, jak dovolime poradi zbylych dvou proménnych:

1 1 14z 1 1 y—a? 1422 y—a? 2 1
// / fdydzdz, /(/ / fdzdy+/ /fdzdy+/ /fdzdy)dx.
210 2242 Z1 022 0 1 y-1 1ta2y—1

Rozdil oproti predchozimu ptipadu (i) je v tom, ze v (i) pii strategicky dobfe zvolené
vnéjsi proménné z jsme uz dalsi volbou poradi ve vnitinich integrdlech nemohli
vyrazné zeslozitit vysledny integral. V pripadé (ii) vybér vnéjsi proménné nebyl uz
tak stastny, ale jesté bylo mozno celou situaci zachranit vhodnym potradim zbylych

integrali.

Obr. 4.2.

(iii) Vnéjsi integral je podle proménné y.
Typ fezu télesem P pii pevném y se méni v zavislosti na tom, je-li y € (0,1) nebo
y € (1,2), viz obr. 4.2(d). Z hlediska jednoduchosti vysledného integralu je tato volba
nejméné vhodnd, nebot obé poradi zbylych integrali vedou ke slozitym vyraztm:

1 VY y—a?
// /fdzd:r:dy—i—
0 —yy 0
2 —y—ly—=2? V=1 1 1 y—a?
+/( / /fdzder / /fdzda:Jr/ /fdqu:)dy
1 S1oy-1 —Jy—Ty—1 Vo—T y—1
! 1y Vy—=z 2 1 Vy-=z
// / fdxdzdy—i—// / fdxdzdy.
0 0 —\y== Ty=1—\/y—=

Zavérem této Casti jesté uvedme pro Uplnost, ze trojny integrdl je mozné zavést pro
funkce spojité jen na vnitiku zakladniho télesa a pro neomezend zakladni télesa. Postup
je analogicky jako pro dvojné integraly.

Posledni véta je verze Véty 2.18 pro trojny integral.
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Véta 4.6. Necht P je zikladni téleso a necht f: R? — R a g: R?> — R jsou funkce
spojité na vnitrku P. Existuji-li integrdly fffp fa fffP g, pak

(i) prokaédéoz,,BG]Rplatz’///(af—i—ﬁg):a///f+ﬁ///g,
P P P
(ii)je-lz’fZgnaP,pak// fZ///g.
P P

2 Substituce v trojném integralu.

Nejuzivanéjsimi souradnicemi v R? jsou mimo kartézskych jesté dvoje: sférické a cylin-
drické. Ty prvni jsou vhodné pro popis objektt, at jiz funkci ¢i mnozin, které maji vy-
raznou kulovou symetrii. Tim mame na mysli, Ze jsou soumérné vzhledem k néjakému
pevnému bodu v R3, obvykle k po¢atku. Cylindrické soufadnice se hodi v pifpadech, kdy
prislusné objekty jsou osové symetrické.

Na obr. 4.3(a) je naznacen zptisob uréeni polohy bodu A € R3 pomoci sférickych
soufadnic, tj. pomoci veli¢in g, p a 9.

—==5" —==—
-19\* 0 z
= \\\\ Q
@ @
b
(a) Obr. 4.3. ()

Vztah mezi souradnicemi (z,y, 2) a (g, p,9) bodu A je dan nasledovné:

x = psin cosp
(4.4) y = osind sinp 0>0, ¢ €(0,2m), ¥ € (0,m)

z = pcos.

Veli¢ina o znadf vzdalenost bodu A od poédtku. Uhel ¥ méi{ odklon polohového vektoru
od osy z a @ je thel mezi osou x a prumétem polohového vektoru do roviny zy. Je mozné
si zvolit i jiné thly k uréeni polohy bodu A: napf. misto odklonu od osy z muzeme mérit
odchylku polohového vektoru od roviny zy apod. Tim se samoziejmé zméni i rovnice (4.4).
Princip popisu vyjadrujici kulovou symetrii se vsak zachova.

Zména souradného systému v R3 nenf nic jiného nez jisté zobrazeni ®: R? — R3. Pro
sférické soutadnice ma tvar

osind cos ¢
(4.5) D(0,0,9) = | osind sing
ocos
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Vyznam & je snadno zjistitelny: je-li bod v prostoru urcen parametry o, ¢ a 1, pak
O (0, p, ) jsou jeho kartézské souradnice. Z (4.5) muzeme vypocitat prislusnou Jacobiho

matici.
sindcosp —psindsing pcosvcosy
Jp = | sindsinp gsindcosy pcosdsinp
cos v 0 —osind

Odtud ihned plyne, ze ptislusny jakobian je roven

Ag = | — 0% cos? psin® ¥ — p? sin? @ cos? ¥sin 1) — o cos® @ cos? ¥ sin 1) — o2 sin? @ sin® 9|
= 0*[sin® ¥(cos? ¢ + sin? ) + cos® I sin V(sin? ¢ + cos® p)]
= 0*(sin® 9 4 cos® ¥sin ) = p? sin ¥(sin? ¥ + cos® ¥) = p? sin V.

Podivejme se nyni na cylindrické souradnice. Zptsob urceni polohy bodu je vidét na
obr. 4.3(b). Matematicky vztah mezi kartézskymi souradnicemi bodu a cylindrickymi sou-
fadnicemi o, ¢ a z je nasledujici:

T = 0cos¢
(4.6) y = osing 0>0, ze R, p€(0,2).

z=Z.

Tento souradny systém vznikl vlastné tak, ze jsme do roviny xy zavedli souradnice polarni a
ve smeéru osy z zustala souradnice kartézska. Prechod k cylindrickym soufadnicim popisuje

zobrazeni
0COS
(4.7) P(o,p,2) = | osing
z
Ptislusna Jacobiho matice a jakobidn je pak
cosp —psing 0
Jo=1| sinp opcosp 0 |, Agp = |det Jp| = o.

0 0 1

Substituce v trojném integralu je formalné shodnd s Vétou 3.9. Ta feSila substituci
v integralu dvojném. Z tohoto divodu uz nemusime u nasledujici véty uvadét dikaz,
ktery by byl pouze opakovanim celého postupu z predeslé Kapitoly.

Véta 4.7. Necht P C R? je zdkladni téleso a necht ®: P — R? je spojité na P, tridy C*
a prosté na vnittku P. Necht f: R3 — R je funkce spojitd na ®(P). Pak

//)/ - /P// /(@) .
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3 Cviceni.

Uloha. Spoététe

/P// (1+xiy+z)3’

kde P je mnozina v R® omezen4 plochami 2 =0,y =0,z=0az+y+ 2z = 1.

Reseni. Mnozina P je trojboky jehlan, ktery je zndzornén na obr.4.4(a).

Obr. 4.4.

Zvolme si poradi integrace napt. dz dy dz. Diky symetrii integrované funkce vedou vsechna
poradi k integralim stejné slozitosti. Promitneme-li jehlan P do roviny zy, dostaneme
trojihelnik 7' omezeny piimkami z =0,y =0 a x +y = 1 (Tyto podminky jsme ziskali
z puvodnich rovnic tak, Ze jsme polozili z = 0). Nad trojihelnikem 7' je jehlan omezen

grafem funkce z =1 — z — y. Mame tak

/13//(1+$iy+2)3:4/ / (1+:vjy+z)3dz

0

Zbyvajici dvojny integral pres trojtihelnik T je snadny:

1—x

//...Ojo/...dydx,

T
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Nyni muzeme provést vypocet trojného integralu.

1 1 1-xl-z— 1
///(1+x+y+z)3 / / (tztyt+ap I
P 0 0
1—x

Uloha. Vypoététe objem télesa
pP= {(ac,y,z) e R3 ‘ 2?2+ y? 422 < 2az, 22+ y* < 22}, a > 0.

Reseni. Vzdy je vyhodné mit alespoii hrubou pfedstavu o tvaru mnoziny P. Prvni
podminka se d4 ptepsat jako 22 4+ y% + (2 — a)? < a2, tj. jde o kouli se sttedem (0,0, a) a
polomérem a. Druhd podminka zadava kuzel s vrcholem v poc¢atku a osa kuzele je osa z.
Vyslednd mnozina je na obréazku 4.4(b). Zavedeme sférické souradnice. V nich budou mit
nerovnosti definujici mnozinu P nésledujici tvar

0® < 2apcost a p’sin®vY < p?cos® V.

Prvni znamena, ze o < 2acos?, specialné vidime, ze cos?¥ > 0, nebot p > 0. Odtud
9 € (0,7/2). Druhd podminka navic rika, ze |sin?| < |cos¥|. Spolu s prvni tak dostdvame

omezeni
T
9 <0, 7> .
< 4

Uhel ¢ se v rovnicich neobjevil, a to znamen4, Ze nabyva viech piipustnych hodnot bez
omezeni,
@ € (0,2m).

Pred sestavenim vysledného trojndsobného integralu si jesté uvédomime, ze jakobian sfé-
rickych soufadnic je Ag = o?sind. Podle Véty 4.7 miizeme psét

27 7/4 2a cos 9 o /4

3
///1:// / g%inﬁdgdﬁdgpzégg//cosgﬁsinﬁdﬁdgo
P 0 0 0 0 0
21

2

_8;"3 i cos™ ¥ 7r/4d _613/1(1 _ 3

E i), YT L
0 0
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Spoctéte nasledujici trojné integraly:

2 2 2
B 3| T Yy z
1.///;; P—{(x,y,z)ER ﬁ+b7+§§1}’
P
h2
2.///2 P je omezena plochami 2% = )2 (:z: +y) z=h,
P

3///1: P je omezena plochami =0,y =0,2=0,z2=3az+y =2,
4'///y P je omezena plochami =0,y =0, 2=0a 2z + 2y + 2z — 6 =0,

5. ///:vyz P je omezena plochami y = 22, z = ¢%, z =ay a z = 0.

Pomoci sférickych, cylindrickych ¢i jinych soufadnic vypoctéte

6.///x2+y2 P={(z,y,2) eR}|r? <a?+¢y*+22 <1, 2>0},
P
1
7/// P={(z,y,2z) e R®| 2® +y? + 2% < 4},
) VErer e {(2,9,2) | y }
8 TYz P je omezena plochou (22 + y? + 22)? = aa?
. $2+y2 J p Y - Y,
r>0az>0,
9.///22 P je omezena plochami z = z? 4+ 3% a z = 2,
52 22 2 L2
10// ——i———i——2 P:{(x,y,z)ERS —+b—2+—<1}
11///Za:|+\y| P={(z,y,2) € R® | 2? +¢* < 2az, 2° +y* + 2 < 3d°},
Va2 +y?

12.///x2+y2+22 P={(z,y,2) eR® |y + 22 <2? x>0, 2° +y* + 22 < R?},

1
13./// P={(z,y,2) eR3 |22 +9?> <1, -1 <2z <1},
\/fc2+y2+(z—2)2 {(z,y,2) | Y 1
P
14. ///z P je urceno podminkami 2+ y2 4 22 <4
ax?+1y? >3z,
15. /// 1 P je omezena plochami c(gc2 + y2) + a2z = d?c
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az=0,a>0, ¢>0,

16. /// 1 P je omezena plochami z? 4 3% + 2% — 22 = 0,
P 2 + 9% + 2% = 2 a takova, ze (0,0,1) € P,
17.///1 P={(z,y,2) eR} | (z+y+2)?<ay, >0, y>0, z>0},
P Névod: 2 = pcos® gpsin2 9, y = psin? psin® ¥, z = pcos® v,

1
18./// P={(z,y,2) €R3|2>0,y>0, z>0},
J Vd+z+y+2)T

1
19.///(1—}-:824-?/24-22)3 P:{(x,y,Z)GRg\xZU,yZU,ZZO},
P

20, /// R P={(z,y,2) €R®|2>0,y>0,z>0}.
P

21.

22.

23.

Vvev

P={(z,9,2) €R} | G+ L + 5 <1, 2>0,y>0, z>0}.
P={(z,y,2) ER® | 2® +y* + 22 < R?, ztga > /22 + y2}.

P ={(z,y,2) € R®| (22 +y* + 2?)? < a3z}

Vypoctéte momenty setrvacnosti danych téles (hustota p = 1):

24.

25.

26.

27.

28.

29.*

Koule s polomérem R vzhledem k te¢né primce.

2
Elipsoid i—; + %—2 + i—; < 1 vzhledem ke kazdé ze tfi souradnicovych os.

Rotacni paraboloid s vyskou h a polomérem podstavy R vzhledem k ose prochézejici

Vvew

Homogenni rotacni valec méa polomér podstavy r, vysku h a hustotu pg. Pomoci New-
tonova gravitacniho zakona vypoctéte silu, kterou vélec pritahuje bod o hmotnosti
m umistény uprostred dolni podstavy.

Homogenni rota¢ni kuzel ma polomér podstavy 7, vysku h a hustotu pg. Pomoci
Newtonova gravita¢niho zdkona vypoctéte silu, kterou kuzel pritahuje bod o hmot-
nosti m umistény ve vrcholu kuzele.

Necht K je koule s polomérem r, jejiz hustota p se méni se vzdalenosti d od stredu
nasledovné: p=a —bd, a > 0, b > 0.

a) Naleznéte hodnoty a a b, je-li zndmo, Ze hodnota p na povrchu je py a stredni
hodnota hustoty je ~.

71



HAMHALTER, TISER: INTERGRALNI POCET

b) Pomoci Newtonova gravitaéniho zdkona vypoctéte, jakou silou je pritahovan
bod o hmotnosti m umistény na povrchu koule K.

Vicenasobnd integrace: vypoctéte n-rozmérny integral pres mnozinu 7' = (0,1)"
nasledujicich funkei

30. //1:%++xi
T

31. /---/(x1+--'+xn)2.
T

32.* Vypoctéte objem

a) Ctyfrozmérné koule,
b) n-rozmérné koule s polomérem 7. Néavod: vyuzijte nasledujictho vztahu pro Eu-
lerovu funkci I’

P71 — 2)7 ! da, p>0,q>0.

O\H

Vysledky.
1. 0; 2. iwh%R% 3. 4 4. Z; 5. 96, 6. T(1— %) 7. Wm g al(L 24 1y 9 4
10. Zabe; 11. Dot 12. 27”35( ) 13. 7(3v1 —\f—8—|—1n\‘? ); 14. 7 15,
%Wca (4\f— 3); 1 a—o 18. 15, 19. {5; 20. T/, pouzijte Laplaceiv integral

o0

/e:’“n2 dr = 5\/7?, 21. (2a,3b,2c); 22. (0,0, 3Rcos® ); 23. (0,0,92); 24. 227 R5;

25 Amabe(b? + %), s£mabe(a® + c?), emabe(a® + b?); 26. SR+ ZR2A3;
27. (0,0, 2wrkmpo(r + h — Vr? + h?)), kde & je gravitaén{ konstanta;

h
28. (0,0,2mmp0h<1 _

N

)), kde k je gravita¢ni konstanta; 29. a) a = 4y — 3po,

b = %(’y —po), b) F = %mﬂ”y = “TQM, kde M je hmo/t2nost koule K a k je gravitacni
n n

konstanta; 30. 2; 31. J£(3n + 1); 32. a) ix%r?, b) %, kde T" je Eulerova gamma
2

funkce.
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Kapitola 5
Krivka a jeji délka

1 Motivace a zakladni pojmy

Krivka je pojem, ktery je v matematice zkouman jiz od antického starovéku. Intuitivné
vzdy vyjadroval objekt, ktery vznikne spojitou deformaci intervalu na reilné ose a ktery
muze byt fyzikalné chapdn jako draha plynule se pohybujiciho hmotného bodu. Typickym
prikladem této predstavy je mnozina znadzornénd na obrazku obr. 5.1.

V rozdilnych etapich vyvoje matematiky byla vSak

matematickd interpretace spojitosti a plynulosti jind.

Definici ktivky, ktera by nejlépe popisovala ptvodni in- Y

tuitivni predstavu, proto predchazela dlouha diskuse,
kterda se dotkla samotnych zdklad matematiky. Po-
kusme se pri definovani tohoto pojmu vyjit z fyzikal-
niho pohledu.

Predstavme si, ze mnozina C' v roviné nebo pro-
storu je drahou pohybujiciho se bodu. Predpokladdame- Obr. 5.1.

li, ze se pohyb uskutecnil v koneéném casovém inter-

valu (a,b), je drdha popsdna pomoci spojitého zobrazeni ¢: (a,b) — R"™ n = 2,3. To
kazdému ¢asovému okamziku ¢ € (a,b) prifadi bod ¢(t) v roviné nebo prostoru udévajici
polohu bodu v ¢ase t. Trajektorie tohoto pohybu pak definuje kiivku C' = ¢({a, b)).

Aby mél déale pohyb hmotného bodu rozumny smysl, méli bychom mit v kazdém bodé
definovanu rychlost. Matematicky je vektor rychlosti v ¢ase t € (a, b) ddn derivaci ¢'(t) zob-
razeni ¢. (Zobrazeni ¢ se derivujeme po slozkéch. Je-li tedy naptiklad ¢(t) = (cost,sint),
je ¢'(t) = (—sint,cost).) V souladu s fyzikdlni intuici tedy dostdvame pozadavek, aby
v kazdém bodé t € (a,b) mélo zobrazeni ¢ spojitou derivaci. Tim bychom ovSem vylouéili
takové prirozené krivky jako je napr. obvod trojihelniku nebo lomena ¢ara. Pii pohybu
po obvodu trojuhelniku se totiz pruchodem pres vrcholy rychlost skokem méni. Proto z
tohoto striktniho pozadavku ponékud ustoupime a pripustime koneé¢né mnoho vyjimek.

Zacneme s velmi jednoduchym typem krivky, ktery budeme nazyvat oblouk.

Definice 5.1. Mnozina C C R™ se nazijvd oblouk, jestlize existuje spojité zobrazeni
e: (a,by — C

intervalu (a,b) na mnozinu C, tj. C = ¢({a,b)), splniujici ndsledujici podminky:
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(i) zobrazeni ¢ je prosté na {(a,b), s jedinou moznou vyjimkou koncovych bodi tj. lze
pripustit p(a) = @(b).

(ii) derivace ¢’ je spojitd na intervalu {(a,b), kde v krajnich bodech intervalu uvaZujeme
prislusné jednostranné derivace, a ¢'(t) # 0 na (a,b).

Geometricky vyznam vlastnosti (i) je, ze oblouk neprotina sdm sebe. Jedinou vyjimkou,
kterou pozadavek (i) pfipousti jsou pocatecni a koncovy bod, které mohou splynout.

Podminka (ii) fika, ze v kazdém vnitinim bodé méa oblouk tecnu. Nebot pravé vektor
¢/ (t) je smérovy vektor teény v bodé ¢(t). Vyznam pozadavku ¢'(t) # 0 uvidime pozdéji.

Definice 5.2. Mnozina C C R"™ se nazijvd kiivka, jestlize existuje spojité zobrazeni
p: {a,b) — C

takové, Ze existuje déleni 9 intervalu {(a,b), Ze na kazdém podintervalu I € P jsou splnény
pozadavky (i) a (ii) z Definice 5.1 a pro kazdé dva rizné intervaly I,I € 9 se oblouky
o(I) a p(I) protinaji v nejugie konecné mnoha bodech.

Zobrazeni ¢ nazjvdme parametrizaci krivky C.

Strucné feceno, kiivka vznikne napojenim kone¢né mnoha obloukt za sebe. Pozadavek,
aby se oblouky ¢(I) a (I) protinaly v nejvySe koneéné mnoha bodech slouzi k tomu,
abychom se vyhnuli pripadu, Ze bychom se po projiti jednoho oblouku po ném vraceli zpét
(tfeba jen Castecné).

Krivka C se nazyva uzavrenou, jestlize p(a) = ¢(b). Body, ve kterych oblouk ¢i kiivka
protind sama sebe, nazyvame nasobnymi body. Uzavienou krivku nazveme jednoduchou,

jestlize nema zaddny nasobny bod kromé pocateéniho a koncového bodu ¢(a) = ¢(b).
Priklad 5.3. (i) Mnozina
C={(zy) |2*+y*=a’} CR?, a>0,

je oblouk. Jde o kruznici se stfedem (0,0) a polomérem a. V tomto piipadé je mozno
volit parametrizaci ¢(t) = (acost,asint), ¢t € (0,2w). Derivace ¢'(t) = (—asint,acost)
je spojitd na intervalu (0,27) a pritom ¢'(t) # 0 pro vSechna ¢ € (0,2 ), nebot slozky
zobrazeni ¢ nejsou v zadném bodé soucasné nulové. Vidime také, ze C' je jednoducha
uzaviena krivka.
Kfivkam lezicim v R? budeme fikat rovinné kiivky.
(ii) Mnozina
C= {(acost,asint, %t) ‘ te <0,27r>},

kde a,h > 0 je oblouk. Jak napovidd samotné zadédni mnoziny C, je mozno jako pa-
rametrizaci volit zobrazeni ¢(t) = (acost,asint, %t), t € (0,2m). Toto zobrazeni je
prosté, nebot posledni slozka zobrazeni ¢ je prostd funkce. Déle vidime, Ze derivace
¢'(t) = (—asint,acost, %) je spojitd a nenulovd v zadaném intervalu. VSechny poza-
davky formulované v definici jsou tedy splnény. Pohyb, ktery kiivku vytvari si muzeme
predstavit jako sloZeni rovnomeérného otaceni kolem osy z ve vzdélenosti a a rovhomérného
pfimocarého pohybu ve sméru kladné ¢asti osy z. Vznikne tak jeden zavit valcové spirdly

znazornéné na obrazku obr. 5.2.
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Obr. 5.2.

Kfivkdm v R? fikdme prostorové kiivky.
(iii) Rovinnd k¥ivka zndzornénd na obr. 5.1 je kiivka definovana napf. parametrizaci

r=1-1t% y=t(1-1t»), te(-22).
Jinymi slovy C' = ¢((—2,2)), kde

p(t) = (1—1%,1(1 - %))

Parametrizace ¢ méa pouze jediny nasobny bod (0,0) = ¢(1) = ¢(—1). Snadnym vypoctem
je mozno se presvedcit, ze ¢’ je spojité a nenulovd ve vSech bodech svého definiéniho oboru,
tj. vektor ¢'(t) = (—2t,1 — 3t?) nenf nulovy pro zddné t € (—2,2).

Podle Definice 5.2 je dand mnozina kiivkou, jestlize 1ze jeji body popsat néjakou para-
metrizaci ¢. Jiz z fyzikalni intuice vime, ze bod se mize pohybovat po téze kiivce mnoha
zpusoby. Ocekavame tedy, ze parametrizaci kiivky bude vice. Napriklad jednotkovou kruz-
nici v roviné je mozno popsat pomoci zobrazeni

o(t) = (cost,sint), t € (0,2m),
stejné tak jako pomoci zobrazeni
P(s) = (COS(SQ),SiH(SQ)), s € (0,V/2r).

Vsimnéme si, ze v tomto pripadé jsme ziskali parametrizaci ¢ z parametrizace ¢ pomoci
substituce t = s2. Protoze takovychto substituci si mizeme vymyslet nekone¢né mnoho,
ma kazda krivka nekonecné mnoho parametrickych vyjadreni. Dilezita je otdzka, jak tyto
rizné parametrizace spolu souvisi. Vzhledem k tomu, ze kazdd kiivka je sjednocenim
kone¢né mnoha oblouki, budeme se touto otdzkou zabyvat v pripadé oblouku. Zde se
ukazuje, ze vSechny parametrizace je mozno ziskat z jedné pevné zvolené parametrizace
pomoci vhodné substituce za jeji parametr.

Tvrzeni 5.4. Necht C je oblouk s parametrizacemi ¢: (a,b) — C a ¢: {(¢,d) — C.
Pak existuje spojitd funkce h zobrazujici interval (a,b) na interval (c,d) tak, Ze h prevddi
parametrizact ¥ na @, tj.

o(t) = ¥(h(t)).

Navic h md spojitou a nenulovou derivaci na (a,b).
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Diukaz. Predpokladejme pro zacatek, ze oblouk C' neni uzavieny. V tom pripadé je pa-
rametrizace prosta na celém svém definicnim intervalu.

Chceme-li nalézt funkci h: (a,b) — (¢, d) spliujici rovnost ¢(t) = 1 (h(t)), nemame
moc moznosti, jak tuto funkci ziskat: Protoze zobrazeni v je prosté, h(t) = ¥~ (p(t)).
Situace je schématicky zachycena na obr. 5.3.

P (4
/_h\
a : b c ;(t) d
Obr. 5.3.

Takto definovana funkce je prostd, nebot slozeni dvou prostych zobrazeni p a =1 je opét
prosté zobrazeni a zobrazuje interval {(a,b) na interval (c,d). ProtoZe zobrazeni ¢~! je
rovnéz spojité, je funkce h slozenim dvou spojitych zobrazeni, a tedy spojitou funkci na
intervalu (a, b). Zbyva ovérit, Ze h mé spojitou a nenulovou derivaci.

Zvolme tedy bod ty € (a,b) libovolné a ukdzeme, ze funkce A ma v tomto bodé vlastni
a nenulovou derivaci. Oznacime si na chvili

h(t) — h(to)

w(t) = —

.t 1.

Mame tak dokazat, ze funkce w ma vlastni a nenulovou limitu v bodé tg. Jedind informace,
ktera je k dispozici, je existence nenulovych derivaci ¢’ a ¢’. K tomu tcelu si jesté zavedeme
dvé pomocné funkce

D(t) = (’D(ti:;’;(tO)7 () = P(h(t)) — ;Z:(h(t()))

definované pro t # to. (Protoze h je prostd, plati h(t) # h(tg) kdykoliv t # tg.) Protoze
o(t) = ¥(h(t)), mizeme psat

(5.1) O(t) = U(t) - w(t).
V predchozi rovnosti neni mozné w(t) primo vyjadrit jako podil ®(¢) a ¥(¢), nebot ®(¢) a
U(t) jsou body v R™. Musime jit proto oklikou.

Podle pravidla o limité slozené funkce je limy_, U(t) = 9/ (h(to)) # 0, nebot 1 je
parametrizace oblouku. Nenulovost znamena, ze alespon jedna slozka zobrazeni ¥ ma
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nenulovou limitu v bodé ty. Mizeme predpoklddat, ze je to prvni slozka ¥;. Rovnice (5.1)
napsand pro prvni slozky ma tvar

Oy (t) = Vi (t)w(t)

pro t z jistého prstencového okoli bodu ¢y. Odtud jiz w(t) muzeme vyjadrit. Véta o limité
podilu dvou funkei pak zarucuje existenci vlastni limity

= lim w(t) = lim ®1(1) _ ¢! (to)
= Jim (t) Jim Ui() = 9 (h(to))

(5.2) W (to)

V tuto chvili jsme dokazali, ze lim;_,;, w(t) existuje. Navic, pouzijeme-li limitni pfechod
t — to v rovnici (5.1), dostaneme

¢ (to) = ¢'(h(to)) - I (to).

Z této rovnice plyne, ze h'(tg) # 0 (jinak by ¢'(tp) = 0, coz neni mozné). Protoze parame-
trizace ¢ a 1 maji spojité derivace, je podil jejich derivaci v (5.2) spojita funkce. Takze i
h' je spojitd a diukaz je ukoncen pro pripad neuzavieného oblouku.

Meéjme nyni uzavieny oblouk C. Parametrizace ¢ a v jsou prosté jen na intervalech
(a,b) a (c,d). Vyse uvedeny dikaz ndm davd, ze

h: {a,b) — (c,d)

je spojitd a h' je spojitd a nenulovd na (a, b). Zbyva si uvédomit, ze h je spojita i v koncovém
bodé b. K tomu staci rozdélit oblouk C' néjakym délicim bodem, rtiznym od pocateéniho,
na dva neuzaviené oblouky Cp a Cs. Ty maji parametrizaci

w: {a,tg) — C1 a @: (to,b) — Co,

kde tg je parametr odpovidajici délicimu bodu. Podle jiz dokazané ¢éasti je h spojitd na
obou intervalech, a tedy specielné i v bodé b. O

Tvrzeni 5.4 11k, ze parametrizaci ¢(t) je mozno ziskat z parametrizace v (s) substituci
s = h(t). Proto se funkce h nazyva transformaci parametru mezi parametrizacemi ¢ a 1.
Vzhledem k tomu, Ze h'(t) je spojitd a nabyva pouze nenulovych hodnot na intervalu (a, b),
neméni na tomto intervalu znaménko. Samotnda funkce h je proto ryze monoténni. Je-li
h rostouci (resp. klesajici) nazveme parametrizace ¢ a 1 souhlasné (resp. nesouhlasné).
Souhlasné parametrizace pak odpovidaji pohybu bodu po oblouku ve stejném smyslu (se
stejnym pocatecnim a koncovym bodem), zatimco nesouhlasné parametrizace indukuji
pohyby ve smyslu opa¢ném, viz. obr. 5.4.

2 Délka krivky

Soustiedme se nyni na otazku, jak definovat a vypocitat délku dané kiivky. Jsme ve stejné
situaci jako pri definici objemu obecného télesa v Kapitole 1. Z elementarni geometrie
zname délky nékterych specidlnich kiivek (dsecka, kruznice), chybi ndm vsak definice
délky v obecném pripadé. K jejimu nalezeni mtzeme uzit nékolik pristupt. Ten nas bude
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¢

Obr. 5.4.

opét zalozen na axiomatické definici. Protoze ktivka se sklada z kone¢né mnoha oblouk,
staci zkoumat, jak zavést pojem délky pro oblouk.

Méjme oblouk C' s parametrizaci ¢: (a,b) — C. Délka daného oblouku C' je jisté
nezaporné ¢islo. ProtoZe zavisi na parametrizaci ¢ a intervalu (a, b), ozna¢ime ho symbolem
l(p,{a,b)). Podivejme se na vlastnosti, které délka musi splnovat. Predev$im, ve shodé
s obecnym nazorem ocekavame, ze rozdélime-li interval (a,b) na dva intervaly (a,s) a
(s,b) musi byt celkova délka oblouku C' rovna sou¢tu délek oblouki odpovidajicich obéma
intervaliim,

l(907 <a’ b>) = l((p, <a7 3>) + l(@? <37 b>)
Tato vlastnost se nazyva aditivita délky.
Dalsi pozadavek, ktery musi definice délky respektovat, vychézi z nasledujici fyzikalni
predstavy. Oblouk C' je realizovan jako drdha pohybu ¢astice s polohou ¢(t), t € (a,b).
Norma (= velikost) vektoru okamzité rychlosti v ¢ase t je rovna

2 2
I @)l = L8+ + ()
Protoze velikost rychlosti ||¢'(¢)|| je spojitou funkei ¢asu ¢, ma tato funkce maximum i
minimum na intervalu (a,b). Délka oblouku C' je rovna velikosti dréhy, kterou uvazovany
bod vykona. Tato draha ovsem nemuze byt vétsi nez draha, kterou by v témze case vykonal
bod pohybujici se rovnomérné maximélni rychlosti max g 5 (||¢’||). Dostavame tak, Ze
1(p, (a,b)) < r(Ila})>><(H<P'H) -(b—a).

)

Zcela analogickad tvaha pro minimalni hodnotu rychlosti pak vede k pozadavku

min ([[¢"(1)]]) - (b — a) < U, (a,b)) < max (l¢'(t)]]) - (b a).
te{a,b) t€(a,b)
Je prirozené nazvat tuto vlastnost monotonii délky. Pristupme nyni k matematické definici
délky.
Definice 5.5. Necht C je oblouk s parametrizaci ¢: {a,b) — C. Zobrazeni l, které
kazZdému uzavrenému podintervalu I C (a,b) priradi nezdaporné cislo (@, I) se nazjvd
délkou oblouku p(I), jestlize splniuje nasledujici dva axiomy
(A) aditivita:
l((p, LU 12) = l((p, Il) + l(@a 12)7
kdykoli I a Iy jsou dva uzavrené podintervaly (a,b) majici spolecny prdvé jeden
hranicni bod.
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(M) monotonie:

. / . 7 < < / . 7
rtnelp(\lso(t)ll) delkal_l(so,l)_rggIX(llw(t)ll) délka I,

kde I C (a,b) je libovolny uzavieny interval.

Poznamka 5.6. Podobné jako v predchozich kapitoldach muzeme axiom (A) psat v obec-
néjsi formeé l(p, I) =U(p, 1) + - + (¢, I,), kde I, ..., I, je déleni intervalu I.

Ctenaf, ktery ma jiz jisté zkusenosti s axiomatickou definici z Kapitoly 1 vi, Ze musime
dokazat existenci takovéhoto zobrazeni [, jinak by Definice 5.5 nezavadéla viubec zadny
pojem. Dale bychom radi ukazali, Ze toto zobrazeni je jediné. Nesmifime se jisté s pocitem,
ze néjaky oblouk by mél dvé rizné délky. Pti hledani explicitniho vyjadieni pritom ziskame
i metodu vypoctu.

Véta 5.7. Zobrazeni l z Definice 5.5 existuje a je jediné. Navic

b
g, (a,5)) = / I8 dt,

kde p: (a,b) — C je libovolnd parametrizace oblouku C.

Dikaz. Z axioml Definice 5.5 se pokusime ukazat, ze pro pevné zvolenou parametri-
zaci p: {(a,by — C oblouku C, nemuze byt I(p, (a,b)) ni¢im jinym nez vyse uvedenym
integralem.

Vratme se proto na chvili ke Kapitole 1. Podobnym zptisobem, kterym jsme dosli
k zavéru, ze objem télesa V(f,T) je dvojny integral funkce f pres mnozinu 7', bychom
tvrzeni o reprezentaci objemu V(f,T") dvojnym integrdlem k tomu, abychom problém
délky krivky na néj prevedli.

Za prvé si vSimneme, ze v axiomech se nevyskytuje funkce ¢ ale pouze norma jeji
derivace [|¢'||. To znamend, ze ¢islo I(¢({a,b))) nebude zdviset na ¢, ale pouze na ||¢'|.
Z intervalu (a,b) utvorme zcela formdlné obdélnik T' = (a,b) x (0,1). Na funkei ||¢'(¢)]|
muzeme rovnéz pohlizet jako na funkci dvou proménnych f(t,u) = ||¢'(t)]|. Pro libovolny
obdélnik H = I x J, kde I C (a,b) a J C (0,1), a pro funkei f(¢,u) = ||¢'(¢)|| polozime

(5.3) V(f, H) = l(g,I)-délka J.

Ovérime, ze toto zobrazeni splnuje axiom aditivity pro objem:
Me¢jme obdélniky typu H; = I} x J a Hy = I x J jako na obr. 2.1. Protoze zobrazeni [
spliiuje axiom (A) mame

V(f,HiUHs) =1(p, ], UL)-délka J
=1(p, 1) - délka J + I(¢, I5) - délka J = V(f, Hy) + V (f, H).
Pro obdélniky typu Hy = I x J; a H3 = I x J3 z obr. 2.1 dostaneme mnohem snadnéji
V(f, Hy U Hs) = (o, ) - délka(J; U Js)
=1(p,I) - délka Jy + (o, I) - délka Js = V(f, Hy) + V(f, H3).
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Jak to vypadd s monotonii vyrazu 17( f,T)? Protoze | spliiuje (M) muzeme toho vyuzit:
Pro H = I x J mame

V(f,H) = (g, 1) -délka J < max ' (1) - délka I - délka J = ml?x(f) obsah(H).

Analogicky pro minimum. 17( f,T) spliiuje axiomy aditivity a monotonie. Z Véty 1.9 do-
stavame, ze takové V(f,T) je jediné a plati
-/
T

7 rovnice (5.3) vidime, ze pro T = (a,b) x (0,1) je hodnota V(f,T) je rovna l(¢, (a, b)),

takze
g, (a,5)) = / / f = /b / ¢ ()] dudt = /b I ()]l dt.
T a 0 a

Délkou tedy nemﬁie byt nic jiného nez integrél Z normy derivace parametrizaee

vvvvvv

zaci pevné daného oblouku C. Vime, ze parametrlzam je vice a obecné by integral mohl
vychazet ruzné. Musime proto ukazat, ze integral tohoto typu nezavisi na volbé parame-
trizace, tj.

b d
(5.4) / I/ (6)] dt = / 1/ (s)]] s

pro kazdou dalsi parametrizaci ¢: (¢, d) — C oblouku C. Podle Tvrzeni 5.4 je moZno na-
1ézt transformaci parametra h: (a,b) — (¢, d) tak, ze p(t) = ¥ (h(t)). Derivaci dostaneme

¢ (t) = o' (h(t)) (t). Takze

b b
[l1e@ia = [ 1w me))- e

Vime také z Tvrzeni 5.4, ze h' neméni znaménko na (a,b). Je-li tedy " > 0 na (a,b), pak
neni tieba psat absolutni hodnotu v poslednim integrdlu a uzijeme substituci s = h(t).

Tim dostaneme
/ ! (h(e)) ]| ' (t) dt = / [/(s)]] ds.

Je-li b < O na (a,b), pak |h/(t)| = —h/(t) a zdroven je funkce h klesajici. Pfi téze substituci
s = h(t) se navic zméni pofadi mezi ¢ a d:

/nw DI 1)) dt = /||w ||ds—/uw )l ds.

Overili jsme tak rovnost (5.4), a tedy vzorec pro délku oblouku nezavisi na zvolené para-
metrizaci. Tim je dikaz véty dokoncen. O
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Uvazujme nyni obecnou kiivku C. Pro jeji parametrizaci ¢ existuje déleni defini¢niho
oboru (a,b) na intervaly s krajnimi body a = t; < t3 < .-+ < t,41 = b tak, Ze mnoziny
Ci = o({ti,tix1)), i =1,...,n, jsou oblouky. Z Véty 5.7 vime, jak spoéitat délku oblouku,
a proto

41

n t b
e e = Y [ e @lde= [ 1o o]
=1 a

i

Priklad 5.8. Vypoctéte drahu [, kterou urazi stied odrazového sklicka pripevnéného na
obvodu jizdniho kola o poloméru r, pii jednom otoceni kola. Predpokladame pritom, ze
jizdni kolo se pohybuje po rovné cesté a bez klouzani.

Pri idealizaci této tlohy se jedna o vypocet délky kiivky, kterou vytvori pevny bod P
lezici na valici se kruznici o poloméru r. Uvedena kfivka se nazyva cykloida a je znazornéna

na obr. 5.5.

Obr. 5.5.

Parametrizaci cykloidy lze ziskat pomoci parametru ¢ udéavajiciho thel, o ktery se bod
P pti svém pohybu po obvodu kruznice otocil. Otoci-li se bod P pii svém pohybu o tihel ¢,
musi stfed valici se kruznice urazit stejnou dréahu, tj. rt. Souradnice bodu P odpovidajici
tomuto parametru tedy budou

x =rt—rsint,

Yy=17—1rcost.

Mame k dispozici parametrizaci p(t) = (rt — rsint,r — rcost), t € (0,27), a muzeme
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pouzit Vétu 5.7.

27 27
l:/||<p’(t)||dt:/H(r—rcost,rsint)]dt
0 0
2

s
- / V12 — 2r2cost + 12 cos? ¢ + r2sin? ¢ dt
0

27 27
t
:ﬂr/\/l—costdt:\@r/\@sinth
0 0

¢ 2
=A4r [— cos } = 8r.
2]

Pri uvedeném pohybu jizdniho kola tedy stied odrazového sklicka urazi drahu 8r. Jizdni
kolo samotné se pri tom posune o 27r.

3 Cviceni
Uloha. Uréete délku [ asteroidy o rovnici 22/3 + y2/3 = a?/3, a > 0, viz obr.5.6.

)

Obr. 5.6.
Reseni. Danou kiivku mtizeme parametrizovat zobrazenim
©(t) = (acos®t,asin®t), te (0,2m).

Ve shodé s Vétou 5.7 pak mame

27 27
l= / |(—3a cos? tsint, 3asin®t cost)| dt = / vV 9a2 cos? t sin? t dt

0 0

2w w/2
, , — cos2t]™/?
=3a [ |costsint|dt =12a [ sintcostdt = 6a 5 = 6a.
0

0 0
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Uloha. Vypoététe délku ¢asti kuzelové spirdly (n zaviti) definované parametrizaci
o(t) = (tcost,tsint,t),
kde t € (0, 2nm).
Reseni. Bezprostiedni aplikaci Véty 5.7 ziskame délku [ integraci funkce

o' ()|| = ||(—tsint + cost,tcost +sint, 1)|| = /2 + t2.

pres interval parametrizace. Tedy

2nm 2nm \[nﬂ'
l—/\/2+t2dt f/,/ Yt =2 \/1+u2du

U 1 fnﬂ
_2[2 1—|—u2+§1n(u+ 1+u2)]

= V2n7V/1+ 20272 + In(vV2n7 + V1 + 2n272).

Uloha. Uréete délku [ kiivky C, kterd je v polarnich soufadnicich popsana rovnici
(5.5) Q:asing’g, a>0, pe0,3m).

Reseni. Vzhledem k tomu, 7e © = pcosyp, y = osinyp, mizeme dosazenim za o ze
vztahu (5.5) ziskat parametrizaci U:

U(p) = (a sin® gcos @, asin® % sin <p> @ € (0,3m).
Pak
U'(p)=a sin? % (cos g cos ¢ — sin % sin ¢, cos % sin ¢ + sin g cos go)
= asin? % (cos (% + gp) ,sin (% + cp)) .
Tedy
|9(o)]l = asin® £
Podle integralniho vzorce pro délku mame
3 3T
2 3
l:/asin2¢d¢:a/wd¢: §7ra—§a singcp ’
3 2 2 4 371,
0 0
3
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Uloha. Uréete dréhu s pohybujiciho se bodu, je-li poloha v ¢ase t € (0,1) déna rovnici

o(t) = (t,t%,1).

(Bod se pohybuje po parabole v prostoru.)

Reseni. Plati
' ) = [1(1, 26, 1)]| = V/2 + 4¢2.

Tedy

s:/l\/2+4t2dt:\@/1\/1+(\/§t)2dt

/\/1+u2du—[ 14+u?+ = ln(u+ 1~|—u2)}

V2

0

_ \2[\/§+21n(\/§+\/§)-

1. Vypoctéte délku n zaviti Sroubovice s polomérem a > 0 a vyskou zdvitu h > 0.

2. Vypoététe délku rovinné kiivky zadanou parametrickymi rovnicemi z = e~¢

y=e tsint, t € (0,00), tzv. logaritmicka spiréla.

cost,

3. Ukazte, ze pro délku [ krivky, ktera Je grafem spopte diferencovatelné funkce f
definované na intervalu (a,b) plati | = \/ 1+ f/(z)? da.

4. Vypoctéte délku grafu funkce f(z) = arcsinz + m .
5. Vypoctéte délku Fetézovky y = coshz, z € (0,a) (a > 0).
6. Odvodte vztah s
— [VEGP TP dp,
1

kde [ je délka kiivky vyjadrené v polarnich souradnicich rovnici o = f(¢), kde f je
spojité diferencovatelnd funkce definovand na intervalu (p1, ¢2).

7. Vypoctéte délku kiivky, je-li v polarnich souradnicich vyjadiena rovnici
o=a(l+cosp), a>0,¢c(0,2nr).

8. Rovinnd ktivka je charakterizovina nasledujici vlastnosti: vzdalenost bodu na ni lezi-
cim od pocatku je neprimo tmérné thlu, ktery privodic¢ tohoto bodu svira s kladnou
¢asti osy x. Vime déle, Ze kiivka prochazi bodem (cos1,sin1). Vypoctéte délku té
¢asti kiivky, pro kterou jsou dhly pruvodice v intervalu (3/4,4/3).
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9. Uréete délku spiraly majici v polarnich soufadnicich tvar o = e=3%, ¢ € (0, 27).

10. Uréete délku kiivky v R3 dané rovnostmi y = aarcsin?, z = ¢1In Zf—z, a > 0,
pricemz krajni body této kiivky jsou body (0,0,0) a (zo, yo, 20)-

11. Hmotny bod se pohybuje tak, ze poloha v ¢ase t je (sint,cost, %) Urcete velikost
dréhy, kterou urazi v ¢asovém intervalu (0, 1).

12 Rozhodnéte kterd kiivka ma vétsi délku
a) kruznice o poloméru a

b) elipsa s poloosami &

5, 2a.

Vysledky.

1. 2mny /a2 + L5 2. v/2; 4. 4; 5. sinh a; 7. 8a; 8. ln%—{—%; 9. @(1—6_6”); 10. |zo|+ |20/,

471-2 )

kde |zo| < a; 11. 2v/2 + $1In(1 + v/2); 12. délka(elipsy)>délka(kruznice).
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Kapitola 6

Krivkovy integral funkce

1 Definice a zptisob vypoctu

Hlavnim motivem pro definici ur¢itého integralu funkce jedné proménné byla tiloha stano-
vit obsah oblasti omezené grafem dané funkce a intervalem na ose x. Rada aplikaci si viak
vyzaduje uvazovat obecnéjsi pripad, ve kterém je interval nahrazen krivkou. Tuto tlohu
miizeme formulovat nasledovné. Je dana rovinnd kiivka C' a nezdporna spojita funkce
f: C — R. Jak veliky je povrch plochy, jejiz spodni okraj je tvoren krivkou C' v sourad-
nicové roviné xy a horni okraj grafem funkce f ? (viz obr. 6.1.)

Obr. 6.1.

Oznacme tuto hledanou hodnotu symbolem S(f, C). V , praktické* formulaci problému
je S(f,C) napriklad plocha plotu, jehoz pudorys je tvofen kiivkou C' a ktery nemd vsude
stejnou vysku. (Vyska odpovidajici bodu (z,y) v pudorysu je f(x,y).)

S podobnou otazkou jsme se setkali jiz v predchozich kapitolach pti definici a vypoctu
objemu télesa a délky krivky. Opét si vime rady v nékterych specidlnich pripadech (na-
priklad povrch vélce), postradame vSak definici obsahu pro obecnou kiivku C' a obecnou
spojitou funkci f. Nastésti nejen problémy, ale metody jejich reseni jsou v matematice
casto analogické. Inspirovani tspésnym pouzitim axiomatické metody pri problému ob-
jemu télesa a délky krivky, pokusime se uplatnit stejny pristup i pri stanoveni obsahu
uvedené plochy. Formulujme si proto pokud mozno co nejjednodussi pozadavky, které
musi hodnota S(f, C) splnovat. Predevsim budeme misto kiivky uvazovat pouze oblouk.
Najdeme-li odpovéd pro oblouk, pak ji budeme znét i pro ktivku.
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Necht ', C5 rozdéleni oblouku C'. Pak celkovy obsah plochy nad obloukem C' by mél
byt roven souctu obsahti nad oblouky C7, Cs, jak je zndzornéno na obrazku obr. 6.2.

Obr. 6.2.

Vyjadieno rovnici:

Tato vlastnost vyjadruje aditivitu plochy. Vychazeje ze samoziejmé predstavy, ze veétsi
plocha mé vétsi obsah, dospé&jeme k nazoru, ze hodnota S(f,C) bude nejvyse rovna ob-
sahu plochy se zdkladnou C a konstantni vyskou rovnou maximu funkce f na oblouku C.
Podobné, S(f,C) bude jisté nejméné rovno obsahu plochy se zékladnou C' a konstantni
vyskou rovnou minimu funkce f na C, viz. obr. 6.3.

Obr. 6.3.

Povrch plochy s konstantni vyskou v je roven soucinu délka(C)-v, délky ptudorysu a vysky.
Timto muzeme nas pozadavek vyjadrit nerovnosti

mcin(f) -délka(C) < S(f,C) < mgx(f) - délka(C).

Ve schodé s terminologii predchozich kapitol nazveme tuto vlastnost monotonii obsahu
plochy. Nas seznam prirozenych vlastnosti plochy bychom mohli dale rozsirovat o dalsi
polozky. Ukazeme si vSak, ze aditivita a monotonie jiz tento pojem jednoznac¢né vymezuji.
Dostavame tak zakladni tvrzeni této kapitoly.

Véta 6.1. Méjme oblouk C C R™ a spojitou funkci f: C — R. Existuje pouze jediné
zobrazent, které kazdému oblouku D C C' a funkci f priradi cislo S(f, D) tak, Ze jsou
splnény ndsledujici axiomy:
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(A) aditivita:
S(f, D1U Dy) = S(f, D1) + S(f, D2),

kdykoliv D1, Do jsou na sebe navazujici oblouky, které jsou casti C.

(M) monotonie:
n}:i)n(f) -délka(D) < S(f,D) < m[z)xx(f) - délka(D)

pro kazdy oblouk D C C.

Dukaz. Myslenky tohoto dukazu jsou velice podobné dukazu Véty 1.9. Proto jiz budeme
Nejdiive ukazme, ze zobrazeni S(f, D) (o kterém zatim ani nevime, Ze existuje) je jed-
noznac¢né urceno. Méjme oblouk D C C. Pod pojmem déleni oblouku D budeme rozumét
mnozinu D1, Ds, ..., D, na sebe navazujicich oblouki jejichz sjednoceni je D.
Pro dané déleni 9 = {D1, Ds,...,D,} oblouku D a spojitou funkci f na D budeme
definovat nasledujici analogie hornich a dolnich integralnich souctt funkce jedné proménné:

7

S(f,2) = erbaX(f) - délka(D;)
=1

S(f,2) =) _min(f) - délka(D;).
i=1 "

Monotonie a aditivita nyni implikuji (zcela stejné jako v Tvrzeni 1.8), ze
(6.1) S5(f,2) < S(f,C) < S(f,2).
Odtud dale vyplyva, ze

(6.2) sup S(f, Z) < S(f,C) < ir_%fg(f, 9),
9

kde infima a suprema se v tomto pripadé uvazuji vzhledem ke vsem moznym délenim %
oblouku D. Ctenaf znaly postupu z prvni kapitoly ted jisté tusi, Ze se pokusime dokézat
rovnost

(6.3) sup S(f, 7) = inf S(f, 2).
9 9

To by pak podle (6.1) znamenalo jedinou moznost jak definovat S(f, D). Dikaz rovnosti
(6.3) je opét zaloZen na dulezité vlastnosti spojitych funkei na uzavienych intervalech,
kterou je stejnomérnd spojitost. Je-li ¢: (a,b) — D parametrizace oblouku, pak i slozena
funkce

g=fop:{(a,b —R

je opét spojitda funkce. Kazd4a funkce spojitd na uzavieném omezeném intervalu je stejno-
mérné spojitd. Pro predem zadané £ > 0 existuje d > 0 tak, ze |g(t1) — g(t2)| < €, jakmile
|t1 —ta] < d. Zvolme nyni déleni intervalu (a, b) tak jemné, ze délici intervaly Iy, I, ..., I
maji délku mensi nez 6. Pak obrazy téchto intervalu ¢(11),¢(I2),...,p(Ix) jsou oblouky
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tvorici jisté déleni 2 oblouku D. Ozna¢me D; = ¢(1;), i = 1,..., k. Pro jakkoliv zvolené
dva body ¢(t1), ¢(t2) na jednom z oblouki D; tak médme

[f(e(t)) — flp(t2))] = [g(t) — g(t2)] < e
To automaticky znamena, ze oscilace funkce f na jednotlivych obloucich D; je mensi nez ¢,

max(f) —min(f) <e,

pro vsechny oblouky D;, i = 1,..., k. Dostavame tedy nasledujici odhady

k
S(f,2 Z max mln(f)) délka(D;)
=1

k
<e) délka(D;) = e - délka(D),

Protoze ¢ > 0 muzeme volit libovolné, implikuje predchozi nerovnost, ze
sup S(f, 2) > inf S(f, 2).
9 9
Obréacena nerovnost plati vzdy, tudiz
sup S(f, 7) = inf S(f, 7).
9 9
Pro definovani hodnoty S(f, D) tedy nemame jinou volbu nez

S(f,D) =sup S(f,2) = inf S(f, 7).
9 9

Zbyva jen dokézat, ze tato volba vyhovuje axiomum (A) a (M).
Nejdiive ovérime vlastnost monotonie. Mé&jme opét oblouk D C C'. Zvolime si déleni
oblouku D obsahujici pouze jediny prvek: 2 = {D}. Pak totiz

(6.4) mDin(f) -délka(D) = S(f,{D}) < supﬁ(f, 9) = iI/lfF(f, P)

(f {D}) = max(f) - délka(D),

coz je axiom (M).

Podivejme se nyni na vlastnost aditivity. Necht Dy, Dy C C' jsou dva na sebe navazujici
oblouky. Zvolme déleni &7 oblouku D; a déleni 25 oblouku Ds. Pak 9 = 27 U 9, tvori
déleni oblouku D U Ds. Plati

(6.5) S(H2)="> max(f) - délka(K)
Ke9
= > max(f) - délka(K) + > max(f) - délka(K)
Keo K Key K

=S(f,21) + S(f, Z2).
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Na druhé strané ze stejnych divodu
Z rovnosti (6.5) plyne

Prejdeme-li nyni na pravé strané k infimu pres vsechna déleni oblouku D a vSechna déleni
oblouku Dy dostaneme

(67) S(valLJD?)Ss(faD1)+S(f7D2)
Zcela stejné z nerovnosti (6.6) plyne

S(f,D1U Dy) = Sl@lpﬁ(f, 92) 2 5(f,2) = S(f, 71) + 5(f, Z»)-

Prejdeme-li nyni na pravé strané k supremu pres vsechna déleni obloukd D; a Do mame
(6.8) S(f, D1 U D) > S(f, D) + S(f, D2).
Spojeni nerovnosti (6.7) a (6.8) okamzité dava
S(f,D1U Dy) = S(f,D1) + S(f, D2),
coz je vlastnost aditivity kterou jsme chtéli dokazat. Timto je dukaz uzavren. O

Prirozené geometrické pozadavky nas privedly k zobecnéni uréitého integralu funkce
jedné proménné:

Definice 6.2. Necht f je spojitd funkce definovand na oblouku C' C R™. Hodnota S(f,C)
splniugici axiomy (A) a (M) Véty 6.1 se nazgvd k¥ivkovy integral funkce f podél ob-
louku C'. Pro jeho znaceni budeme pouZivat symbol

C/fds.

Nekdy se tento integrdl nazjvd krivkovy integrdl 1. druhu.

Mame-li definici kiivkového integrilu, zajima nas prirozené otazka, jakym zpusobem
ho spocitat.

Véta 6.3. Necht f je spojitd funkce definovand na oblouku C. Pro kaZdou parametrizaci
: {a,b) — C plati

b
[ as= [ el o
C a
Specidlné, hodnota integrdlu vpravo nezdvist na parametrizaci.
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Dikaz. Necht C je oblouk s parametrizaci ¢: (a,b) — C a necht f je funkce spojitd
na C. Nejprve ukazeme, ze integral fab f(@)|l¢']| dt nezdvisi na volbé parametrizace.

Zvolme si jinou parametrizaci ©: (¢, d) — C téhoz oblouku. Podle Tvrzeni 5.4 existuje
spojitd transformace parametru h: (a,b) — (c,d), ze o(t) = ¥ (h(t)) a b’ je spojita a
nenulova na (a,b). Tim muzeme psat

/f DO dt = /f DI R @) dt.

Stejnym rozborem pripadu b’ > 0 a h' < 0 jako v diikaze Véty 5.7 dostaneme, Ze substituct
s = h(t) mame

/f DI ()17 2) !dt—/f DI ()] ds.

Vidime, Ze hodnota zkoumaného integralu nezavisi na parametrizaci.
Ted ovSsem ma smysl definovat pomocné zobrazeni

/f Dl ()] dt,

kde D C C je libovolny oblouk s parametrizaci : (c,d) — D. Zjistime, jaké vlastnosti
ma zobrazeni S. Diky aditivité integralu viic¢i integra¢nimu oboru mame pro délenf na dva
na sebe navazujici oblouky Dy = ¢({c, s)), D2 = ¢((s,d)) rovnost

5(f,D1) + 8(f, Dy) = /f DIl (¢ IIdt+/f DIl ()]l dt

/f DI (&) dt = §(f, Dy U Dy).

Zobrazeni S vyhovuje axiomu aditivity pro kfivkovy integral. Dale, monotonie jednoroz-
mérného integralu zaruci, ze

/ P00 d < max(f / ¢! (6)][dt = ma(f) - délka(D).

Zcela stejné plati i

3(/,D) = / P ()¢ (0)] dt > min(7 / I¢/(6)][dt = min(f) - délka(D).

Timto jsme odvodili, ze zobrazeni S(f, D) vyhovuje axiomim (A) a (M) z Véty 6.1. Na
zékladé jednoznacnosti uvedené ve Vété 6.1 musi platit S(f, D) = S(f, D). Protoze S(f, D)
je jiné oznaceni pro kiivkovy integral (viz Definici 6.2), je dikaz hotov. O
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Piiklad 6.4. Urcete velikost S ¢asti plasté valce x? + y> = 1, z > 0, omezené shora
rovinou = + y + z = 2 (znézornéte si dany Gtvar na obrazku).

Jednd se o plochu, jejimz pudorysem je oblouk C' (jednotkova kruznice v roviné xy se
stfedem v pocédtku) a kterd je shora omezend grafem funkce f(z,y) = 2—z—y. Dostavame
tak, ze hledany plast ma velikost

S—/(Q—:B—y) ds.
C

Volbou parametrizace ¢(t) = (cost,sint), ¢t € (0,27) méme

2m
S = /(2 —cost —sint) dt = 4m.
0

Zatim mame zaveden kiivkovy integral podél obloukti. Protoze kazda kiivka C' se

skldda z konecné mnoha na sebe navazujicich obloukt C1, ..., C,, polozime
(6.9) /fds:/fds+'--—|—/fds.
C C1 Cn

Toto bude definovat krivkovy integrdl funkce f podél krivky C.

Definice 6.2 zavadi krivkovy integral pro libovolnou spojitou funkci f a oblouk C' v R"™.
Nase geometricka motivace se tykala pripadu, kdy C byla rovinnou kfivkou a f nezapornou
funkei. Pak |, o J ds dava velikost obsahu plochy

M = {(z,y,2) | (z,y) € C, 0 <z < f(x,9)}.

Integral pres prostorovou kiivku jiz tento bezprostredni geometricky vyznam nema. V pro-
storu R? nemame dalsf nezavisly smér nad kiivkou C. Ledaze bychom opustili tifrozmérné
omezeni a chapali hodnotu fc f ds jako obsah plochy

M = {(xayazvt> ’ (x,y,z) €, OStSf(.%,y,Z)}

ve C¢tyfrozmérném prostoru, tj. jako plochu hypotetického plotu, jehoz zdkladna v tii-
rozmérném prostoru ma tvar kiivky C, pricemz vysku f(z,y,z) nandsime do ¢tvrtého
rozméru. I takové plochy maji svlij vyznam, naptiklad v teorii relativity.

Krivkovému integralu muzeme nicméné vzdy prisoudit nasledujici jasny fyzikdlni vy-
znam. Predstavme si, Ze oblouk C je idealizaci fyzikalniho télesa, jehoz dva rozméry jsou
zanedbatelné vici tretimu (napf. tenky dréat). Necht funkce f popisuje hustotu rozlozeni
hmoty na C. Ptame se, jaka je celkova hmotnost oblouku C. Oznacme toto zatim neznamé
nezaporné ¢islo symbolem m(f, C'). Je zfejmé, ze pro rozdéleni oblouku C' na dva oblouky
C4, Oy je celkova hmotnost rovna souctu dilé¢ich hmotnosti t;j.

m(f7 C) = m(fv Cl) +m(f> 02)

Je-li C' homogenni hmotny oblouk, tj. je-li hustota f konstantni funkce, pak celkova hmot-
nost je rovna soucinu délky oblouku a hustoty. Konecné, zcela prirozené ocekavame,
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ze zmenSenim ¢i zvétSenim hustoty se stejnym zptisobem zméni i hmotnost. Tedy ¢islo
m(f,C) vidy respektuje nerovnost

ngn(f) -délka(C) < m(f,C) < mcax(f) - délka(C).

Z vyse feCeného plyne, ze zobrazeni prirazujici kazdému oblouku C a hustoté f hmotnost
m(f,C) splnuje axiomy (A) a (M). Podle Véty 6.1 je tedy nutné

m(f,C):/fds.
C

Kiivkovy integral tedy muzeme také chapat jako hmotnost kiivky s danou (obecné nikoliv
konstantni) hustotou. Podobné je mozno pomoci kiivkového integralu fc fds stanovit
celkové mnozstvi dané kvantity (ndboje, tepla, apod.), zname-li funkci f popisujici jeji
rozlozeni podél kiivky C.

2 Cviceni

Uloha. Urcete Jo Va4 y? ds, kde C je kruznice v roviné se stiedem v bodé (1/2,0) a
s polomérem 1/2.

Reseni. Volbou parametrizace

1 1 1
o(t) = (5 + Ecost, §sint), t € (0,2m7),

mame ||¢'(t)|| = 1/2 a tedy

2t 27
1 1 2 1 21 1
/\/x2+y2ds :/\/(2+2cost> —|—(—sint) 2dt=4/ 24 2costdt
0 0

2
C
27 i
1 t
== 4cos? —dt = [ |cosu| du = 2.
4 2
0 0

Uloha. Vypoététe obsah plotu S, jehoz pidorys tvoii elipsa

2 2
T
LY

100 © 25
vime-li, ze vySka v bodé (x,y) je rovna \/(1/4)z? + 4y2.

Reseni. Hledany obsah S je dén kiivkovym integralem

Sz/\/(1/4)x2+4y2 ds.
C

94



HAMHALTER, TISER: INTERGRALNI POCET

Volba parametrizace ¢(t) = (10cost, 5sint), ¢ € (0,2m), pak dé

21
/ V(1/4)22 + 42 ds = / V25 cos? t + 100sin® ¢ - /100 sin? ¢ + 25 cos? t d¢
C 0

27
= / 25 cos? t + 100sin? ¢ dt

0
2

1 2 1— cos?2
- /25“5’” + 100%15 dt = 1257

0

Uloha. Uréete hmotnost m dratu ve tvaru oblouku cykloidy
C ={(r(t —sint),r(1 —cost) | t € (0,2m)},
je-li hustota rovna druhé mocniné vzdalenosti daného bodu od osy .

ReSeni. V tomto piipadé je hustota déna funkei f(z,y) = 32 a celkovd hmotnost m
je dana integralem fc f ds. Vypoctem pak dostavame

27 27
t t
m = /y2 ds = /r2(1 — cost)*rv/2v/1 — cost dt = TS\/§/4<sin4 5)\/§sin§ dt
C 0 0
sy

2
= 167‘3/si1r15 z dz = ETS.
15

0

Uloha. Vypoététe

/a:y ds,

C
kde C = {(z,y,2) | 2> +9y* + 22 =1, v +y + 2 = 0}.

Reseni. Uvedens kiivka je kruznici se stfedem v poéatku a polomérem 1, kterd lezi
v roviné = + y + z = 0. K jeji parametrizaci postac¢i znét ,, vnitini* (ortogondlni) sourad-
nice dané roviny. Tyto soufadnice jsou dany libovolnou dvojici ¢, o navzajem kolmych
a jednotkovych vektoru, které lezi v roviné x + y + z = 0. Napf. vektor (1,—1,0) lezi v
dané roviné. Nalezneme néjaky k nému kolmy, ktery rovnéz lezi v té samé roviné, napr.
(1,1, —2). Nyni je znormujeme, aby méli velikost jedna. Tak

2
U] = \2[(1, —1,0), Uo = —(1,1,-2).

Kiivku C' pak muzeme parametrizovat zobrazenim
o(t) = (cost)ty + (sint)vs, t€ (0,2m).
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Vzhledem k tomu, ze ||¢'(¢)|| = 1, méme,

(\/5 cost + \gé Sint) (—\/5

6
5 cost + \G[Sint) dt

21
/(5
C 0
2 2
1 1 1/1 2t 1,1— 2t
- J( b b [T ()
0 0
1
= ——T.
3

Uloha. Uréete fc xyzds, kde ktivka C' je ddna soustavou podminek

2
r
x2+y2+z2:r2, x2+y2:z, z,y,2 > 0,7>0.

Reseni. Krivka C je ¢asti pruniku valce a kulové plochy. Jedna z moznych paramet-
rizaci je

o(t) = (2 cost, 2smt 2 2 ) = g(cost,sint, V3), te(0,inm).
, r
Tedy /(1)) = £
V3 3
/:Uyzds— /costsmt 5 dt— / costsintdt = \[
C

0

Uloha. Uréete stfedni hodnotu H funkce f(a: y) = x na C4sti paraboly y= 2?2,z €(0,1)

ResSeni. Spocitejme nejdifve délku kfivky. Volba parametrizace op(t) = (t,t?), kde
€ (0,1) dé

/\/1+4t2dt [ 14482 4= ln2t—|—\/1+4t2 77\f+ 1n(2+f)

Dale mame

1
/:E d3:/t\/1+4t2 dt.
C 0

Uzitim substituce u = 1 + 4t dostaneme

5 5
1 1| ud/? 1,
1

c
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. 5W1Bs-1) V1251
VB +i2+VE)  6v5+3I(2+5)

Vypoctéte nasledujici krivkové integraly

[\] —

Q\

-

Q\

t

10.

11.

12.

1
. / ds, kde C je tsecka s krajnimi body A = (0, -2), B = (4,0).

r—Yy
c

2

xyds,kdeC:{xy ‘——I— =1 x,y>0},a7éb.

b

y ds, kde C je ¢ast Bernoulliho lemniskaty (z2 + 32)? = 22 —y?, 2,y > 0.

Q\

($4/3 + y4/3) ds, kde C je asteroida o rovnici #2/3 + y2/3 = a?/3.

. /\/Zy ds, kde C je ¢ast cykloidy z = a(t —sint), y = a(1 — cost), t € (0, 2m).
C

) 22 — /22 +9y2) ds, kde C je zdvit kuZelové Sroubovice x = tsint, y = tcost,
Yy

C
z=1t,te(0,2m)}.
/932 ds, kde C je dana rovnicemi 2 + > + 22 =da%, a >0,z +y+ 2z = 0.
. / 5 ds, kde C je oblouk sroubovice {(acost,asint,t) | t € (0,2m)}.
x2
/z ds, kde C' je oblouk dany soustavou rovnic 22 + 1% = 22, 22 — 2z 4+ y? = 0, ktery
C

mé pocéateéni bod (0,0,0) a koncovy (2,0, 2).

Zékladna plotu je kiivka y = %xQ, r € (—/3,V/3); vyska plotu nad bodem (z,y) je
1/(1 + 2?). Uréete plochu plotu.

Zjistéte obsah plasté zobecnéného valce V = {(x, Y, 2) ‘ P24y =r? 0<2< %}

Najdéte plochu ¢asti plasté vélce 22 + y? = rx, kterd se nachézi uvniti koule se
stfedem v pocatku a polomérem r.
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16.

17.

18.
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Urcete hmotnost ¢ésti paraboly o rovnici y? = 2pz, 0 < z < %p, p > 0, s hustotou
p(z,y) = lyl.

Uréete hmotnost oblouku dratu ve tvaru kiivky o = e’ cost,y = e'sint, z = e, kde
t € (0,tg), za predpokladu, Ze hustota je nepfimo timérna vzdélenosti od pocatku
soufadnic a v bodé (1,0,1) je rovna jedné.

Naleznéte soufadnice tézisté oblouku cykloidy {(a(t —sint),a(l—cost) | t € (0,2m)}.
Hustota je konstantni funkce.

Vv

T={(z,y,2) | 22 +9*> + 22 =d?, z,y,2 > 0}.

h
Urcete momenty setrvacnosti zavitu sroubovice {(a cost,asint, 2—t> ’ t € (0, 27r)}
T

vzhledem k soufadnicovym osam.

Naleznéte moment setrvacnosti homogenni kruznice o poloméru a vzhledem k primce
prochézejici jejim stredem

a) kolmé na rovinu kruznice

b) lezici v roviné kruznice

¢) svirajici s rovinou kruznice thel .
Vysledky.

ab(b® — a?)

. . 7/3. 3/2. 22 2\3/2 .
m,s.l—ﬂ/274.4a/,5.47Ta/,6.T[(1+27T)/—1],

7. 2107 8, 81 /14 a% 9. 2 (V2 + In(1 + v2)); 10. 2In(2 + V/3); 11. 5 12, 4%

a

13. 2p2[(1 + 1/p)3/? — 1]; 14. toV/3; 15. (ma, 3a); 16. 32(1,1,1);
17. I, =1, = (“2—2 + %2) 41202 + h2, I, = a®V/4m2a? + h?; 18. a) 2ma?, b) 7a?,
c) ma3(1 +sin? o).
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Kapitola 7

Krivkovy integral vektorového
pole

1 Zakladni pojmy

Kiivkovy integral vektorového pole je modifikaci kiivkového integralu skalarni funkce,
ktera vznikla z potieb aplikaci ve fyzice, chemii a ostatnich prirodnich védach. Drive, nez
pristoupime k jeho podrobnéjsimu vykladu, budeme se zabyvat vlastnostmi vektorovych
poli. Vektorové pole v R™ je vlastné zobrazeni, které kazdému bodu x € R" priradi néjaky
n-rozmérny vektor F(x) € R"™.

Definice 7.1. Necht A C R™. Spojité zobrazeni F : A — R" (n > 1) se nazjvd vektorové
pole na mnoziné A.

Nés budou zajimat témeér vyluéné piipady n = 2 a n = 3 tj. rovinné a prostorové
pole. Ve fyzikalni interpretaci chdpeme hodnotu F(z,y,z) pole F v bodé (z,y,z) € R3
jako vektor znazornujici silové ptisobeni daného fyzikalniho pole v bodé (z,y, z). Kazdé
vektorové pole v R? miizeme rozlozit do slozek danych nasobky bazovych vektori ;, j, ka
vyjadrit tak zédpisem

ﬁ(ﬂ?,y,Z) = Fl(x7y7 Z);—i_ FQ('r7y7 Z).;—’— Fg(m',y,Z)E,

kde F1i, Fy, F3 jsou funkce tii proménnych, které budeme nazyvat slozkami vektorového
pole F. Jiny zpusob zapisu pole F(z,y, z) je

ﬁ(ﬂ;y,z) = (Fl(a:,y,z),Fg(ﬂ:,y,z),Fg(a:,y,z)).

Zakladni pojmy a vlastnosti funkce vice proménnych miizeme prenést i na vektorové pole.
Rekneme napiiklad, ze vektorové pole je tiidy C*, jsou-li t¥idy C! vSechny jeho slozky.

Priklad 7.2. Vyjadiete analyticky (tj. vzorcem) gravitacni pole vytvorené hmotnym bo-
dem o jednotkové hmotnosti umisténym v poc¢atku souradnicového systému.

Podle Newtonova gravitaéniho zakona je takové pole popsadno pomoci vektoru intenzity,
jehoz velikost je neprimo imérna druhé mocniné vzdalenosti od pocatku a ktery sméruje
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k pocatku souradnicového systému. Tedy

= —K ZL‘;-F yj—i— 2k —K xf—i— yj—l— 2k
F(x,y,z): - - —’2' - 2 = 2 2 2" 2 2 2
@i+ yj + 2k|]> |lwi+yj+ 2k 27 TY T2 2Pyt + 2

—K

= GRS (xi +yj + zk),
kde x je gravita¢ni konstanta. Toto vektorové pole je definovano v R? \ {(0,0,0)}. Jeho

prvni slozka je funkce
—KX

V(@2 + 2+ 223

Ostatni slozky jsou dany analogickym vztahem. Dané vektorové pole je tiidy C! na svém
definiénim oboru.

Fl(xuyaz) =

Dalezitym prikladem vektorového pole, ktery budeme potiebovat k definici vektorové
verze kiivkového integralu, je teéné vektorové pole dané krivky. Zac¢neme opét s obloukem
misto kiivky. Uvazujme oblouk C' s parametrizaci ¢: (a,b) — C. Derivaci parametrizace

() = (£1(8), - en(t)

miuzeme interpretovat jako vektor rychlosti, chapeme-li ¢ jako popis pohybu po C. Z de-
finice oblouku vime, ze vektorova funkce o(t) (tj. zobrazeni z (a,b) do R") je t¥idy C*.
Vezméme bod x € C, ktery neni ani pocateéni ani koncovy. To znamend, zZe existuje
pouze jedind hodnota ¢ € (a,b), ze x = p(t) a navic ¢'(t) # 0. Vektor rychlosti reprezen-
tuje v tomto pripadé te¢ny smér k oblouku v bodé x, a proto ho nazveme tecnym vektorem
k C v bodé x. Normalizovany vektor (tj. vektor s délkou jedna)

()
'@

pak nazyvame jednotkovym tecnym wvektorem k oblouku C' v bodé ¢(t). Zde vidime, Ze
bylo vhodné uvést rovnou do definice oblouku pozadavek, aby ¢'(t) # 0. Nemusime se
nyni starat o to, abychom se pti déleni vektoru ¢'(t) jeho velikosti ||¢'(t)|| nedostali do
situace, kdy délime nulou. Pro krivku jsou tecné vektory definovany ve vSech bodech krivky
az na pripadnou kone¢nou mnozinu vyjimek. Je-li uvazovana krivka obloukem, je tecny
vektor definovan v kazdém jeho vnitinim bodé.

7=

Definice 7.3. Necht C je krivka s parametrizaci ¢: (a,b) — C. V kazdém bodé ¢(t) € C,
kde existuje nenulovd derivace ¢'(t), definujeme vektorové pole T predpisem

0
IOl

nazgvané jednotkové teéné vektorové pole krivky C (indukované parametrizaci o).

7(p(1))

Piiklad 7.4. (i) Necht C = {(z,2?) | € (0,1)} je oblouk paraboly. Tento oblouk je
mozno parametrizovat napriklad zobrazenim

o(t) = (t,1%), t €(0,1).
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Pocate¢ni bod je p(0) = (0,0) a koncovy ¢(1) = (1,1). Uvedend parametrizace indukuje
jednotkové tecné vektorové pole

i+ 2t5
V1+ 42’

které je definovano na celém oblouku. Lze vsak zvolit i jinou parametrizaci

(7.2) P(s) = (1—s,(1—15)%), se(0,1).

P1i této parametrizaci prochédzime oblouk C' v opa¢ném sméru nez pii ¢. Pocateéni bod
¥(0) = (1,1) a koncovy bod (1) = (0,0). Odpovidajici jednotkové tecné vektorové pole
bude v tomto pripadé pole

(7.1) (L, 1) =

(7.3) B —s, (1—5)?) = _11117((11__32

Vimnéme si pii tom, Ze pro kazdy bod (z,?) na oblouku C' plati
(7.4) 7z, 2?) = —To(z, 22).

Je-li totiz (z, %) € C, pak v prvni parametrizaci mu piislusi jist4 hodnota t = z a ve druhé
1 —s =2 Odtud s =1 — z. Dosazenim za s do (7.3) ziskdme (7.4). Dvojice jednotkovych
tecnych vektorovych poli 7, 7 tak reprezentuje navzdajem opacné zpusoby probihani dané
paraboly, viz obr. 7.1.

x
Obr. 7.1.

(ii) Necht C je obvod trojuhelniku s vrcholy A; = (1,0,0), A2 = (0,1,0), A3 = (0,0,1)
a necht ¢: (a,b) — C je jeho parametrizace. At uz je parametrizace jakdkoliv, vrcholy
trojuhelnika nebudou odpovidat bodum kde ¢’ existuje. Tecné vektorovéa pole tedy nejsou
definovana ve vrcholech. Kiivka C méa pravé dvé jednotkova vektorova pole 7 a —7, ktera
odpovidaji dvéma zptsobum prochdzeni obvodu. Pro (z,y, z) € C'\ {A1, Aa, A3)} je tetné
pole T dano

je'h (CL’,y,Z) € A1A2
je_h (LU,y,Z) € Az A3
je_h (.T,',y,Z) € A3A1-
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V dulezitém piipadé oblouku skutecéné existuji pravé dvé (navzajem opacnd) jednotkova
tecnd vektorova pole. Zdtvodnéme si toto tvrzeni: Jsou-li ¢: (a,b) — C av: (¢,d) — C
dvé parametrizace oblouku C', pak existuje podle Tvrzeni 5.4 transformace parametru h
zobrazujici interval (a,b) na interval (c,d) tak, ze ¢(t) = ¥ (h(t)) pro vSechna t € (a,b).
Ozna¢me 7 a 75 jednotkova tecnd vektorova pole indukovand parametrizacemi ¢ a 1.
Zvolime si bod x na oblouku C. V parametrizaci ¢ mu ptislusi jistd hodnota parametru,
feknéme t: x = @(t). V parametrizaci ¢ je to obecné jind hodnota s, tj. x = 9(s).
Transformace parametru h spliiuje ¢(t) = ¢(h(t)). Vidime, ze s = h(t). Nyni

A QN ¥'(s)

TI(x) = ———, Ta(x)=——=.

I (Il 19" (s)l

Ovsem, 7 (x) muzeme déle vyjadrit

2 (x) = ) @) -PE)  Y(s) A
le" @I [ R@) - RO 1 ()1 [P ()]

Il
™)
—~

><
S—

/

|h(t)]

Vyznam jednotkového tec¢ného pole spoc¢iva v tom, ze urcuje smér pohybu po dané
kiivce. Je tedy pro nds dodate¢nou informaci o tom, jakym zptsobem byla kiivka probéh-
nuta. Tuto informaci budeme nazyvat orientaci.

Vektorova pole 7| a 75 se tedy lisi o vyraz , coz je konstantni funkce rovna +1.

Definice 7.5. Necht C je krivka. KaZdé jeji jednotkové tecné pole T nazyvdme orientaci
krivky C. Dvojici (C,T) nazjvdme orientovanou krivkou. Casto piseme krdtce (C,7) = (C).

Podle této definice je mozno oblouk orientovat pravé dvéma zptisoby: orientace je dana
tim, ktery ze dvou krajnich boda volime jako pocatecni a ktery koncovy.

Pristupme nyni k definici kiivkového integralu vektorového pole. Zakladni véci, na
kterou si musime vzdy odpovédét je otazka: Pro¢ dany pojem zavadét? Co ocekdvame od
kiivkového integralu? Odpovéd neni piilis slozitd. Chceme s jeho pomoci vypocitat praci,
kterou kond hmotny bod pohybujici se po dané ktivce ve vektorovém poli. To je divod
zasadni a dulezity. Vime-li nyni, co ma krivkovy integral znamenat, mnohem snadnéji uz
uréime, jakd ma byt jeho definice.

Méjme orientovanou krivku (C, 7) ve vektorovém poli F.7Z fyziky vime, ze praci kona
slozka sily F tefna ke sméru pohybu. Je-li x bod na ktivce C, ve kterém je definoviano
jednotkové teéné vektorové pole, pak je mozno vektor F (x) jednoznaéné rozlozit do sméru
rovnobézného s danym jednotkovym teénym vektorem 7(x) a do sméru kolmého na 7(x),
viz. obr. 7.2. Jingmi slovy, F(x) = Fy(x) + Fy(x), kde Fy(x) L F,(x), a Fy(x) je nésob-

=

kem te¢ného vektoru 7(x). Z analytické geometrie vime, ze velikost slozky Fi(x) je dédna
skalarnim soucinem téchto vektort ve smyslu rovnosti

—

Fy(x) = (F(x) - 7(x)) 7(x).
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Obr. 7.2.

Zjistili jsme, zZe pro nas cil stac¢i znat v kazdém bodé x na krivce velikost slozky F;,
tj. velikost skaldrniho souéinu F; - 7(x). Misto vektoru F'(x) v bodé kiivky tak uvazujeme
¢islo Fy(x) - 7(x). Zredukovali jsme integraci pole na integraci funkce.

Definice 7.6. Necht (C) = (C,T) je orientovand krivka a necht F je spojité vektorové pole
na C. Kfivkovy integral f(c) F d§ z vektorového pole F podél orientované krivky (C')
je definovdan rovnosti

(Viyraz na pravé strané je integral z funkce!) Nékdy se pro tento integrdl pouZivd ndzev
krivkovy integral 2. druhu.

Poznamka 7.7. (i) ProtoZe integrovana funkce F - 7 nemusi byt spojit4 ve viech bodech
kiivky C, rozdélime C na oblouky Ci,Cs, ..., (), kde vektorové pole 7 bude spojité ve
vsech vnitrnich bodech délicich obloukti. Krivkovy integral z po ¢astech spojité funkce F.7
je pak mozno definovat jako soucet integrali pres dil¢i oblouky, tedy rovnosti

/ﬁdngﬁd§+/ﬁd§+--.+/ﬁd§.
(C) (Cl) (02) (Cn)

Je mozné ukazat, ze hodnota tohoto integralu nezavisi na volbé déleni Cy, Cs, ..., C),.

(ii) Necht ¢: (a,b) — C' je parametrizace kiivky C, jejiz orientace je ddna jednotko-
vym te¢nym vektorovym polem indukovanym touto parametrizaci. Pro kazdé spojité pole
F na C méme

b b
13) [ Fas= [(F-7 as= [ (Feeton S0 ) Il a= [ Fem)- ¢ a
(©) C a a

Hodnotu kfivkového integralu vektorového pole tedy ziskame tak, zZe integrujeme ska-
larni souéin tohoto pole s derivaci parametrizace. Pomoci vztahu (7.5) budeme hodnotu
f(c) F' ds pocitat. Zpusobu vypoctu rovnéz napomaha forma zapisu Casto pouzivand ve

fyzice. Napf. pro pole F = (Fy, Fy, F3) se kiivkovy integrél z F znadi

(7.6) / F d5= /F1 dz + Fydy + Fydz.
©) C
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Duvod k takovému znaceni je ndsledujici: Necht ¢(t) = (p1(t), p2(t), ps(t)). Lze ji také
zapsat pomoci tii rovnic z = p1(t), y = pa(t) a z = p3(t). Diferencidly pak jsou

dz = ¢y (t) dt,
dy = ¢5(t) dt,
dz = ¢h(t) dt.

A tedy vyraz v (7.5), ktery stoji za znaménkem integralu je
F-Q(t)dt = Fy - i (t)dt + Fy - oh(t) dt + F - oh(t) dt = Fy dz + Fo dy + Fydz.
Tvar (7.6) naznacuje, jak integral vypocitat.
Zbyva pripomenout posledni pojem svizany s orientaci uzaviené kiivky.

Definice 7.8. Necht C je uzaviend jednoduchd krivka v roviné. Rekneme, Ze (C,7) md
kladnou orientaci, jestlize jednotkové tecné pole T je indukovdno parametrizaci, kterd
pri rostoucim parametru urcuje pohyb po krivce C v kladném smyslu.

P¥iklad 7.9. Necht F(z,y) = (22, zy). Vypodtéte f(c) Fd3, kde C je kladné orientovans
horni ¢ést elipsy

2 2
£ Y
ﬁ‘i—bj:l, a,b>0, y>0.

Kladnd orientace odpovidd parametrizaci definujici pohyb po elipse proti sméru hodino-
vych rucicek, viz. obr. 7.3.

Obr. 7.3.

Jednou z odpovidajicich parametrizaci je napt. ¢(t) = (acost,bsint), t € (0, 7). Jednodu-
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chym vypocétem pak dostaneme

/ Fds= /(a2 cos’t,absintcost) - (—asint,bcost)dt

(©) 0

= /(—a3 cos’tsint 4 ab® cos? tsint) dt = (ab® — a®) /cos2 tsintdt
0 0
2 _ 2 2 o o [u ' 2 59 o
=a(b®*—a*) [ v*du=a(b” —a”) | :§a(b —a”).
~1

V pripadé, kdy a = b (polokruznice) je | ©) F d3 = 0. Tento dilé{ visledek je moino ziskat

i bez vypoctu, uvédomime-li si, ze vektorové pole F = (22, 2y) = z(z,y) je v kazdém
bodé nasobek polohového vektoru, a tedy kolmé k tec¢nému vektorovému poli kruznice
(nakreslete si obrazek).

2 Krivkovy integral jako prace

V této casti si korektné potvrdime nasi motivaci kiivkového integralu pole. Ukazeme, Ze
reprezentuje praci, kterd se vykona v zadaném vektorovém poli ﬁ, pohybuje-li se bod po
krivce C’ ve smyslu jeji orientace. Oznaéime si velikost vykonané prace symbolem A(ﬁ , (@)

Jak jsme vidéli drive, vektorové pole F je mozno \ bodech oblouku C vyjadrit jako
soucet dvou navzajem kolmych vektorovych poli F=F + Fn, pricemz F, je vektorové
pole rovnobézné s teénym vektorovym polem na C'. Slozka F, je kolma na smér pohybu,
a proto préci nekond, A(E,, (C)) = 0. Zévérem tedy dostavame A(F, (C)) = A(Fy, (C)).

Rozdélme oblouk C' na dva orientované oblouky C; a C5 tak, ze orientace Cy a Cy jsou
dany z ptvodni orientace oblouku C. Prace odpovidajici pohybu po celému oblouku C' je
rovna souctu praci realizovanych na dil¢ich tsecich drahy C a Cs. Tedy

A(F}, (C)) = A(Fy, (Ch)) + A(F}, (Ca)),

coz déva axiom aditivity.

Zaroven ocekiavame, ze prace bude tim vétsi, ¢im ,,vice a souhlasnéji“ s jednotkovym
te¢nym polem 7 bude slozka F, pusobit. Protoze F, = (Z*:" - 7)7, je hledand hodnota prace
nejvyse rovna praci, kterou vykoné pole G s konstantni velikosti

G =7 max(F 7).
C
Podle elementarni definice je prace takového pole rovna soucinu velikosti sily a drahy. Tedy
A(G,(C)) = mcax(ﬁ - 7) délka(C).
To nés spolu s analogickou tivahou o minimu skalarniho sou¢inu F - 7 vede k nerovnostem

mén( 7) délka(C) < A(F, (C)) < mcax( 7) délka(C).
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Tato vlastnost vyjadiuje monotonii prace. Jinymi slovy, zobrazeni A(F‘t, (C)) spliuje axi-
omy (A) a (M) Véty 6.1. Musi tedy platit

A(E,(C)):/F-Fds: /ﬁd§.
c @
Priklad 7.10. Vypoctéte praci A, kterd se vykon4 v tthovém poli F(z,y,z) = —mgk, pii
pohybu po Sroubovici C' s osou z a vyskou zavitu h. Poc¢ateéni bod pohybu je (a,0,3h)
a koncovy bod (a,0,0). (Takovouto energii ziskdme pri sjezdu toboganu piislusnych roz-
meéri.)
Parametrizace, ktera souhlasi se zadanou orientaci, je

h
o(t) = (a cost, —asint, 3h — Q—t) t € (0,6m).
7r

(Srovnej s prikladem 5.3 (ii), kde mé Sroubovice opa¢nou orientaci.) Pak

6
3 h
A= /Fd§: —mg / kds= —mg /(QO7 1)- <—a sint, —a cost,——> dt
2m
© (©) 0
67
h
= —mg/— dt = 3mgh.
2m
0

3 Kirivkovy integral jako priatok

V dalsim vykladu se zminime o jiné motivaci kiivkového integralu dtlezité jak z hlediska
¢isté matematického, tak i z hlediska aplikaci. Predstavme si, ze C' C R? je kladné orien-
tovand, uzaviend kiivka, ktera tvoif hranici omezené souvislé mnoziny v R2, viz obr. 7.4.

n "
n .

V=0
‘7

St

Obr. 7.4.

Tato oblast se nazyva vnitikem kiivky C' a pro jeji oznaceni budeme pouzivat symbol
Int C. Predstavme si nyni, Ze rovina je zaplnéna nestlacitelnou proudici kapalinou, prlcemz
rychlost proudéni v daném bodé (z,y) je ddna vektorem V(a: y). Vektorové pole 1% tedy
popisuje rovinné proudéni. Zajima nés pritom, jaka je celkova bilance proudéni v oblasti
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Int C tj., jaké mnozstvi kapaliny (zde v metrech ¢tverecnich) z této oblasti vytece ¢i do
ni vtecCe za jednotku casu. K tomu staci urcit jaké mnozstvi kapaliny protece za jednotku
casu hranici oblasti, tedy krivkou C.

Ozna¢me toto, zatim hypotetické mnozstvi, symbolem 1’3(‘77 (). Dohodnéme se dile,
ze &islo P(V,C) bude kladné, jestlize kapaliny v Int C' ubyde, tj. vice vyteklo nez vteklo.
Pokusime se odvodit integralni vyjadreni pritoku P(Y_/’7 (). Podobné jako v pripadé prace
tak uc¢inime na zakladé Cisté elementarnich ivah a Véty 6.1. Opét by mél platit princip
aditivity . . .

P(V,C)=P(V,Cy)+ P(V,Cy),

ktery je matematickym vyjadienim zcela ziejmé skutecnosti, ze celkovy prutok kiivkou C
je roven souctu prutoku pres oblouky C7 a Cy, které tvoii jeji rozdéleni. (Orientace téchto
oblouku je shodné s orientaci kiivky C'.) Pro stanoveni pritoku je podstatné mnozstvi ka-
paliny, které protece danym tsekem hranice ve sméru kolmém na kiivku. Definujme proto
jednotkové vnéjsi normdlové pole 7i kiivky (C) jako vektorové pole, které kazdému bodu
ktivky (z,y), ve kterém je definovan jednotkovy teény vektor 7(z,y), pfifadi jednotkovy
vektor 7i(x,y), ktery je kolmy k 7(x,y) a mifi do vnéjsi oblasti urcené kiivkou C. Vekto-
rové pole V mitZeme nyni vyjadrit ve tvaru rozkladu do dvou kolmych sméru V=V + ‘7,;,
kde V, je vektorové pole rovnobézné s te¢nym vektorovym polem 7 a Vi, je vektorové pole
rovnobézné s normélovym vektorovym polem 7.

Pole V, je na krivce C' rovnobézné s tecnou, a proto je prutok zpusobeny slozkou v,
nulovy, P(V}, C) = 0. Muzeme se tedy omezit na pripad vektorového pole V, = (‘7 - )T
Prutok tohoto proudéni bude tim vétsi, ¢im vétsi rychlosti bude kapalina proudit ve sméru
normaly 7. To znamend, ¢im vétsi bude skalarni soucin V - ii. Plati proto odhad:

(7.7) P(it mcin(V -i1),C) < P(V,C) < P(it mgx(v -it), C),

Obé pole Aming(V - ) i maxc(V - i) majf konstantni velikost a smér normély. V tom
pripadé se jednd o kapalinu, kterd vytéka konstantni rychlosti ¥ ve sméru normalového
vektorového pole 7i. Vzhledem k nestlacitelnosti vyplni takto vytekld kapalina plast zo-
becnéného vélce, jehoz pudorys tvori kiivka C, a jehoz vyska je ||U]|. Zaplni tak plochu
rovnou soucinu délky kiivky C' a velikosti ||7||. Aplikaci této Gvahy na nerovnost (7.7) pak
opét dochdzime k axiomu monotonie

mcin(x? -it) délka(C) < P(V,C) < mgx(x? -i1) délka(C).
Uzitim Véty 6.1 pro funkci Vit tedy dostavame

P(V,0)= [ (V-@)ds.
/

Je-li 7 = (11, 72) jednotkovy te¢ny vektor kladné orientované kiivky, pak vnéjsi normaéla
je = (12, —71). Tedy

‘7 ‘= (‘/1, VQ) . (nl,nQ) - (‘/la V2) : (7—27 _7_1) = (_‘/2? Vl) T
Zéavérem tedy dostdvame nasledujici integralni vyjadreni prutoku
(7.8) P(V,C) = /(—1/2,1/1), kde V = (V1,Va).

(@)
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Priklad 7.11. Vypoctéte, jaka je bilance mnozstvi kapaliny protékajici za jednotku casu
kruhem 22 + y2 <72, r > 0, je-li rychlost kapaliny v bodé (z,y) rovna (z,2y).
Podle predchozich tivah je celkové mnozstvi P dano vztahem

P = /(—2y, x)ds
©)

kde (C) je kladné orientovana kruznice dané rovnici 22 + y? = r? (nakreslete si obrazek).
Volbou parametrizace ¢(t) = (rcost,rsint), t € (0,2r), dostavame

2m
P = /(—2rsint,rcost) - (=rsint,rcost) dt
0
2w
:/—2rsint-(—rsint)—l—rcost'rcostdt
0
2m 27
:r2/2sin2t+cosgtdtr2/1+Sin2tdt:3777"2.
0 0

Za jednotku ¢asu vytece z kruhu o 37?2 vice kapaliny nez vtece.

Krivkovy integral ma kromé vyse uvedenych aplikaci velky vyznam v teorii pole a
v fadé dalsich oborti. Nasledujici priklad je jednou z mnoha ukézek jeho pouziti.

Priklad 7.12. Magnetické pole je tvoreno kruhovym vodic¢em o poloméru a > 0, kterym
protéka konstantni proud velikosti I. Urcete magnetickou indukci v ose kruznice tvorené
vodicem.

Podle Biotova-Savartova zdkona proud I prochazejici vodi¢em tvaru kiivky C' ve smyslu
zadané orientace vytvari magnetické pole, jehoz vektor indukce B v bodé (0, Y0, 20) je

= OI ds x 7
B(x0,0,20) = HoZ

dm )PP
(©)

kde 7(x,y, z) = (x — x0,y — Yo, 2 — 20). (I kdyz se tento tvar v aplikacich ¢asto uvadi, pro
nas ma jen symbolicky vyznam.) Rozepsdnim do slozek dostaneme

—

B($07y0720) = Z;;{;/ ”7'{H3<(ZO — Z) dy — (Z/O — y) dz)
(@)

+;/ H7;”P<(a:o—x)dz— (zo—z)da:>
(@)

+l¥/ W%,((yo—y)dx— (mo—w)dy)}a
(©)
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V nasem pripadé je vyhodné zvolit souradnicovy systém s poc¢atkem totoznym se stredem
kruhového zavitu tak, aby vodi¢ lezel v roviné z = 0. Navic predpokladejme, ze (C) je
kladné orientovand ktivka v roviné xy.

Cilem je spocitat vektor indukce v bodé (0,0, z2p). Osa z je osou kruhového zavitu.
Volme parametrizaci ¢(t) = (acost,asint,0), t € (0,27). Biotuv-Savartuv zdkon dava, ze

I
Bs(0,0, z) = Z—; R (2_20)2)3/2(—ydx+xdy)
(@)
27 7
= ko / 7((12 sint + a® cos? t) dt
in ) (@5 )"
2m
_ Ia? l«)J/ _ IdPpo
= (a2 + 22 )3/2 4 J - 2(a2 + 22 )3/2

Ctenaf se miize presvédéit analogickym vypocétem, Ze v souladu s fyzikalni intuici je
Bl(O, 0, Z()) = BQ(O, 0, Z()) = 0.

Vektor indukce v ose uvedeného zavitu je tedy dan vztahem

3 Ia*pg
B(0,0,ZO) == <0,0 Hz)m>
4 Cviceni

Uloha. Urcete f(c)ﬁ ds, kde F = (1,1,1) a (C) je orientovana tusefka s pocateénim

bodem (1,2,1) a koncovym bodem (2,3, 5).

Reseni. Parametrizace dané tsecky je o(t) = (1,2,1) + t(1,1,4), t € (0,1). Tedy
¢'(t) = (1,1,4). Jednoduchym vypoctem ziskdme

1
/ﬁd;: /(1,1,1) -(1,1,4)dt = 6.
©) 0

Vsimnéme si, ze kiivkovy integral je v tomto pripadé roven skaldrnimu soucinu smérového
vektoru tsecky a (konstantni) hodnoty vektorového pole F'.

Uloha. Uréete f(C) r dz +y dy, kde (C) je oblouk paraboly y = x? s po¢ateénim bodem
(0,0) a koncovym bodem (1,1).

Reseni. Parametrizace souhlasnd se zadanou orientac je ¢(t) = (t,t?), t € (0,1). Pak
¢ (t) = (1,2t). Vektorové pole, které integrujeme je F' = (z,y). Tim

1 1
/xdx—i—yd /tt2 )(1,2t)d /t+2t3 )ydt = 1.
(©) 0 0
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Uloha. Vypoététe /; (©) TYZ dz, kde C je prinik vélce o rovnici 22 + y? = 1 a roviny o rov-
nici x + z = 1. Orientace je dana kladnou orientaci primétu k¥ivky do roviny zy.

Reseni. Uvedena kiivka je elipsou, jejiz parametrizaci ziskdme nejpohodInéji pomoci
cylindrickych soutadnic x = pcosp, y = osiny, z = z. Dosazenim do rovnic zadévajicich
kfivku dostaneme vztahy

o=1 z=1—pcosyp.

To umozni parametrizovat kiivku (C') pomoci zobrazeni
U(p) = (cos,sinp, 1 —cosp), ¢ € (0,2m).

Reseni pak jiz ziskdme mechanickym vypoc¢tem

2m
/ zyzdz = /cos wsin (1l — cos ) sin pde
(@) 0
2 2 )
in“ 2
= /(cos @sin? ¢ — cos? psin? @)dy = / <cos psin? o — Sm4 80> do
0 0
__T
=7

Uloha. Silové pole F pusobi v kazdém bodé (x,y, z) mimo osu z silou nepfimo imérnou
druhé mocniné vzdalenosti od osy z a mifi kolmo k ose z. Jaka je prace, kterd se vykona
pri pohybu hmotného bodu po ¢tvrtkruznici

. 7r
C= {(cost,l,smt) ‘ te <O,§>}
od bodu (1,1,0) do bodu (0,1,1)?
ReSeni. Vzdilenost bodu (z,y, 2) od osy z je /22 + y2. Vektor sily je

a k
F= —m(m,y,o),

kde k£ > 0 je konstanta dané imérnosti. Pro hledanou praci A mame

w/2
— = kj = ]. .
A= | Fds= /_W(x’y’o)dsz_k/(coth—|—1)3/2(_COStSlnt)dt'
(©) (@) 0

Pouzijeme-li v poslednim integralu substituci u = cost, dostaneme

1
A= k/(u2 +“1)3/2 du = k[ = (u? +1) 7] = k(1 - ‘f ).
0
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Uloha. Rychlost proudéni kapaliny je popsédna rovinnym polem V(a:, y) = (z,2y). Urcete
bilanci mnozstvi kapaliny V', které protece za jednotku ¢asu mnozinou ohranic¢enou elipsou
2 2
. . Yy
o rovnici — 4+ — = 1.
4 * 9
ReSeni. Na zdkladé parametrizace ¢(t) = (2cost,3sint), t € (0,27) a vzorce (7.8)

mame

27
V:/—ngx—I—V1dy:/(—6sint)(—2sint)+2cost-3costdt
(@) 0
27 27
:/12sin2t—|—6cos2tdt:/(6+6sin2t)dt:1877.
0 0

Uloha. Mnozstvi tepla Q, které pohlti grammolekula idedlniho plynu je dédno krivkovym
integralem (tzv. Mayeruv vztah)

(7.9) Q= /Vd +Zpav,

kde cy,c, jsou mérné tepla za stalého objemu a tlaku. Orientovana kiivka C' popisuje
vyvoj systému ve fazovém diagramu zndzornujici vztah mezi tlakem p a objemem V. Vy-
poctéte mnozstvi tepla, které pohlti grammolekula idedlniho plynu, ktery nechame pri
stalé teploté Ty rozpinat z objemu V; na objem V5 (isotermicky déj).

Reseni. Na zakladé stavové rovnice pV = RT, (R je plynova konstanta), je pfi isoter-

RT
mickém déji p = 70. Krivka C je pak ¢asti hyperboly

0= (1) [v < ).

Tomu odpovida parametrizace

o(V) = (V %) Ve (Wi, Va).

RTy

Pak ¢/(V) = (1, _W> a podle vySe uvedeného vztahu mame

\%

2
cy Cp cv _RTO cﬁRTo
0= / FVdp+ Lpdv = /<RV( —V2)+R—V av
1

Vs

_ / (CPVCV)TO AV = (¢p — ev) Ty [In V]
i

Vs

Vi

= (¢p —cy)Ipln “2
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Vypocitejte nasledujici kiivkové integraly:

1. / (2% — 2zy) dz + (y* — 2zy) dy, kde (C) je orientovany oblouk paraboly o rovnici

(©)
y = 22 s pofateénim bodem (—1,1) a koncovym bodem (1,1).

5 /($+y)dfc—(fﬂ—y)

562+y2

d
y, kde (C) je kladné orientovanad kruznice v roviné xy se

(®)
sttedem v pocatku a polomérem a.

3. / z dy, kde (C) je kladné orientovany obvod trojihelniku tvofeny osami soufadnic

@
. iy
a primkou o rovnici § + 3 = 1.

4. /(Qa —y,x)d3, kde (C) je oblouk cykloidy s parametrizaci z = a(t — sint),

(@)
y =a(l —cost), t € (0,2m). Orientace je indukovana uvedenou parametrizaci.

—y2d 2d
5. / w, kde (C) je ast asteroidy o rovnici 22/3 + 42/3 = /3, a4 > 0,

(©)
lezici v prvnim kvadrantu s poc¢ateénim bodem (a,0) a koncovym (0, a).

6. / rxdr+ydy+ (z +y —1)dz, kde (C) je orientovand usecka s poc¢atecnim bodem

(©)
(1,1,1) a koncovym bodem (2,3, 4).

7. / yzdx + zzdy + zy dz, kde (C) je orientovany oblouk Sroubovice s parametric-

(@)
kym vyjddienim ¢(t) = (acost,asint,bs-), t € (0,2m), jehoz orientace je touto
parametrizaci urcena.

8. / ydz + zdy + xdz, kde (C) je priseénice ploch o rovnicich z = zy, 22 + y? = 1,

@)
pricemz orientace je urcena kladnou orientaci primétu do roviny zy.

9. / y?dz + 22 dy + 22 dz, kde (C) je oblouk Vivianiho kfivky dané rovnicemi
(@)
2?2 +y2 422 = a?, 22 +y% = ax, 2 > 0, a > 0. Pocatecni bod je bod (a, 0,0), koncovy
bod je bod (0,0,a), oblouk obsahuje bod (a/2,a/2,a/v/2).

10. Je déno silové pole ﬁ(x, y) = (x + y, 2x). Naleznéte préci, ktera se vykona v tomto
poli pfi pohybu po kruznici 2% + y? = a? s kladnou orientaci.
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Naleznéte praci vykonanou silovym polem, které sméruje k pocatku souradnicového
systému a jehoz velikost je (a) pfimo, (b) nepfimo tmérna vzdédlenosti od pocatku.
Bod se pohybuje po elipse o rovnici i—z + g—j =1 a to od bodu (a,0) k bodu(0,b).

Vypoététe praci silového pole F = i 4 yj + (z2z — y)E, po oblouku kiivky
{(#?,2t,4t3) | t € (0, 1)} a to od bodu (0,0,0) do bodu (1,2,4).

Stanovte prutok kapaliny hranici trojihelnika s vrcholy (0,0), (1,0), (0,1) za pred-
pokladu, Ze rychlost proudéni v bodé (z,y) je vektor (z? — y?, —2% — y?).

Ukazte, Ze lim, o P, = 0, kde P, je pritok kapaliny kruznici o rovnici 2 +1? = r2,

je-li rychlost proudéni dana vektorovym polem 17(56, y) = ((m2 ny)Q, (x2122)2>.

Magnetické pole je indukovano n zavity solenoidu o rovnici x = acost, y = asint,
z = %t, t € (0,27n), kterym protékd proud o konstantni velikosti I. Vypoctéte

slozku Bs vektoru magnetické indukce B ve vSech bodech lezicich v ose solenoidu.

Vypoctéte mnozstvi tepla, které pohlti grammolekula idealniho plynu, je-li teplota T
nepiimo tmérna objemu, T = %, kde k € R je konstanta timérnosti. Plyn se pritom
rozpind z objemu V; na objem V5.

Vysledky.

1. =14: 2, —27: 3. 3; 4. —27a?; 5. 13—67ra4/3; 6. 13;7.0; 8 —m; 9. —”T“S + Lg3:10. 1a?;

15 0
11. (a) k(a® — b?)/2, (b) kIn %; 12. 3; 18. 0; 15. —(

16.

309
nh — zg

pol n 20 )
Va+ (nh—2)2 (a2 + 22/

2h

k(e = 2v)(Va = Vo)

Viva
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Kapitola 8

Plocha a jeji obsah

1 Definice plochy

Plochu intuitivné chapeme jako utvar v prostoru, ktery vznikne spojitou deformaci ¢asti
roviny. Z geometrického pohledu je plochu mozno interpretovat jako dvojrozmérny objekt
ve trirozmérném eventuelné vicerozmérném prostoru, jehoz body je mozné popsat dvojici
soufadnic. Naptiklad kazdy bod na povrchu koule mizeme popsat jeho ,,zemépisnou Sit-
kou* a ,,zemépisnou délkou“. V aplikacich se pojmu plochy pouziva pro modelovani téles,
kterd maji jeden rozmér zanedbatelny vici rozmérum ostatnim.

Ve srovnani s ktivkami, kterymi jsme se zabyvali v Kapitole 5, je plocha matematicky
slozitéjsi objekt. Jeho studium vyzaduje komplikovanéjsi matematicky aparat. V nasem
vykladu se proto omezime na jednodussi typy ploch, které vzniknou sjednocenim konecéné
mnoha grafii spojité diferencovatelnych funkci. Tato restrikce neni prilis omezujici z hle-
diska inzenyrskych aplikaci, nebot témér vSechny potiebné plochy je mozno reprezentovat
timto zptisobem. Ctenafe, ktery by se chtél seznamit s teorii ploch ve vétsi obecnosti
odkazujeme na ucebnici [3] .

Zakladnim prototypem plochy pro nés je graf C'-funkce dvou proménnych — tedy
mnozina definovand rovnosti z = g(z,y). Jedna z takovychto ploch je zndzornéna napft.
na obrazku 1.1. Dalsi ptiklady je mozno ziskat zaiménou soutadnic, tedy jako grafy funkci,
jejichz definicnim oborem je zakladni oblast v roviné yz nebo zz. Takovéto plochy budeme
nazgyvat elementdrnimsi plochami.

Definice 8.1. Mnozina M C R? se nazjvd elementarni plochou, jestlize plati alespor
jedna z nasledugjicich rovnosti

(i) M ={(z,y,2) | z=g1(x,y), (z,y) € T1}, kde g1(x,y) je funkce spojitd na zdkladni
oblasti Ty C R? a tridy C' na vnitrku T,

(i) M ={(z,y,2) | © = g2(y, 2), (y,2) € To}, kde g2(y, z) je funkce spojitd na zdkladni
oblasti Ty C R? a tridy C' na vnitrku T,

(iii) M ={(z,y,2) | y = g3(x, 2), (x,2) € T3}, kde gs(x, z) je funkce spojitd na zikladni
oblasti Ty C R? a tridy C na vnitiku T.
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Méjme elementdrni plochu z bodu (i). Krajem K (M) této elementdrni plochy M rozu-
mime mnozinu

K(M) = {(w,y,z) | (x,y) €T, z= 91(.1‘,3/)},

kde 9T je hranice oblasti Ty, viz Definice 11.2. Zdménou indexu 1 za indexy 2 a 3 mdme
definice kraje elementdrnich ploch z bodi (ii) a (iii).

Pripomenme, ze vnitiek mnoziny 7" C R" jsou vSechny body mnoziny T kromé hra-
ni¢nich, tj. 7'\ o7

Tt¥i podminky z Definice 8.1 zni mozna slozité, ale fikaji presné to, ze elementarni
plocha je ¢ast grafu funkce dvou proménnych pri vhodném natoceni. Vezméme si naptiklad
krychli. Jeji horni sténa je elementarni plocha, nebot je to ¢ast grafu dokonce konstantni
funkce. Pokud by v Definici 8.1 byl pouze bod (i), museli bychom vyloucit napriklad boéni
nez horni. Vylucovat ji by bylo nelogické. Proto jsou do definice pridany body (ii) a (iii),
které zahrnuji do elementarnich ploch i ,,nevhodné* natocené grafy funkce g(x,y).

Priklad 8.2. (i) Mnozina

M:{(x,y,z)|z: Vl_xQ_y27 $2+y2§1}

je grafem funkce g(x,y) = /1 — 22 — y? definované na zdkladni oblasti, kterou je kruh
se stfedem v pocétku a polomérem 1. Mnozina M je tedy elementdrni plocha (horni
polosféra), jejimz krajem je kruznice

K(M):{(J,‘,y,z) ‘ 962+y2: 1, Z:O}
(ii) Mnozina
M={(z,y,2) |[y=v1-22, 0<z,2< 1}

je definovéna jako graf funkce g(z,z) = V1 — 22, jejimz definiénim oborem je jednotkovy
¢tverec {(z, z) | 0 < x,z < 1} v roviné zz. Tato plocha je ¢tvrtina plasté valce s osou z a
vyskou a polomérem 1, viz obr. 8.1. Krajem této plochy je uzaviena kiivka, ktera vznikne
sjednocenim dvou rovnobéznych tsecek a dvou ¢tvrtin kruznice.

Obr. 8.1.
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2 Definice a vypocet obsahu plochy

Hlavnim cilem této ¢ésti je definovat zakladni kvantitativni charakteristiku plochy — jeji
obsah. Dalsim tkolem bude nalézt integralni vyjadreni. Tato tiloha je analogickd problému
stanovit délku krivky. Vzhledem ke dvourozmérnému charakteru ploch nés jeji feseni za-
vede ke dvojnému integralu.

Stejné jako v predchozich kapitoldch budeme obsah elementarni plochy definovat axi-
omaticky. Méjme elementarni plochu M danou grafem funkce g na zakladni oblasti 7'
Pro urcitost ji v pripadé potieby budeme znacit M = M (g,T'). Symbol S(g,T) pak bude
znacit obsah této elementarni plochy.

Rozlozime-li zdkladni oblast T na dvé zakladni oblasti 77,75, které nemajici spolecny
vnitini bod, je jasné, ze bude platit

S(QJT) = S(gaTl) + S(QJTZ)‘

Toto pozorovani povede k formulaci aditivity pro obsah plochy.
Zbyva zjistit, jak se velikost obsahu plochy méni v zavislosti na charakteru funkce g.
Pokusime se nejprve stanovit obsah elementarni plochy M dané linearni funkci

h(z,y) = ax + by.

Graf funkce h je rovina g a M je ¢asti této roviny p. Typicky piiklad takovéto plochy je
znazornén na obr. 8.2.

0

Obr. 8.2.

Pro jednoduchost za¢neme s pripadem, ze T je jednotkovy étverec (0, 1) x (0, 1). Ten je
generovan vektory (1,0) a (0,1). Pramét tohoto ¢tverce do roviny g je rovnobéznik, jehoz
strany jsou vektory, které vznikly promitnutim vektoru (1,0) a (0,1) na p. Protoze body
v roviné p jsou tvaru (z,y, ax + by), jsou hledané prumeéty

u=(1,0,a) a v=1(0,1,b).

7 analytické geometrie vime, ze obsah takového rovnobézniku je velikost vektorového sou-
¢inu u x v. Mame tak zaveér,

S(h,T) = |luxv|| = [[(=a,=b,1)[| = V1 +a*+ b

Muzeme si vsimnout, ze posledni odmocnina je velikost normélového vektoru 7 k roviné o:
7] = || grad(z — az — by)|| = [[(=a, =b,1)|| = V1 + a® + b°.
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V pripadé jednotkového ¢tverce tak mame jednoduchy vztah
S(h,T) = |l]].

Zustaneme jesté chvili u pfipadu linedrni funkce h(z,y) = ax + by, ale misto ¢tverce
budeme uvazovat obecnou zakladni oblast T'. Pak elementarni plocha M je ¢ast roviny p,
kterd vznikla prumétem oblasti T' do ¢ ve smyslu rovnobézného promitani podél osy z.
V roviné p muzeme zavést kartézsky systém souradnic (libovolnym zptisobem) a chipat
ji tak jako dvourozmérny prostor R%. Ozna¢me symbolem @ pifslusnou projekci, tj. zob-
razeni, jez kazdému bodu (z,y) v soufadnicové roviné zy priradi bod v roviné p, ktery
lezi na nim. Z geometrické podstaty je ihned vidét, ze zobrazeni ®: R? — p zachovava
s¢itani vektori a jejich skaldrni nasobky, coz znamend, ze ¢ je linearni. Jakobidn Ag je
pro linedrni zobrazeni konstanta a podle (3.5) je

obsah ®(T")

—— = Ag.
obsah(T") ®

Protoze obsah ®(T") = S(h,T'), mame informaci o S(h,T’) ve tvaru

S(h,T)

———~ = konst.
obsah(T) ons

(8.1)
Tento vztah specidlné iika, ze pomér obsahti pivodni a promitnuté oblasti je vzdy kon-
stantni. Hodnotu konstanty zjistime z prechoziho rozboru pro jednotkovy ctverec: V tom

pripadé je obsah(7T) =1 a S(h,T) = ||77||, kde 7i je norméla k . Odtud plyne, Ze hodnota
pomeéru v (8.1) je

obsah(T) "
Zavérem tak muzeme psat,
(8.2) S(h,T) = ||71|| - obsah(T")

pro kazdou zakladni oblast T'.
Postoupime ted k obecnému pripadu elementarni plochy. Podivejme se na nasledujici
obréazek 8.3.

=Y
X |
—
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Mame pocit, ze obsah plochy na obrazku (b) je vétsi nez obsah plochy na obrazku (a). Je
to zpusobeno tim, zZe jedna z ploch je grafem funkce s vétsim ristem. Rist grafu v daném
bodé je urcen sklonem tecné roviny. Jak mame mérit sklon tec¢né roviny? Nabizi se thel 0
mezi te¢nou rovinou a osou z. Cim bude # mensi, tim strméj$i bude rovina.

Me¢jme rovinu z = az + by. Jeji normélovy vektor je

1 = grad(z — ax — by) = (—a, —b,1).

Uhel mezi norméalou 7 a vektorem (0,0,1) ve sméru osy z je doplnék thlu 6 do %71'. Pro
tento doplnék plati
7-(0,0,1 1
COS(%W—H): n (77) —

17 10,0, DI VI+a®+b>

Protoze cos(3m — 0) = sin 6, rovina bude strmé&jsf, ¢fm bude v&tsi V1 + a? + b2 = [|ii], tj.
¢im bude vétsi velikost normélového vektoru.
Vratime se nyni k funkci z = g(z, y). Norméla ke grafu funkce g(x,y) nad bodem (z,y)

je
dg Og
n 5 = d(z — 5 = (_77_771)'
ii(z,y) = grad(z — g(z,y)) 9z’ " dy
Zvolme si bod (zg,y0) € T, ve kterém je velikost normaly 7i(x, y) nejvetsi, tj.

I17i(z0, yo) | = max [[7i(z, ).

To znamena, ze tecnd rovina v bodé (zo, yo, (o, yo)) je nejstrméjsi ze vsech te¢nych rovin
ke grafu g. Proto bude obsah prumeétu zakladni oblasti 7" na tuto tecnou rovinu alespon tak
velky, jaky je skuteény obsah grafu funce g nad oblasti T'. V rovnici (8.2) mame spocteno,
jaky je obsah prameétu oblasti T do této roviny. Proto muzeme psat

5(9,T) < [l7i(zo, yo) || - obsah(T) = max ||7i(z, y)|| - obsah(T)

=max{/1+ 99 2+ 99 2-0bsah(T)
T Ox oy '

Zcela analogickd dvaha pro minimum funkce ||7(z, y)|| pak implikuje nerovnost

min4/1+ 99 2+ 99 2-obsah(T)<S( T)
T ox dy =29

Nyni se zd4, ze uz mame hlavni ingredience k vlastnostem aditivity a monotonie. Je
tu vsak malickost kazici dojem. V pribéhu analyzy celé situace jsme v jednom okamziku
fekli: ,,Necht (z9,yo) je bod z T, ve kterém je ||7i(z,y)| maximalni.* Takovy bod ovSem
nemusi existovat. Piikladem je tfeba horni polosféra dana funkci

g(z,y) =V1—a2—y2 T={(z,y)]2>+y* <1}
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Bezprostrednim vypoctem zjistime, ze pro body uvnitt T je
1
17i(z, y)l| = ———=
V1—x%—y?

coz je shora neomezend funkce, a tudiz maximum neexistuje. Duvod nasich potizi spociva
v tom, ze jsme od funkce g pozadovali, aby byla tiidy C' pouze na vnitiku 7. Abychom
se vyhnuli této neprijemnosti, budeme definovat obsah nejprve pro specialnéjsi elemen-
tarni plochy a pak ho rozsifime na vSechny elementarni plochy. V nésledujici definici tak
budeme pozadovat, aby uvazovana elementarni plocha byla dana funkei tiidy C' na T.
(Pfipomerime si, Ze to znamend, Ze existuje oteviend mnozina G obsahujici 7', na které je
funkce g tifdy C*.) To zaruéi existenci minima i maxima funkce ||7i(z,y)|| na T.

Definice 8.3. Mé&jme elementdrni plochu M = M(g,T), kde g je funkce tridy C* na
zakladni oblasti T'. Zobrazeni S, které kazdé zdakladni oblasti D C T priradi ¢islo S(g, D),
se nazyvd obsah plochy M (g, D), jestlize spliiuje ndasledujici axiomy:
(A) aditivita:

S(g, D1U D2) = 5(g, D1) + S(g, Da),
kdykoliv D1, Do C T jsou zdkladni oblasti bez spolecného vnitrniho bodu.
(M) monotonie:

min /1 + 99 2+ 99 2-obsaLh(D)<S( D)
D Ox oy =9\

<max/1+ 99 2+ 99 2-obsah(D)
- D Ox Ay

Nyni, jak uz jsme v axiomatické metodé zvykli, musime ukazat, ze Definice 8.3 viibec
néco definuje.

pro kazZdou zdkladni oblast D C T

Véta 8.4. Zobrazeni S z Definice 8.3 existuje a je jediné. Plati pritom, Ze pro kaZdou
elementdrni plochu M = M(g,T) danou C' funkci g na zdkladni oblasti T je

(8.3) obsah(M) = S(g, T) = // \/1 + (:;’;)2 4 (25)2.
T

Dikaz. Existence alespon jednoho takového zobrazeni je snadna. V (8.3) mame takového
kandidata pfimo uvedeného. Musime jen ovérit, ze spliuje axiomy (A) a (M).

Aditivita vyplyva z aditivity dvojného integralu: Pocitame-li integraly pres zakladni
oblasti Dy a Ds, které nemaji zadny spoleény vnitini bod, dostaneme v soucétu integral
pres D = D U Dy. Podobné jednoduché je verifikace monotonie:

[ () () = () ) )
ZmSX\/1+ (giy + (gi)z obsah(D).
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Analogicky pro minimum.

Zbyvé tak dokazat jednoznacnost takového S(g, D). To se déje pomoci metody hornich
a dolnich souctt. Takovy postup jsme v predchozim textu provadéli detailné uz dvakrét

vvvvv

zde tato metoda da jednoznac¢nost zobrazeni S(g, D). O
Priklad 8.5. Urcete obsah S kulového vrchliku
M ={(z,y,2) R’ |2? + > + 22 = 1, 2® + ¢ < 3}

Uvedené plocha je graf funkce g(z,y) = y/1 — 22 — y? uvazované na zakladni oblasti
T = {(z,y) € R? | 2® + y? < }}. Pfitom

@(x A @(x Y=
ax 7y /1_1‘2_y27 ay 7y /1_x2_y27

a tedy

dg 2 dg 2_ 1
(@) - G) e

S:é/\ﬂ—lﬂ'

Zvolme pro vypocet tohoto integralu polarni souradnice. Pak

Podle Véty 8.4 mame

[\)
S
N——

or 1/2
_ 0 _ A2 _
S —O/O/Mdgdgp—%r[ V1 Q]O —7r(1

Pred Definici 8.3 jsme slibili, ze zjistime, jak spocitat obsah elementarni plochy bez
dodatecného omezeni o diferencovatelnosti integrované funkce na celé zakladni oblasti.
Stejny trik jsme jiz uzili v zavéru Kapitoly 2.

Méjme zakladni oblast T' danou napf-.

T ={(x,y) €R* |z € (a,b), s1(x) <y < s9(x)}, s1(2) < s2(z) na (a,b),
které je na obrazku 2.3(a). Necht g je funkce tiidy C' na vnitiku 7. Oznaéime

Tn:{(:r,y) € R? ‘ x € <a+%,b—%>, 31(1’)4—% §y§52(:17)—%}.

Pak T, jsou zédkladni oblasti obsazené ve vnittku 7', viz obr. 8.4.
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[

s9(x) n T

S|
S

Obr. 8.4.

Dale, T, C Ty,11 a jejich sjednoceni | J;7 | T;, dé cely vnitfek zakladni oblasti T'. Funkce g
je tak tifdy C! na kazdém T),. Elementérni plochy M, = M(g,T,) se postupné zvétsuji az
vyplni celou plochu M az na jeji kraj K (M). Obsahy ploch M, se tim blizi k hledanému
obsahu plochy M (g,T'). Polozime tedy

obsah(M) = lim obsah(M,,).

n—oQ

Véta 8.4 dovoluje spocitat obsahy M, a tak

_ 89 dg\* dg\>  (9g\
nh_>noloobsah nh_{glo//\/ <8y> —// \/1+ (ax + ay)
T

Proto prohldsime, Ze obsah elementérni plochy M (g, T) dané funkei g t¥idy C! na vnitiku
zakladni oblasti T je

- owiarto )= [[ i+ (22)" 4 (%)
T

Vidime, Ze vzorec je zcela stejny jako v piipadé elementarni plochy dané C' funkei na T.
Rozdil spociva v tom, ze v predeslém piipadé vychézi obsah vzdy koneény, zatimco v
pripadé obecné elementirni plochy miize byt obsah nekonec¢ny.

Pri vypoctu integrdlu predstavujiciho obsah plochy se casto pouzivaji jiné nez kartéz-
ské souradnice. V Prikladu 8.5 jsme v prubéhu vypoctu presli k souradnicim polarnim.
Protoze popis plochy v jinych nez kartézskych soutradnicich je velice uzitecny, odvodime
si v dalsim vykladu vyjadfeni obsahu piimo pomoci nové zavedenych souradnic. Pied
presnou formulaci tohoto pravidla se podivejme na geometricky vyznam vyrazu

dg 2 dg 2
1 = ZJ
\/ N <3x> i (31/ ’
ktery se v integralnim vyjadfeni obsahu vyskytuje. Je to velikost norméalového vektoru

dg 0

1) ke grafu funkce g(x,y) smérujictho vzhiru. Véta 8.4 tak vlastné rika, ze
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obsah plochy spocitdme integraci velikosti kanonického normalového vektoru. Vime také,
ze normalovy vektor vznikl jako vektorovy soucin dvou te¢nych vektoru:

(ar 1) = (1og) < (01.57).

Odtud

o @ @) o) )

P1i popisu kartézskymi souradnicemi je elementérni plocha déna jako obraz ®(7") zakladni
oblasti T' C R?, prostiednictvim zobrazeni

®(z,y) = (z,y,9(x,y)), (z,y)€T.

Zobrazeni ® se casto nazyva kartézskd parametrizace dané plochy. Pro parcidlni derivace
tohoto zobrazeni plati:

5 - (05 5= (013)

S timto novym znacenim a pomoci (8.5) muzeme integralni vyjadfeni obsahu z Véty 8.4
prepsat do tvaru

(8.6) //H&@ 8<I>H

Obsah plochy je integral z velikosti vektorového soucinu parcidlnich derivaci jeji kartézské
parametrizace. Nyni se podivejme na alternativni zptisob popisu plochy.
Plocha M mize byt popsana systémem rovnic

(8.7) x = ®q(s,t), y = Po(s,t), 2= P3(s,t), (s,t) € D.

Uvedenym rovnicim se 1ika parametrizace elementarni plochy M vzhledem k souradni-
cim (parametrim) s,¢. Hodnoty dvojice parametru (s,t) jsou brany ze zadané zakladni
oblasti D. Casto budeme uzivat nésledujici struény zapis: Zavedeme vektor

D(s,t) = (P1(s,t), Pa(s,t), P3(s,1)).

Pak ® je vlastné zobrazeni ®: D — M, nebot kazdé dvojici parametru prifazuje bod na
plose M. Pro elementarni plochu danou grafem funkce g na zédkladni oblasti T' vzdy plati

(8.8) P3 = g(P1, Do),

coz vznikne dosazenim za x, y a z z (8.7) do rovnice z = g(x,y). Specidlné vidime, ze
prvni dvé slozky (®;, ®3) parametrizace ® predstavuji zobrazeni zakladni oblasti D do T

(Ql(s,t),i)g(s,t)) €T pro kazdé (s,t) € D.

Nésledujici tvrzeni 1ik4, Ze rovnost (8.6) plati pro parametricky popis dany jakymkoliv
jinym systémem souradnic.
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Tvrzeni 8.6. Necht M je elementdrni plocha dand funkci z = g(x,y) na zdkladni ob-
lasti T C R%. Necht ® = (®1,®9,®3): D — R3 je spojitd parametrizace plochy M.
Predpoklddejme, Ze ® je tridy C' na vnitrku D a Ze zobrazeni

0= (‘I)l,‘I’Q): D—T
je prosté a md nenulovy jakobidn Ay na vnitrku D. Pak

(8.9) obsah (M) = a‘b 92 H

Poznamka 8.7. Kdyby elementarni plocha M byla dana napr. jako graf funkce typu
x = g(y, z), pak zobrazeni 6 bude vytvoreno ze slozek ®5 a ®3. Obecné bude 0 vytvoreno
z téch slozek parametrizace ®, které odpovidaji nezavisle proménnym u funkce popisujici
elementarni plochu.

Dikaz. Hlavni argument je zalozen na pouziti véty o substituci pro dvojny integral. Vime,

ze podle Véty 8.4
- dg 2 dg 2
obsah(M) = // \/l—i— (837) + (8y> .
T

Cilem bude vyjadrit tento integral v novych soutadnicich s, t.
Prechod od souradnic s,t ke kartézskym soufadnicim x,y je definovan zobrazenim
0:D—T,

0(s,t) = (<I>1(s,t),<I>2(s,t)).
Rozepsdno ve slozkach

x=®(s,t) y= Das,t).
e 02
ds Ot

Rovnice (8.8) udava vztah mezi slozkami parametrizace ®. Proto

D = (01, Dy, g(01, D).

Je vyhodné zacit vypocet vyjadrenim vyrazu v kartézskych souradnicich.

Vypocitame parcidlni derivace @ podle s a t.
0 (6@1 0Py 0g 091 +@@)
ds \0s’ 0s ' O0x 0s Oy 0s /)

Analogicky

o® _ (6<I>1 0Py 0g 0Py +@@)
ot ot’ ot ox ot 0Oy ot /)

Nyni provedeme vektorovy souéin obou vypoctenych vektori. Kdyz Cleny, které se navza-

0® 09

s ot
. 6(1)2 8(131 6‘131 8(1)2 69 6@2 8@1 8(131 8@2 Gg (9(13’1 8@2 8(132 8(1)1
_<<as ot Os 8t>8w(8s ot Os m) )
_ (8(1)1 8@2 8<I>2 8<1>1>'< _ 89 39 1>'

ds Ot s Ot ozr’ By’

dy’ s ot  Os Ot
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Protoze
8@1 8(1)1
01 0Py OPy 0P s ot | _
s ot os ot | o, e, | ~I
0s ot

muzeme vektorovy soucin vyjadrit ve tvaru

od 0P dg Og
9% L 92 = _99 ).
(85 X m) det o (=55 dy’ )

0e 00 ag\? [0g\*
[0 28] s i (2) " (22)°

Podle predpokladu Ay # 0 na vnittku 7', 1ze proto psat

SO

Dale, zobrazeni 0 je prosté na vnitiku 7. Tim jsou splnény predpoklady Véty 3.9 o sub-
stituci pro 6. Jejim pouzitim spolu s uvazenim (8.10) dostdvame nésledujici rovnosti:

obsah(M)://\/1+(gfc>2+<gg)2=//\/l+(gg)2+<gzg/>2
Tl s fl

Tim je dikaz ukoncen. O

Odtud

o® 8<I>H

P1i popisu geometrickych utvart, které intuitivné fadime k plocham vsak s elemen-
tarnimi plochami nevystac¢ime. Kulovou plochu neni napriklad mozné vyjadrit jako graf
funkce zadné z dvojic proménnych. Lze ji vSak na druhé strané vyjadrit jako sjednoceni
elementarnich ploch, horni a dolni polosféry. Jsme tak vedeni k myslence definovat plo-
chy jako sjednoceni konecné mnoha ploch elementarnich. Je pfirozené pritom pozadovat,
aby jednotlivé elementarni plochy na sebe navazovaly svymi kraji. Formalnim vyjadfenim
téchto pozadavku je nasledujici definice:

Definice 8.8. Souvisld mnozina M C R3 se nazjvd plocha, jestlize existuji elementdrni
plochy My, Mo, ..., My, takové, Ze

(i) M =M UMyU...UMy;

(i) Je-lii# j, pak M; N\ M; C K(M;) K (M;), pricemz prunik M; N\ M; je budto krivka
nebo konecnd ¢i prdzdnd mnoZina;

Mnozinu elementarnich ploch {My, Ma, ..., My} spliujicich vgse uvedené poZadavky na-
zyvdme rozkladem plochy M.
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Rozklad plochy M na elementarni plochy M;, Ms, ..., My neni jednoznaény. Plochu
M lze rozlozit mnoha zpusoby. To je vSak z naseho hlediska nedulezité, nebot Ize dokézat,
ze jak obsah tak i pozdéji integrace pres takovou plochu nezévisi na zpusobu rozkladu.

Piiklad 8.9. (i) Kulova plocha M = {(x,y, 2) | 22 + y* + 22 = r?}, o poloméru r > 0, je
uzavienou plochou. Jeden z jejich rozkladu je

My ={(z,y,2) R’ | 2 = /1 —a? —y?, a® +y* <1}
MZ:{(x>y72) GR?) ’ 2=V 1_1'2_3/21 :v2—|—y2 < 1}
(ii) Povrch krychle se sklad4 ze Sesti stén, z nichz kazd4 je elementarni plochou.
(iii) Sjednoceni ¢tvercia M; = (0,1) x (0,1) x {0} a My = {0} x (0,1) x (0,1) je plocha
slozend ze dvou elementarnich ploch. Jsou to dvé strany jednotkového ¢tverce: spodni a
zadni pri standardni orientaci kartezskych souradnic.

Kazdou plochu danou parametricky mizeme rozlozit na elementarni plochy dané pa-
rametricky. Pro tyto elementarni plochy plati Tvrzeni 8.6. Protoze soucet obsahii elemen-
tarnich ploch je roven obsahu plochy dostavame z aditivity integralu vici integra¢nimu
oboru obecnéjsi tvrzeni.

Véta 8.10. (Obecnd parametrizace) Necht M C R3 je plocha se spojitou parametrizaci
®: T — M, kterd je tridy C* a prostd na vnitiku zdkladni oblasti T C R?. Pak

obsah(M //H8<I> 8(I> ’

Priklad 8.11. Urcete obsah S povrchu koule o poloméru r > 0.
Danaé kulova plocha je popsana rovnici

:1:2+y2+z2:r2.

Bez jmy na obecnosti mizeme predpokladat, ze stfed je v poc¢atku souradnicového sys-
tému. Pro popis této sféry je vyhodné pouzit sférickych souradnic (¢,). Pfitom

x =rcospsind (= ®1(p, 1))
y=rsingsind (= Pa(p,v))
z=rcos? (= P3(p,v)),

kde (¢, 0) € (0,27) x (0, 7). Podle Véty 8.10

02#//7r Hacb 8<I>H

Vzhledem k tomu, ze

P
oo = (—rsingsind, r cos psind, 0)
dp
0P . .
59 = (rcos @ cosd, rsin p cos ¥, —rsin )
P P
ggp X ?919 = 7r2(—sin® ¥ cos @, — sin® ¥ sin @, — sin ¥ cos 1),
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dostavame

) )
Ha 4 H—r sin 9.

Zavérem je tedy

2r W

S://T2sin19 d19dg0:27rr2[—00519}g:47rr2.
0 0

Poznamka 8.12. Poznamenejme, ze k vypoctu velikosti vektorového soucinu se c¢asto
pouziva identita

(8.11) |1 > &l = Vlla[]? - |17]* ~ (- 7).

Tato rovnost umozni vypocet velikosti normélového vektoru, aniz tento vektor piimo sta-
novime. Je to obzvlast vyhodné pro kolmé vektory u a ¢. Pak je « - ¥ =0 a

(8.12) [ > @l = || [|v]]-

3 Cviceni
Uloha. Uréete obsah S rovinné plochy popsané podminkami
z=azx+by, > +1y> <1, (a,b#0).

Reseni. Uvedend plocha je elipsa, kterd je prinikem roviny o rovnici z = ax + by a
vélce zadaného nerovnosti z2 + y? < 1. Vzhledem k tomu, Ze se jedna o graf funkce

g(z,y) = ax + by

definované na kruhu 7 = {(z,y) | 2* + y*> < 1}, mizeme bezprostiedné vyuzit (8.2) a

dostat tak

=V 1+a?+b% obsah(T) =7V 1+ a? + V.
Uloha. Uréete obsah &sti hyperboloidu z = zy nad mnoZinou zadanou podminkou
22+ <1.

Reseni. Jedn4 se o elementarni plochu, kterd je grafem funkce

g(z,y) = xy

na jednotkovém kruhu T = {(z,y) | 2% + y* < 1}. Podle Véty 8.4 je

S://\/1+x2+y2.
T
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Pro vypocet tohoto integralu je vhodné pouzit polarni souradnice = pcos ¢, y = osin g,
kde ¢ € (0,27), o0 € (0,1). Dostavame tak

1 27

//m//mgdgdgo_%/gmdg

= r[VT+ 92)3}0 = §7T(2\/§ —1).

Uloha. Uréete obsah S stény nadoby tvaru rotaéniho paraboloidu

1
z= 5(:62+y2), a?+y” < 1.

Reseni. P¥imou aplikaci vztahu (8.3) dostaneme

(8.13) S = / / VIt 2+
T

kde T je jednotkovy kruh. Uloha vede ke stejnému integralu jako v piedchozim pifkladé.
Proto

“r(2V2 - 1).

Pro srovnani si nyni ukdzeme alternativni zptisob vypoctu zalozeny na popisu zadané
plochy v cylindrickych souradnicich

T =p0cC0sp, y=p0siny, z=2z;

kde ¢ € (0,27), o0 > 0. V téchto souradnicich je plocha vymezena podminkami

1
= 5927 'AS <07 1>7§0 € <0727T>

Pro pouziti vztahu (8.9) je tfeba stanovit parcidlni derivace parametrizace
: L,
D(0,p) = (Qcosw,gsm%ig )

Jednoduchym vypoctem dostaneme

02 _ (cosp,sing, 0); 22 = (—gsi 0)
_ = 1n o = | — 11 .
8@ COS @, SN @, 0); 8@ osme, p Cos @,

Vektory jsou na sebe kolmé, a proto je vyhodné vyuzit vztah (8.12)

0d 3<I>
H H V(14 02)0% — 02 = 0\/1 + 2.

Pak
2w 1

S://Q\/1+Q2 dodp.
00

128



HAMHALTER, TISER: INTERGRALNI POCET

Vsimnéme si, ze tento integral je vyjadfenim integralu (8.13) v poldrnich soutfadnicich.
Jeho vy¢islenim tedy musime dospét ke stejnému vysledku.

Uloha. Uréete velikost plochy zadané vztahy
2+ 22 =dax, 2> 0, y? <azx, v <4a, a>0.

Reseni. Nejvyhodnéjsi zptisob jak uvedeny obsah spoéitat je reprezentovat zadanou
plochu jako graf funkce proménnych y a z, tedy funkce

1
v =hiy2) = (5 +27).

Jejim definiénim oborem T je primét dané plochy do souradnicové roviny yz. Pokusme se
tento primét stanovit na zakladé zadanych nerovnosti. Z podminky x < 4a mame

1
(8.14) Z(yz +2%) <4a, atedy 3+ 22 < 164>
a

Z nerovnosti y? < ax dostaneme

2 a 9 2 L oy 2
< — ==
vy s W) =0+ 2)
Po tprave
3 22 .
(8.15) 1Y SZ’ tj. 2z >3yl

Spojeni podminek (8.14) a (8.15) implikuje, ze T je kruhovd vyse¢ omezend kruznici se
stiedem v pocatku o poloméru 4a a dvojici polopiimek z = v/3y, y > 0; z = —/3y, y < 0.
Z Véty 8.6 mame

s= e () s (2= [ v

Piechodem k poldrnim soutfadnicim x = pcosp a y = psing, ¢ € <%7T, %w), o € (0,4a),
pak dostavame

27‘(’/3 4a da

1 1 4
S = 5 / /\/4a2+@20dgd90 = 61 [3(4a2+g2)3/2} = e’ (V125 — 1),
a a

0
w/3 0

Uloha. Stanovte jakou ¢st zemského povrchu predstavuje oblast mezi 30° a 31° severni
sitky a 20° a 21° vychodni délky.

Reseni. Zadany problém budeme Fedit obecné jako otdzku obsahu ¢dsti kulové plochy
o poloméru r > 0. Zde je vyhodnéjsi pouzit jinou variantu sférickych souradnic nez jsou

(4.4) v Kapitole 4. Uhel 9 bude ted mezi polohovym vektorem a rovinou xy. Parametr o
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nyni udéva ,,zemépisnou sitku“ a ¢ ,,zemépisnou délku“ bodu na sfére. Pokud nejsme na
pélech nebo na nultém poledniku, ma bod jednoznacné urcené hodnoty (¢, ). Prevodni
vztahy jsou

T = TcoS P cosv
(8.16) y = rsinpcos

z =rsin?.

Hledany povrch je vymezen intervaly ¢ € (o1, p2), 9 € (91, 12). PTi této varianté sférickych
soufadnic je

r? cos V.

H(%) 8¢H

Vyuzitim goniometrickych identit dostavame pro hledany povrch S vztahy

P2 V2
S = //7‘2 cos ¥ dddy = (2 — wl)rz[sinﬂ]gf =
p1 Y

= (2 — 1)r” - 2cos <791 ; 192) sin <192 ; 191) .

Hledany pomér u je

2(p2 — 1)7? cos (“91"2“92> sin (’92;91) (p2 — 1) cos (71%;%) sin (191 192)
v= 472 a or '

Pro zadané numerické hodnoty (¢1 = 1%007@ o = 1%107@ v = %7‘(, Yo = 1380 ) dostaneme

61
_ 180 ©0S 350 51N 355 = 9.0855 - 1077,

- 2

Uloha. Naleznéte obsah povrchu S anuloidu, jehoz prirez ma polomér Ry, pricemz vzda-
lenost stfedu prurezové kruznice od jeho osy je Ry (R1 > Ra).

Reseni. K popisu této plochy se hodi soufadnice (¢, ), kde ¢ je ihel popisujici polohu
bodu v prirezové kruznici a i je tithel urcujici otoceni vzhledem k ose z, viz. obr. 8.5.
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N | T A

Obr. 8.5.
Tedy

x = (Ry + Racosp) costp (= @1(p, 7))
y = (R1 + Rz cos ) sine) (= @2(p,9))
z = Rysingp (= @3(p,7)),

kde (¢,%) € (0,27) x (0, 2m). Plati, ze

)
ggp ( Ry sin p cos Y, —Ro sin ¢ sin ¥, Ry cos cp),
0P .
% = (—(R1 + Ry cos @) sint, (R + Ra cos @) cos 1), O).
Vzhledem k tomu, ze
0d 00
—|=Ri1+R —— =0
52l = [l = e 555 =0
mame 00 8<I>
H H Ro(Ry + Racosy).
Konecne,

21 21
S = //RQ(Rl + Rycos @) dpdy = 4n° Ry Ry.

Stanovte obsah nasledujicich ploch:
2
1. priniku roviny o rovnici z = 2x+y s eliptickym valcem danym nerovnici % + 11/—6 <1

2 2
2. grafu funkece f(z,y) = y definované na mnoziné dané nerovnosti £y + ¥ < 2,

a,b,c > 0;
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3. ¢asti kulové plochy o rovnici 2 + y? + 22 = 12, kterou z ni vytina valec uréeny
podminkami 22 + 32 < rz, z > 0;

4. plochy zadané parametrickym vyjadfenim z = wcosv, y = usinv, z = u? pro
hodnoty (u,v) € (0,4) x (0, 27);

5. plochy dané parametrickym vyjddienim = u+v, y = u—v, z = v, (u,v) € (0,1)%;

6. helikoidu zadaného parametrickym vyjadfenim x = wcosv, y = usinv, z = v pro
hodnoty (u,v) € (0,1) x (0, 2m);

7. plochy zadané parametrizaci £ = wcosv, y = usinv, z = %uz sin 2v pro hodnoty
(u,v) €(0,1) x (0,2);

8. Predpokladejme, Ze f je nezdpornd spojitd funkce definovana na intervalu (a,b).
Pomoci Véty 8.10 ukazte, ze obsah plochy M, kterd vznikne rotaci grafu funkce f
kolem osy x je dan vztahem

b
obsah(M) = 27r/f(m)\/1 + f(x)? dz.

9. Urcete obsah rota¢ni plochy vzniklé rotaci grafu funkce f(z) = sinz, x € (0, ),
kolem osy .

10. Stanovte obsah povrchu elipsoidu s poloosami a, a, ¢, kde a < ¢. (Obsah povrchu
obecného elipsoidu nelze explicitné vyjadrit bez tzv. eliptickych integralu.)

11. Necht C' je rovinna kiivka a f: C' — R je nezaporna spojitd funkce. Ukazte, ze je-li
M ={(z,y,2) | (z,y) € C, 0 <z < f(x,y)}, pak obsah(M) = fcfds

Vysledky.
1. 12v/6m; 2. 27mab (1 + )32 — 1); 8. r}(r—2); 4. Z(65v/65—1); 5. \/§+§ In(v/24/3);

6. 7 (V2+In(1++v2)); 7. 2(vV8—1); 9. 27 (In(1 + v2) + v/2) ; 10. 27a (% arcsine + a) ,
kde & = Y —a2,
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Kapitola 9

Plosny integral funkce

1 Definice a vypocet

Plosny integral funkce, kterému je vénovana tato kapitola, je z jistého pohledu zobecnénim
integrali dvojného a krivkového. Zakladnim podnétem k jeho zavedeni a studiu byla tloha
stanovit celkové mnozstvi P(f, M) dané kvantity (hmotnost, elektricky nédboj, apod.) na
zadané plose M, zname-li jeji rozlozeni — tedy hustotu popsanou nezapornou funkci f.
Podivejme se nejdrive na specidlni pripad, kdy je plocha M rovinna: Necht M je zakladni
oblast v roviné zy a necht f(z,y) je spojitd funkce definovana na M. V tomto pripadé je
celkové mnozstvi P(f, M) ddno dvojnym integralem

(9.1) Prn = [[ £
M

Vyraz (9.1) mé i geometricky aspekt. Interpretujeme-li hodnotu f(z,y) jako vysku nad
rovinou zy, pak je celkové mnozstvi P(f, M) rovno objemu télesa omezeného grafem funkce
f, viz Kapitola 1.

Cilem dalsiho vykladu bude vysvétlit jak je nutno zménit vztah (9.1), zméni-li se M
z rovinné plochy na obecnou. Nejdiive se pokusime formulovat zakladni vlastnosti, které
by méla hodnota P(f, M) splnovat, at uz je plocha M jakdkoliv. Vzhledem k tomu, zZe
s matematickym popisem vlastnosti kvantitativnich mér objektd mame jiz bohaté zkuse-
nosti, jisté neprekvapi, ze si opét vybereme vlastnost aditivity a monotonie jako zakladni.
A jako obvykle za¢neme s objektem s co mozné nejjednodussim popisem, s elementarni
plochou M.

Reprezentuje-li funkce f napft. hustotu rozlozeni hmoty, je axiom aditivity vyjadienim
samoziejmé skutecnosti, ze celkova hmotnost je souc¢et hmotnosti ¢asti, které tvori rozklad
plochy a ,, v podstaté* se neprekryvaji. Tedy

(A) P(f, K1 UK3) = P(f, K1) + P(f, K3),
kdykoliv elementarni plochy K;, Ko jsou ¢asti plochy M takové, ze
My N My C K(Kp)NK(Ks).
Tato podminka slovy vyjadiuje, ze plochy K; a Ks se protinaji pouze v krajich a tedy

nemaji zadny spole¢ny vnitini bod.
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Axiom (M) bude postulovat pozorovani, ze hmotnost elementérni plochy se bude po-
hybovat v rozmezi mezi hmotnostmi homogennich ploch, jejichz hustota je dana extrémy
funkee f:

(M) n}%n(f) -obsah(K) < P(f,K) < m}z{xx(f) - obsah(K)

pro kazdou elementarni plochu K C M.

V nésledujici vété ukazeme, ze axiomum (A) a (M) je mozno vyhovét a to pouze jedinou
volbou hodnoty P(f, M). Dikaz této véty ma strukturu, se kterou jsme se uz setkali a
jejiz vzor je v dikazu Véty 1.9.

Véta 9.1. Necht M = M(g,T) je elementdrni plocha dand grafem funkce g na oblasti T
a f: M — R spojitd funkce. Ezistuje pouze jediné zobrazeni P, které kazdé elementdrni
plose K C M priradi ¢islo P(f, K) tak, Ze jsou splnény axiomy (A) a (M). Navic,

(92) P = [[ 1y 960) \/ e (2) 4 (2,
T

Dikaz. Méjme elementarni plochu K C M danou grafem funkce g definované na zakladni
oblasti D C T'. Necht Z je déleni zakladni oblasti D. Ke kazdému prvku R € Z pritadime
¢ast plochy K lezici nad R. Oznac¢me tuto ¢ast symbolem Kg:

Kp = {(x,y,z) cR3 ‘ (x,y) €R, z :g(x,y)}.

Nyni definujme nésledujici variantu hornich a dolnich integralnich soucta

S(f:2) = > max(f) - obsah(Kg)

Re9

S(f,2)= Z min(f) - obsah(KR).
Kr
Re9
Monotonie a aditivita implikuji zcela stejnym zptsobem jako pri dikazu Tvrzeni 1.8, ze

S(f,2) < P(f,K) <S8(f,2). Tim rovnéz
(93 Sup S/, 2) < P(f. K) < inf S(f, ),
9

kde infima a suprema se uvazuji vzhledem ke vSem délenim Z oblasti D.
Pokusme se nyni dokazat, ze dolni a horni odhady ¢isla P(f, K) v nerovnosti (9.3)
splyvaji. Nerovnost
sup S(f,2) < inf S(f, 7)
9 2

plati automaticky diky (9.3). Budeme tedy dokazovat nerovnost obracenou. K tomu opét
vyuzijeme vlastnost stejnomérné spojitosti. Pomocna funkce h(z,y) = f (z,y,9(z,y)) je
spojita na D. Podle Véty 1.11 je stejnomérné spojita. Znamend to, ze pro kazdé € > 0 je
mozno nalézt § > 0 takové, ze pro jakékoli déleni & oblasti D s normou ||Z|| < ¢ plati

h) —min(h) <
m}%x() mén( )<e
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pro vSechna R € 2. To je ale to samé, ze oscilace funkce f na kazdém Kpg je mensi nez ¢,
t].

max(f) — min <e

nax(f) —min(f) <

pro vSechna R € 2. Pro rozdil horniho a dolniho sou¢tu pak mame

S(£,2) = 5(f,2) = Y_ (max(f) — min(f)) - obsah(Kr)

Rey " K
<e Z obsah(K ) = € obsah(K).
Re?

Odtud

iréfg(f, 2) < S(f,2) < S(f, D)+ cobsah(K) < supS(f, Z) + e obsah(K).
9

Protoze £ muzeme volit libovolné, ziskdvame obracenou nerovnost. Celkové tak plati

(9.4) sup S(f, 2) = inf S(f, 2).
9 9

Diky nerovnostem (9.3) muze existovat pouze jedind hodnota P(f, K') vyhovujici axiomim
(A) a (M) ato
P(f,K) = supS(f, 7) = nf (1, 7).
9

V této chvili mame dokazano, ze existuje-li zobrazeni P s pozadovanymi vlastnostmi, je

jediné. V dalsim kroku ovérime, ze zobrazeni P skutecné existuje a zaroven dokazeme jeho
integralni vyjadieni. Polozime-li pro elementérni plochu K (g, D) C M

rirm) = [[ f<x,y,g<x,y>>\/ L (2) 4 (2,
D

c_slNv .

aditivity. Na zadkladé monotonie dvojného integralu pak mame
99\* (99’
< - Z7
P(f,K)_//mgX(f)\/H(ax) (5
D
_ 9\ (99" _
= m}zgx(f) // \/1 + (E)az) + <8y> = m[‘?x(f)‘obsah(K),
D

kde jsme v poslednim kroku vyuzili (8.3). Pro minimum se postupuje zcela analogicky. Tim
jsme dokézali platnost axiomu (A) a (M). Vidime, ze alespon jedno zobrazeni s vlastnostmi
(A) a (M) existuje. Z prvni ¢asti dukazu uz vime, ze takovych zobrazeni nemuze byt vice.
Proto P existuje pravé jediné a plati (9.2). O
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Definice 9.2. Necht f je spojitd funkce na elementdrni plose M = M (g, T). Cislo P(f, M)
z Véty 9.1 nazgvime plosny integral funkce f vzhledem k plose M. K jeho oznaceni

pouzivame symbol
/ fds.
M

Tento integral se nekdy nazyjvd plosny integral 1. druhu.

P1i vyse zavedeném oznaceni ndm Véta 9.1 dava vzorec pro vypocet plosného integralu
ve tvaru

05 [ 105= [[ s i (2) (2,

Specidlné pro f =1 mé [[,,1dS hodnotu obsahu plochy M.

Priklad 9.3. Urcete hmotnost m ¢asti hyperbolického paraboloidu

z =y, x2+y2§r2, r >0,

je-li hustota f(x,y,2) = /1 + 22 +y%-|z|.

Vzhledem k tomu, ze uvedend plocha je grafem funkce g(x,y) = zy definované na
kruhu T o poloméru r a stredem v pocatku mame

dg\> . (9g\°
\/1+(af:> +<8gg/> — 1+ 22142

m=4/<1+x2+y2>|xy|.

Prechodem k polarnim souradnicim tak dostaneme

Podle (9.5) je

2 r r

27
. 1 .
m://(1+g2)g3coscpsmgp]dgdgoz/(1+92)Q3dg-2/|s1n2<,0|d<,0
0 0 0 0

4 617 /2 2
0 0 . 4 (T 1
=|—+= -2 20dy = —+=].
|:4+6:|0 /Slnsp v ' <3+2>
0

Podobné jako pri vypoctu obsahu plochy je casto pii vypoctu plosného integralu vy-
hodné (ba mnohdy nutné) pouzit k popisu dané plochy jiné nez kartézské souradnice.
Necht M je plocha v R? a necht ®: D — M je jeji parametrizace. Rozlozime plochu M
na elementarni plochy My, ..., M,, které se protinaji maximalné v bodech svych kraju.
Tyto ¢asti maji stejnou parametrizaci & uvazovanou na zadkladnich oblastech Dy,..., D,
rozkladajici oblast D. Stejné jako M; se zakladni oblasti D; protinaji maximélné v bodech
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svych hranic. Plosny integral pres jednu elementarni plochu M; se pomoci parametrizace
®: D, — M; vyjadri jako

o ffros= [0 2]

(Zde opét f(®) je zkrdceny zapis vyrazu f(®) = f(Py, Pa, P3), kde & = (P1, Do, P3)). Ke
vztahu (9.6) se dojde zcela stejné jako v Tvrzeni 8.6 pouzitim véty o substituci. Nebu-
deme toto odvozeni zde provadét detailné, nebot se témér nelisi od dikazu jiz zminéného
Tvrzeni 8.6. Pokro¢ime rovnou k zavéru, ze

[ 5-55 5555 ] 1|22 2] w2 2]

Tim jsme dokéazali nasledujici vétu.

Véta 9.4. Méjme zdkladni oblast D C R? a spojitou parametrizaci ®: D — R3 plochy M,
kterd je prostd a tridy C' na vnittku D. Pak pro kaZdou spojitou funkci f na M plati

(9.7) //de //f HM) 8(1)‘.

Priklad 9.5. Vypoctéte integrél
//(w2+y2+z)d5,
M

kde M je ¢ast rota¢niho paraboloidu

2
a
z=a?—2? -2, 22+ < T a>0.
Z hlediska plochy i integrované funkce je vyhodné vyjadrit plochu v cylindrickych sourad-
nicich

z=gcosp (=Pi(0,9))
y=osing (=20 )
Z:a2_92 (: (I)3(|Qa (P)),
kde 0 € (0, §), ¢ € (0,2m). Vzhledem k tomu, ze
0P 8<I>
|5 5e| -evivas
mame
2 a/2
//(w2+y2+3)d5=//(02+a2—92)9\/1+492d9d<p
M 0 0
a/2

a/2
/Q\/1+4Q dg—— [ (1+4o )3/2}0/

0

7TCL2

= T( (1+a?)?—1).
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Priklad 9.6. Urcete jakou prumérnou teplotu by méla Zemé za predpokladu, ze pri-
meérna teplota je stejna ve vsech mistech se stejnou zemépisnou sitkou a linearné klesajici
v zavislosti na zemépisné sitce a to od 25°C na rovniku k —30°C na pélu.

Pro popis pouzijeme sférickych souradnic ve tvaru (8.16). V této formulaci je pramérnd
teplota ddna stfedni hodnotou funkce T, kterd bodum o sférickych souradnicich (¢,)

priradi hodnotu
110
T(p,9) = 25— [9]—.

Pro primérnou teplotu Ty je hodnota poméru

1
:obsah(]W)//TdS’
M

kde M je sféra o poloméru 7(= 6378 km) a obsah M = 4712, Provedenim vypoctu dosta-
neme
o /2

1
//TdS //(25—|19]-10>r2c0819d19dg0
77

0 —m/2
w/2

= 25 obsah(M) — 27?—7“ / ¥ cos ¥ di) = 25 obsah(M) — 44012 (g - 1) :

Tedy

25 obsah(M) — 440r(3 — 1) 110 (w
O pr—

obsah (M) N T

2 Cviceni

Uloha. Urcete / / (r+y+2)dS, kde M je prunik kulové plochy a valce dany podminkami
M

22 =02 2>0a2?+y% <r?/4

Reseni. Plocha M je reprezentovana grafem funkce

= /1?2 —a? —y2, kdex2+y2gr )

dg 2 0g 2 r
1+ (22 e —
\/ - (8x> * <8y> r2 — 2 — 2

Oznaéfme-li D = {(z,y) | 2% + y*> < %} mame

//:c+y+z )dS = //a:—}—y—i—\/ — a2 —y?) —\/———yQ
//%*é/l
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Vzhledem k symetrii integrované funkce na oblasti D je

// Gl E——)
2
//( +y+z)dS= //1— (L
x Yy z =T —7'7T4—4T.
M D

Uloha. Urdete / V22 +y2dS, kde M je sféra se stfedem v pocatku a polomérem r.

Zavérem tedy mame

Reseni. I zde se hodi pouzit (standardnich) sférickych soutadnic (¢,). Pak dle (9.7)

2r W

//V:ﬁ—}—y ds = //\/T‘ZSID ¥ r?sind do dp = 2773 /sm 9 do

0

I 20

= 273 / - == (;OS dy = 743
0

Uloha. Vypoctéte //zdS, kde M = {(tcoss,tsins,s) | (s,t) € (0,27) x (0,a)}.

Reseni. Plocha M, tzv. helikoid, je sjednocenim &asti roubovic, jejichz polomér se
pohybuje od 0 do a. (Volné feceno, je to tvar jednoho zavitu tocitého schodisté.) I kdyz
M je grafem funkce, k vypoctu vsak pouzijeme ptivodné zadanou parametrizaci

O(s,t) = (tcoss,tsins,s) (s,t) € (0,27) x (0, a).

Pak
6(I> = (—tsins,tcoss, 1), T = (cos s,sin s, 0).
Protoze
H el =viee o= 5 e -
’ ds Ot ’
plati

|2 .22 - o - Vi

Nyni jiz mtizeme pristoupit k vypoctu zadaného integralu

a 2w 27

//zdS://S\/l—i—t2 dsdt:/s ds-/\/l—i—t2 dt
M 0 0 0 0
472 [t 1 “
:W[Q 1+t2+21n\t+\/1+t2]] :712(@\/1+a2+1n(a+ 1+a2)).
0

2

139



HAMHALTER, TISER: INTERGRALNI POCET

Uloha. Vypoététe t67isté homogenni plochy M (tj. plochy s konstantni hustotou), je-li

M = {(z,y,2) | 2* +y* =22, 0< 2 < 2}.

Vvev

vvev

_JIywds o [fyyds [fy2dS
_m, yt—m, Zt—m.

V nasem pripadé se jedna o ¢ast rotacniho paraboloidu, takze v dusledku symetrie vici
ose z rovnou vidime, ze

Tt

a:t:yt:O.

Stac¢i urcit souradnici z;. Plocha M je grafem funkce

1
g(z,y) = 5(562 +97),

definované na kruhu D se stfedem v pocatku a polomérem 2. Prechodem k polarnim
soufadnicim pak mame

2 2

A//ms:é/\/mzo/o/@mdgdgp:?(wg_l)‘

Analogickym vypoctem dostaneme

2w 2

1 1
//zdS://Q(xQ—I—yQ)\/l—i—xQ—i—y :2//93\/1+92dgdg0
M D 0 0

2
10 2
:W/Q3\/1+Q2dgz7r(3\/g+15>.
0

Vvev

__ 150V5 42
"T105v5 -1

Uloha. Vypoctéte hydrostatickou silu, kterd ptisobi na sténu nadoby tvaru rota¢niho
paraboloidu
z:m2+y2, 0<2<1,

je-li nddoba naplnéna kapalinou o hustoté p.

Reseni. Podle Pascalova zékona jsou slozky hydrostatické sily F = (Fy, Fy, F3) puso-
bici na obecnou plochu M dany plosnymi integraly

(9.8) F; = pg // hn; dS, 1=1,2,3,
M
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kde h(z,y,z) je funkce udavajici hloubku v bodé (z,y,z) a n;(x,y,z) (i = 1,2,3) jsou
slozky vnéjsi jednotkové normély k plose M v bodé (x,y, z). V nasem piipadé je plocha
M grafem funkce

glz,y) =22 +4%, 22 +42<1.

Funkce h urcujici hloubku je h(x,y, z) = 1—z. Vnéjsi jednotkova normala je v bodé (z,y, 2)
dana vztahem

0 09

B <8x’8y’ ) _ (2552% )
/99 O

O e

Oznacime-li symbolem D jednotkovy kruh, dostaneme pro slozku F3 hledané sily vztah

Fy=pg [[ (12 moy.2)ds
M

-1
:pg//(l—q:2—y2) Viar? + 492 + 1
D

Var? + 492 + 1

=—pg [[(1—2" -y
//
D

Ptfechodem k polarnim soufadnicim pak dostaneme

2T 1

Tpg

ng—pg/ d@/(l—f)g do= -2,
0 0

Vzhledem k symetrii uvazovaného télesa je zrejmé, ze F; = Fy = 0. (Tuto intuici si muzete
ovérit vypoctem.) Celkova hydrostaticka sila je tedy

Tog
= (0,0,-"2),

K tomuto vysledku jsme mohli dospét i jinak. Archiméduv zdkon nam iika, ze velikost
sily F3 se rovna tize kapaliny uvnitt paraboloidu. Tedy |F3| = pgV, kde V je objem
paraboloidu. Vypoctem zjistime, ze V = 7/2.

Uloha. Uréete potencial V gravitaéniho pole F v bodé (z0, Y0, 20), které je ddno homo-
genni kulovou plochou s rovnici

P2+ 4+ 2= r>0,
jejiz plosna (konstantni) hustota je o.

Reseni. Gravita¢ni potencidl v bodé (zg, o, z0) vytvofeny plochou M s plognou hus-
totou p(z,y, z) je definovan jako plosny integral

f-@p(w Y, 2)
(9.9) U(zo, Yo, Z0) // N RS e ey e ds.

141




HAMHALTER, TISER: INTERGRALNI POCET

(Tento vzorec bezprostfedné vyplyva z Newtonova gravitacniho zdkona, x je gravitaéni
konstanta.) V nasem specifickém piikladé je M kulova plocha a p je konstantni funkce.
Vzhledem k symetrii se navic muzeme omezit na piipad zop = yo = 0, 29 > 0. (Volime
novy systém souradnic tak aby kladna ¢dst osy z prochézela zadanym bodem). Hledany
potenciél je dan integralem

_ p
(9.10) U= A// S

K jeho vypoc¢tu pouzijeme sférickych souradnic (¢,4). Podle Véty 9.4 dostaneme

1
U:// rp dS:ﬁp// ds
) \/a:2+y2+z2 —2zzo—|—zg ) \/7“2—1—2(2) — 2229

2T by
2 o i
:ﬁp// r”sind dﬁdSD:QﬂrQﬁp/ sin v dd.
J /12 + 28 — 2rzg cos ¥ ] V1?2 4+ 28 — 2rzgcos ¥

Substituci u = cos?) v daném integralu pak dostaneme

1
d
U= 27r7“2f<;p/ Y = 21r2kp
. V12 + 22 — 2rzou

= o P <\/7"2 + 23 4 2rzo — \/r2 + 22 — 2rzo> = 27{'@(’7" + 20| — |r — 20]).
20 20

u=1
\/7”2 + zg — 2rzpu
—TZ20

u=-—1

drkrp, zo <1
Zévérem tak ziskdavame U = r2Kp
47 , 29>
20

Vypoctéte nasledujici plosné integraly:

1. // z? +y*dS, M je cely povrch kuzele daného nerovnosti /22 4+ 32 < z < 1.
M

1
2. / / ———5dS, kde M je povrch Ctyfsténu daného nerovnostmi z,y,z > 0,
(1+z+y)
M
r+y+z2z< 1.

3. // m2y2 dS, kde M je ¢ast povrchu koule dand podminkami x? +y? 422 =12, 2z > 0.
M

1
4. / / — 5 5 45, kde M je valcova plocha o rovnici z? + y? = r? omezena rovi-
ey +z
M
nami s rovnicemi z =0a z=h > 0.
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12.

. Vypoctéte hmotnost kulové skofepiny, 2 +y? + 22 =r
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// ly| S, kde M je ¢4st plochy o rovnici 22+ 2% = 2az (a > 0), vyfiznutd kuzelovou
M

plochou o rovnici z = /22 + 2.

) // xy +yz + zxdS, kde M je ¢ast povrchu kuzele z = /22 + y? vyfiznutd valcem
M

o rovnici 22 + y? = 2ax.

Necht M je plocha dana vztahem M = C x (0,1), kde C' C R? je rovinna kiivka.
Dokazte, ze je-li f(x,y,z) = g(z,y), kde g je spojitd funkce na kfivce C, pak

[fras=[gas

M C

2 2> 0, je-li plosné hustota

rovna a) vzdalenosti od osy z; b) druhé mocniné vzdalenosti od osy z.

. Naleznéte mnozstvi ndboje rozlozeného na plose dané podminkami z = %(932 +9?)

0 < z <1, je-li plosnd hustota f(z,y,z) = z.

Vvev

Naleznéte tézisté homogenni ¢asti kuzelové plochy o rovnici z = /22 + y2, jez se

VVev

umérna vzdalenosti od osy z.

Necht M je plocha s hustotou p(z,y, z). Na zdkladé axiomatického ptistupu odvodte,
ze pro moment setrvacnosti I, plochy M vzhledem k ose p plati

I, = //UdeS,
M

kde hodnota funkce v(z,y, z) je vzdalenost bodu (x,y,z) od pfimky p.

V naésledujicich piikladech vypocététe momenty setrvacnosti uvedenych ploch vzhledem
k ose z. Pfedpoklddame, ze hustota je konstantni funkce p.

13

14.
15.
16.

17.

povrch koule o poloméru a se stfedem v pocatku;

povrch kulového vrchliku zadaného podminkami 22 + 92 + 22 =72, 0 < h < 2z <1}
plochy uréené vztahy h?(x? + y?) = a?22, 0 < z < h;

plochy uréené podminkami z +y+2=1, z,y,z > 0.

Ukazte, ze pro moment setrvac¢nosti I, vici ose z homogenni rotacni plochy s hus-
totou p, kterd vznikne rotaci grafu funkce z = f(x), = € (a,b), kolem osy z, plati

I, = 27Tpf;$3\/1 + f'(x)? dz.
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18. Na zakladé axiomatickych pozadavka odvodte integralni vyjadieni hydrostatické sily
pusobici na danou plochou (viz fesend tloha vyse).

19. Pomoci vztahu (9.8) najdéte silu, kterou pusobi kapalina s konstantni hustotou p

na dno nadoby ve tvaru eliptického paraboloidu o rovnici z = h<2—§ + g—; — 1>,
—h<z<0.

20. Z Newtonova zakona urcete jakou silou pritahuje useknuta kuzelovd plocha dana
parametrizaci © = gcosp, y = pgsing, z = 0; 0 < p < 21, 0 < b < p < a
o konstantni hustoté p hmotny bod o hmotnosti m umistény v bodé (0,0,0).

21. Pomoci vztahu (9.10) najdéte gravitacni potencial plasté vélce o rovnici z2 412 = 2,
0 < z < h v bodech na ose z.

Vysledky.

1. g(1+ V2); (V3 —-2)In2; 3. 27{; ; 4. 27rarctg ; 5. a3(m+4); 6. 82v/2a%;

8.a) ™ )4’;’“ ; 9. 2’“”6“)' 10. (4.0, 8a); 11. (0,0,3/4); 13. 2722,
14. 37Trp( r3 —3r2h + h3) Za’pVa? + h?; 16. p%; 19. F = —%ﬂpabhlg;

h— 20+ +/(h—20)? + 12

20. ' = (rkmpln § )k; 21. V(0,0, 20) = 2kprrIn
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Kapitola 10

Plosny integral vektorového pole

1 Definice a vypocet

Motivaci pro definici plosného integralu vektorového pole byla rada problému v prirodnich
védach — predevsim v teorii pole a proudéni. Tento integral je variaci plosného integralu
ze skalarni funkce a predstavuje jistou analogii ke krivkovému integralu vektorového pole.

K definici plosného integralu vektorového pole budeme potiebovat pojem normalového
pole k dané plose. Predstavme si nejdrive, ze M je elementarni plocha dana grafem funkce ¢
na zékladni oblasti D C R?. P¥ipomenme, ze normélovy vektor ke grafu funkce g v bodé
(z,y,9(x,y)) je definovan jako jeden z kolmych vektort k te¢né roviné ke grafu funkce g,
tj. jako jisty ndsobek vektoru

(—ggm,m,—gg@,y»l).

V kazdém bodé (z,y, g(z,y)) plochy M tak médme definovany préavé dva jednotkové nor-
malové vektory, které jsou opacné orientovany

(-5~ 5otz 1) (@)~ 5. 1)

\/1 - (gi(w,y))Q + (gz(:c,y))2 \/1 - (g‘z(a:,y)>2 - (gz(:ﬂ,y))i

Miuzeme tedy zavést nasledujici pojem.

Definice 10.1. Necht M je elementdrni plocha. Jednotkové normalové vektorové
pole 7 plochy M je spojité vektorové pole, které kazdému bodu (z,y,z) € M \ K(M)
priradi jednotkovy normdlovy vektor i(x,y, z) k plose M v bodé (z,y,z).

7 ptredchozi diskuse vyplyva, ze kazda elementarni plocha ma pravé dvé jednotkova
normalova pole s navziajem opacnou orientaci.

Priklad 10.2. Necht M je elementarni plocha dand podminkami:
Z:$2_y2a Oﬁﬂ%yﬁl
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Uvedend plocha ma dvé jednotkova norméalova pole

- (2%, _2y7_1) (2'%'7 _2y7_1)
=

1= ) .
Var? + 492 + 1 Var? + 492 +1

Konkrétni volbou jednotkového normalové pole vlastné volime jednu ze dvou moznych
stran elementarni plochy. Rikdme proto, Ze jednotkové normalové pole uréuje jeji orientaci.
V pripadé obecné plochy je orientace déna orientaci elementarnich ploch, které tvori jeji
rozklad. Povrch krychle mtizeme napriklad vyjadrit jako sjednoceni Sesti stén a orientaci
této plochy muzeme chépat jako nezavisly vybér ,, vnéjsich* nebo ,, vnitinich® stran u kazdé
z hranicnich stén. Nasledujici definice je formalnim vyjadrenim této predstavy.

iy = —

Definice 10.3. Necht M je elementdrni plocha. Dvojice (M) = (M, 1), kde 7i je jednotkové
normdlové pole plochy M se nazjvd elementarni orientovana plocha.

Necht M je plocha s rozkladem {My, M, ..., My} na elementdrni plochy. MnoZina
elementdrnich orientovangch ploch (M) = {(Mi,n1), (Ma,n3),...,(Myni)} se nazgvd
orientovana plocha.

I kdyz orientace elementarni plochy jsou pravé dvé, orientaci obecné plochy je vice.
Zélezi na tom, jakym zpusobem si plochu M rozlozime a jaké orientace zvolime na jed-
notlivych ¢astech. V matematice se studuji objekty, které jsou mnohem obecnéjsi nez
elementarni plochy, tzv. variety. V tomto jazyce je elementarni plocha dvourozmérné vari-
eta v R3. Zatimco elementérni plocha mé vzdy orientaci (tj. spojité jednotkové norméalové
pole), varieta orientaci mit nemusi. Piikladem je zndmy Mobiuv list, coz je plocha kte-
rou je moznou vymodelovat z prouzku listu papiru otocenim jedné strany o 180 stupni a
slepenim, viz obr. 10.1. Mobitv list ma pouze jednu stranu.

Obr. 10.1.

V pifpadé, kdy je orientovana plocha M hranici zékladnfho télesa P v prostoru R?,
piijmeme nasledujici zjednodusenou konvenci. Rekneme, ze M je orientovdna vnéjsim nor-
malovym polem, jestlize kazdé normalové pole dil¢ich elementarnich orientovanych ploch,
jejichz sjednocenim je orientovand plocha (M), méa smér mifici vné télesa P. Podobné, plo-
chu M nazveme orientovanou vnitrnim normdlovym polem, jestlize normalova pole vsech
dil¢ich elementarnich ploch jsou orientovana do vnittku P. Vnitfni a vnéjsi normélové pole
jsou opacna.
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Priklad 10.4. Necht M je povrch koule s rovnici

? +y? 2t =0
Plocha M bude orientovana vnéjsim norméalovym polem, jestlize ma jednotkové normalové
pole
(2,9, 2)

1
Ta o e
ey +z r

Analogicky, M bude orientovana vnitinim norméalovym polem, jestlize

i(x,y,z) =

. (z,y,2) 1
n(l’,y, Z) = _ﬁ - 7(1"73/7 Z)‘
\VTEF+ Ytz r
Nyni muzeme pristoupit k definici plosného integralu vektorového pole.

Definice 10.5. Necht (M) = {(My,71), ..., (M, @)} je orientovand plocha. Necht F je
spojité vektorové pole definované na plose M. Plosny integral

//ﬁd§

(M)

pole F' vzhledem k orientované plose (M) je definovdn rovnosti
//ﬁd§://ﬁ-nqu+m+//ﬁ.n7€ds.
(M) My My

Tento integrdl se také nazyvd tokem pole F plochou M nebo plosny integrdl 2. druhu.

Poznamka 10.6. Casto se také pouziva slozkové vyjadient

(10.1) / Fidydz + Fydzdz + Fsdx dy,
(M)

kde F1, F3, F3 jsou slozky pole F'. Tento tvar ma sice jisté zdavodnéni, ale pro nase ucely
to bude pouze alternativni zptisob zapisu plosného integralu vektorového pole.

Smyslem definice plosného integralu vektorové pole je vyjadiit pusobeni pole ve sméru
kolmém na plochu. Uvazujme pro jednoduchost orientovanou elementérni plochu (M, ),
kde 7 je jednotkové normalové pole. Kazdé vektorové pole F definované na plose M mu-
zeme rozlozit do slozky F, kolmé k plose M a slozky F, rovnob&mné s teénou rovinou.
Tedy

ﬁzﬁ—i—ﬁ}, kde F_’;l:(ﬁ~ﬁ)ﬁa E,-F,=0.

Plosny integral pole F je definovan jako plosny integral velikosti normélové slozky ﬁn, tj.
velikosti skaldrnfho sou¢inu F s norméalovym polem 7i. Jeho hodnota bude tim vétsi, ¢im
,Vvice a souhlasnéji“ bude pole F pusobit ve smyslu zadaného normalového pole. To je
dtvod, pro¢ se integral [[ (M) F dS v aplikacich nazjva tokem pole F plochou M.
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Poznamka 10.7. Necht elementérni plocha M je grafem funkce g definované na zakladni
oblasti D, pricemz orientace je dana jednotkovym normaéalovym polem s kladnou z-ovou
slozkou. Plosny integral vektorového pole F vzhledem k plose M pak muzeme vyjadrit
pomoci dvojného integralu nasledujicim zptisobem

//ﬁdgz//(ﬁ-ﬁ ds
(M) M
0g Og

- (-5 3'Y) : :
— é/ F(z,y,9(x,y)) - \/1 ) €3z>25j (ZZ)z \/1 + (gi) + <g§>
(10.2) // (z,y,9(x,y)) - < % gz 1>

Tento vztah je vyhodny pro vypocet v pripadé elementarni plochy.

Priklad 10.8. Urcete tok vektorového pole

~ 7
F: - TS
Al

kde 7(x,y,2) = (x,y, 2), k,a > 0, kulovou plochou se stfedem v pocatku a polomérem
R > 0. Orientace je pritom dana vnéjsim normalovym polem.
Vzhledem k tomu, ze vnéjsi normalové pole 7 je urceno vztahem

. 7
n= =
171

je podle Definice 10.5

//ﬁ 1= // 7 H“II // ||!Hlil dS:—kﬂé 17~ as

=k / / R'™*dS = —kR'™® . obsah(M) = —kR'"®47R* = —4nk R>°.

Vektorové pole F mitZeme v tomto pripadé chapat jako centrédlni silové pole, ve kterém je
velikost pusobici sily nepfimo imérnd (a — 1)-mocniné vzdélenosti od poc¢atku. VSimnéme
si, ze pouze pro a = 3 je tok daného pole nezavisly na poloméru R dané sféry a ma
hodnotu

(10.3) //ﬁd§: —4rk.

(M)

Tato skutecnost je jednim z diivodf pro hodnotu o = 3 v Newtonové gravitaénim zakoné.
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Vénujme se nyni zobecnéni vztahu (10.2) pro obecnou parametrizaci ® dané plochy.

Véta 10.9. Necht (M, 1) je elementdrni orientovand plocha dand grafem funkce g defi-
nované na zdkladni oblasti T C R? a necht normdlové pole i md kladnou z-ovou sloZku.
Ddle, mejme

d = (1, Py, d3): D — R?

spojitou parametrizaci plochy M, kterd je tridy C' na wnitrku D. Predpoklddejme, Ze
zobrazeni @ = (®1,P2): D — T je na vnitrku D prosté a Jacobiho matice Jy md kladng
determinant, det Jg > 0. Pak pro kaZdé spojité vektorové pole F' na M plati

[[ras ff w3222

Dikaz. Podle Véty 9.4 aplikované na funkci f = F - i mizeme psat

(10.5) //ﬁd§=//ﬁ-ﬁdsz//ﬁ(@l,%,%).ﬁ(cpl,q»g,cpg) H‘Z@ ‘%H as.
(M) M D

Zjistime, ¢emu se rovna normdla 7i(®1, ®o, P3). Vyuzijeme toho, ze 3 = g(P1, P2), a tim

00 _ (00, 0% D90y 0900y DR _ (D 0 090D, OOy
0s \9s’' 0s 0x Os Oy Os ot \ot’ ot ox ot Oy Ot

Vypoctem stejnym jako v ditkaze Tvrzeni 8.6 pak dostaneme, ze

o 00 dg 9yg
CASVICL 1
55 " or =detdo (50 "oy’ )

Vektor na pravé strané je norméalovy vektor k elementarni plose majici z-tovou slozku

kladnou, nebot det Jy > 0. Vidime, ze vektorovy soucin %—f X %—(f je normalovy vektor se

spravnou orientaci. Jednotkovy normélovy vektor je proto

8<I> 8(1)

(90179027(;03 Haq) aq)H

Dosazenim za 7i(®1, P2, P3) do (10.5) dostavame dokazované tvrzeni. O
Priklad 10.10. Vypoctéte

//a:dydz+ydzdx + (2% — 1) dzdy,

(M)

kde M je ¢ast valcové plochy a2 4+ y? = 1, 0 < z < 1, orientované vnéj$im normalovym
polem.
Z tvaru integralu porovndnim s (10.1) vidime, ze pole F, které se integruje, méa slozky

F=(z,y,22-1).
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Déle, uvedenou plochu muzeme popsat pomoci parametrizace v cylindrickych souradnicich

(I)(QO,Z) = (COS 12 Sin% Z) pE <O> 27T>,Z € <07 1)
Tedy

o0 o0d 0o 09

90 = (—siny, cos ¢, 0), 5 = (0,0,1), 90 X5, = (cos g, sinp, 0).

Vektor (cos ¢, sin ¢, 0) je jednotkovym normalovym vektorem vnéjsitho normélového pole.
Podle Véty 10.9 tak mame

N

s

//:cdydz+ydzd:v+ (22 = 1)dady = (cos @, sin p, 22 — 1) - (cos @, sin g, 0) dp dz

(M)

T 2w

1
(cos? @ 4 sin? o dnpdz://dgodz:%r.
00

SN —
D\w D\

2 Plosny integral jako pratok plochou

V zavéru této kapitoly se budeme vénovat dilezitému aspektu plosného integralu vekto-
rového pole — pritoku nestlacitelné kapaliny plochou. Uloha stanovit mnozstvi kapaliny,
které protece za jednotku casu danou plochou je trojrozmérnou analogii pritoku rovinnou
oblasti, kterou jsme se zabyvali v Kapitole 7 .

Uvazujme orientovanou plochu (M) s jednotkovym normélovym polem 7i. Predstavme
si, ze prostor R? je vyplnén nestlacitelnou proudici kapalinou, pfi¢emz rychlost proudéni
v bodé (z,y, z) je déna vektorem V (z,, z). Budeme se snazit odvodit integralni vyjédreni
pro mnozstvi kapaliny, které za jednotku Casu protece plochou M.

Oznaéme hledané mnozstvi symbolem P(V, (M)) a pokusme se stanovit co nejjedno-
dussi zakonitosti, které by mély hodnoty P(V, (M)) splnovat. Ziejmé je splnén princip
aditivity:

(A) P(V,(M)) = P(V, (M) + P(V, (My))

pro kazdy rozklad plochy M na plochy M; a M», kde orientace M7 a Ms je urcena orientaci
plochy M. Tento zakon rika, ze celkovy pritok je roven souc¢tu prutoku pres dil¢i oblasti.
Podobné jako v ptripadé rovinného proudéni je déle mozno vyvodit, ze priitok je zpusoben
pouze normalovou slozkou vektorového pole rychlosti, nebo-li, ze

P(V.(M)) = P((V - )i, (M)).
Zcela prirozené dale plati, ze

(10.6) P((min(V - 7)) i, (M) < P(V, (M)) < P((max(V - i7)) i, (M)),

nebot pole (maxy(V - 7)) 7 a (mina(V - 7)) 7 jsou konstantni vektorovd pole dand ma-
ximalni a minimalni hodnotou rychlosti proudéni kapaliny ve sméru normalového pole.
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V pripadé proudéni s konstantni velikosti rychlosti a to ve sméru pole 7i, je pratok roven
soucinu velikosti rychlosti a povrchu plochy. Aplikaci tohoto pravidla dostaneme z nerov-
nosti (10.6),

(M) (m]vi[n(v -7)) - obsah(M) < P(V,(M)) < (mﬁx(v 7)) - obsah(M).
Pouzijeme-li nyni Vétu 9.1 pro funkci f =V - 7 dostdvame

(10.7) //v idS = //VdS

Integral [f V dS ndm dava bilanci prittoku kapaliny plochou M. Je-li tento integral
nulovy, plochou M protece stejné mnozstvi kapaliny z jedné strany na druhou jako v opac-
ném sméru. Je-li integral kladny, pfevazuje proudéni ve sméru normdly 7. A samoziejmé,
pri zdporné hodnoté integralu plochou proteklo vice kapaliny ve sméru —7i nez ve sméru 7.

Priklad 10.11. Vypoététe mnoistvi kapaliny, které protece za jednotku casu kulovou

plochou o rovnici z? + y? + 2?2 = r? ve smeru vnéjstho norméalového pole, je-li rychlost

kapaliny v bodé (z,y, z) rovna zi+yj+ k.

Podle (10.7) je
= //(a:;—k yj + zk)dS,

(M)

kde (M) je zadand kulova plocha orientovana vnéjsim normélovym polem. Tedy

//acy T as - //ny, )il dS = //rdS—47rr

3 Cviceni
Uloha. Uréete | f ﬁ § kde M je ¢asti roviny
r+y+z=1 x,9,2>0,

orientované norméalovym polem s kladnou z-tovou slozkou a F je konstantni vektorové
pole
F=i+2j+k.
Reseni. Plochu M muiiZzeme reprezentovat jako graf funkce

g(z,y) =1 —x —y, definované na mnoziné D = {(z,y) |z +y <1, =,y > 0}.

Tato plocha ma konstantni jednotkové normalové pole, orientace je pritom souhlasna s po-
lem 77 = (1,1, 1), které je indukovano kartézskou parametrizaci plochy. V disledku (10.2)

tak mame
//ﬁdgz//@+2j+zs>.<5+;+zz>:4//1:2.
(M) D D
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Vsimnéme si na tomto prikladu skutecnosti, ze je-li F konstantni a M je rovinna plo-
cha, pak tok pole F' pres plochu M reprezentuje objem zobecnéného valce, jehoz podstavou
je plocha M a plast je vytvoren vektory pole F' v bodech hranice podstavy.

Uloha. Uréete mnozstvi kapaliny P, které prote¢e povrchem krychle K = (0, a)® orien-
tovanym vnéjsim norméalovym polem za jednotku casu, je-li proudéni kapaliny popsano
rychlostnim polem

Viz,y,2) = (%2 + k.

://vdg
(M)

kde (M) je povrch krychle orientovany vnéjsim normdalovym polem. Uvedeny integral
je roven souctu integralti pres jednotlivé stény krychle. Vzhledem k tomu, Ze pole V je
rovnobézné s osou z, k nenulovému toku dochéazi pouze dolni a horni sténou. Mame tak

p://mm/ Va3,
(My) (M2)

kde (M) je graf konstantni funkce f(x,y) = a definované na ¢tverci (0,a) x (0, a), orien-
tovany konstantnim normalovym polem k, zatimco (M3) je graf nulové funkce definované
na stejné mnoziné orientovany konstantnim normalovym polem —k. Tedy

a a a a a a 5
P://(:L‘Qa—i-l)(E-E) d;zcdy—//lz-/zd:Udy:a?—612—1—(1//31:2 dxdy:%.
00 00 00

Uloha. Orientovana plocha (M) je &asti hyperbolické plochy

Reseni. Podle (10.7) je

4yt -2 =0 >0, P <a2?4+y* <207 r >0,

orientované jednotkovym normélovym polem 7, jehoz z-ova slozka je stéle zaporna. Urcete
tok pole F(z,y, z) = (22, —y?, 2%) plochou (M).

Reseni: Plocha M je grafem funkce

g(@,y) = Va? +y> —r?

definované na mezikruzi D = {(x,y) | 7? < 2% + y? < 2r?}. Podle (10.2) je

ﬁdg—// wz,— 2,$2+ 2 _p2). x , y ,—1
(J\/4{ D ( ’ ! ) N R R e
// 3 —y Fr2 g2 ://(r2x2y2)
3:2+y —1“2 /s
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Pti vypoctu jsme vyuzili skutecnosti, ze

// \/ —i—xg // \/ +y3 0
2 2 _ .2 2 2 _ .2 ’
/s T Y r /s x Y r

diky symetrii integrovanych funkci na dané oblasti. Reseni tilohy pak jiz mfizeme snadno
nalézt pomoci polarnich souradnic:

27 \/2r
71d 4 3 4 3 _ 4 r
FdS =ar®— 0° dodp = 7wr —§7rr =T
(M) 0o r
Uloha. Vypoététe integral
//z dz dy,
(M)
kde M je povrch elipsoidu
22 2 22

ﬁ—'_ +07:1, a,b,c >0,

b2
orientovany vnéjsim normélovym polem.
Reseni. Podle Pozndmky 10.6 to znamend, Ze poéitdme tok pole F = (0,0, z2). Pro
vypocet integralu se nejlépe hodi eliptické soutradnice, tedy parametrizace
D(p,9) = (acospsind, bsinpsind, ccos ),

kde ¢ € (0,2m), ¥ € (0, 7). Derivaci parametrického vyjadieni dostaneme

oo}
oo = (—asinpsind, bcos psin ¥, 0),
dp
0P . .
99 = (acos @ cos v, bsin @ cos ), —csin 9).
Pritom 2 0D
95 X oy = —(becos sin? 9, acsin @ sin? 9, absin ¥ cos 1).

Je-li ¥ € (0, %77), je posledni slozka normalového vektoru zaporna, a tedy nami zvolena
parametrizace indukuje vnitini normélové pole. Vnéjsi normala je proto opacna, tj.

(10.8) it = (becos psin® ¥, acsin @ sin? 9, absin 9 cos ).
Podle (10.4) mame
or ™
//zdmdy://ccosﬁabsinﬁcosﬂdz?dpz27mbc/0082ﬂsin19d29
(M) 00 0

1
4
= 27mbc/u2 du = gﬂ'abc.
-1

Vypoctéte nasledujici plosné integraly:
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. // z%y%2 dady, kde (M) je polovina kulové plochy x2 + 3% + 22 = a2, z < 0,
(M)
orientovana normalovym polem se zapornou slozkou z;

. / / rzdydz + xydzdx + yzde dy, kde M je povrch jehlanu ohraniceného rovinami

(M)
o rovnicich = 0, y =0, 2z =0, =4+ y+ 2z = 1. Orientace je ddna vnitinim
normalovym polem.

. //(z — )% dzdy, kde M je st kulové plochy 22 + 4% + 22 = 2rz, r < z < 2r.
(M)
Orientace je indukovana vnéjsim normalovym polem.

. //(y — z)dydz + (2 — x)dzdz + (v — y)dedy, kde M je ¢ast kuzelové plochy
(M)
22 + 9% = 22, 0 < z < h. Orientace je indukovana vnéjsim normélovym polem.

. // 2? da dy, kde (M) je povrch elipsoidu s osami z, y, z, s poloosami a, b, ¢ a stfedem
(M)

v pocatku, ktery je orientovan vnéjsim normalovym polem.

1 1 1
. // —dydz + —dzdz + — dz dy, kde (M) je povrch elipsoidu s osami x,y, z, s polo-
T Yy z
(M)
osami a, b, c a stredem v pocatku, ktery je orientovan vnéjSim normélovym polem.

/ / 2?2 dydz + y? dzdz + 22 dz dy, kde M je kulové plocha dang rovnici
(M)
(r —a)®+ (y — b)%2 + (2 — ¢)? = r2. Orientace je ddna vnéjsim norméalovym polem.

2

. Uréete pritok plochou o rovnici 22 + 32 + 2az = a2, z,y,z > 0 orientovanou

tak, Ze normali mé nezédpornou z-ovou slozku, je-li rychlost proudéni V(z,y,z) =
2,2 2
(z%,y%, 27).

. Vypoctéte mnozstvi kapaliny, které vytede za jednotku ¢asu z mnoziny z2 4 32 <

12,0 < z < a, a > 0, je-li rychlost proudéni V(:U,y, z) = (xz,yz, xy).

Urcete prutok helikoidem M = {(ucosv,usinv, cv) | (u,v) € (a,b) x (0,2m)},
0 <a<b, ¢>0,jeli rychlostni pole V(z,y, z) = (z,y, 2).

Necht C' je uzaviend kladné orientovana jednoduchd kiivka v roviné zy. PoloZme
M = C x (0,1). Orientace této plochy je ddna vnéjsim normalovym polem. Ukazte,
ze pro kazdé spojité pole F' = (Fy, Fy, F3) je

//F1 dydz + F» dzdx + F3 dedy = /(—Fg,Fl).
(M) (©)
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12. Necht F = @(2® + 42)(i + j). Ukaite, Ze tok pole F pies kazdou orientovanou
elementarni plochu soumérnou podle osy z je nulovy.

Vysledky.

1. 2176“57; 2. §; 3. %7“4; 4. 0; 5. 0; 6. 2T (aV? + a®c* + b2c?); 7. Sm(a+ b+ o)r?; 8. ”1—“;;
9. mr?a?; 10. cr?(b? — a?); 11. Vyuzijte toho, Ze je-li 7 = (71, 72) tecny vektor k C, je

i = (12, —71,0) norméla k M; 12. Funkce g popisujici plochu spliiuje g(z,y) = g(—z, —y).
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Kapitola 11
Integralni veéty

V této kapitole se sezndmime s hlubsimi vétami integralniho poctu, které vyjadiuji sou-
vislost mezi typy integrdlf, s nimiz jsme se setkali béhem predchoziho vykladu. Jedna se
Gaussovu vétu (K.F. Gauss 1777-1855) prevadéjici plosny integrdl na trojny, Greenovu
vétu (G. Green 1793-1841) vyjadiujici kiivkovy integrdl pomoci integralu dvojného, a
kone¢né Stokesovu vétu (G.G. Stokes 1819-1903) davajici do souvislosti integral plosny
a krivkovy. Na vSechny tfi véty miazeme pohlizet jako na razné vicerozmérnéd zobecnéni
znamého tvrzeni

b
/ f'dz = f(b) — f(a),

tj. integral z derivace pres interval je ddn hodnotami funkce v hrani¢nich bodech. Kromé
pohodlné metody vypoctu, kterou tyto integralni véty nabizeji, maji zasadni teoreticky
vyznam v prirodnich védach, predevsim pak v teorii pole. Pro svou hloubku, eleganci i
siroké spektrum aplikaci byvaji tyto véty povazovany za jedny z nejkrasnéjsich vysledkt
klasické matematické analyzy.

1 Gaussova véta

Gaussova véta ve své nejpouzivanéjsi formé dava do vztahu objemovy a plosny integral.
Predstavme si zékladni téleso P v prostoru R3, jehoZ hranici je uzaviena plocha M. Je-li
tato oblast umisténa v proudici kapaliné, pak ocekavame, ze tok kapaliny pres hranici
— tedy plo$ny integréal pres plochu M — souvisi se zménou celkového mnozstvi kapaliny
v oblasti P — tedy s trojrozmérnym integralem pres oblast P. Podobnou souvislost vyja-
dfuje i Archiméduv zdkon: Hydrostatickd sila ptusobici na povrch ponoreného télesa (tj.
plosny integral pres jeho povrch) je rovna tize télesa, tedy ndsobku objemu (= trojrozmeér-
nému integrélu). Analogickych vztahtt mezi povrchovymi a objemovymi charakteristikami
Ize najit v prirodnich védach mnoho. Jejich matematickym vyjadfenim je Gaussova véta.
V jeji formulaci se vyskytuje diferencidlni operator divergence. Zavedeme si ho pro obecné
n-rozmérné vektorové pole.

Definice 11.1. Je-li F vektorové pole tridy C' na oteviené mnozine G C R™, jeho di-
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vergence je skaldrni funkce

- O0F)  O0F, OF,
divF = —— 4 =+ + —".
Oox1  Oxa oxy,
Vyznam divergence odhalime az budeme mit k dispozici Gaussovu vétu.
Druhy pojem, ktery potfebujeme, je hranice a vnitiek mnoziny G.

Definice 11.2. Necht G C R™ je mnozina. Hranici 0G mnoziny G nazveme mnozZinu

8G:{XER”

pro kazdé okoli U bodu x plati UﬁG#@aU\G#@}.

Vnitiek mnoziny G je G\ 0G.

Definice hranice je zcela prirozena, nebot bod hranice je takovy v jehoz libovolné malém
okoli lezi jak body z G tak i z doplnku R™ \ G, viz. [2, Kapitola 1].

I kdyz Gaussova véta plati obecné v R", uvedeme si ji v nejobvyklejsi formé, tj. v
prostoru R3.

Véta 11.3. Gaussova véta. Necht P C R? je zdkladni téleso, jehoZ hranice OP je plocha
orientovand vnéjsim normdloviym polem. Je-li F vektorové pole tiidy C* na P, pak

(11.1) ///divﬁz/ FdS.
P (OP)

Dikaz. Vétu budeme dokazovat pouze pro takové zakladni téleso P, které lezi mezi dvéma
grafy funkci a to nejen z pohledu roviny xy ale také z pohledu rovin zz a yz. Tj.

P={@v2)|@eD Ay <z<han} )
—{@y2) | @2 e g <y<p@) @
:{(x,y,z) (y,2) € D3 hi(y, 2) l’Shz(y,Z)}a (3)

kde D; (resp. D2 a Ds3) jsou projekce télesa P na rovinu xy (resp. zz a yz). Tato télesa
predstavuji pomérné Sirokou tridu mnozin. Napr. koule, elipsoid, kvadr a kazdé konvexni
téleso je tohoto typu.

Necht F je vektorové pole t¥idy C' na P. Za¢neme s vypocétem trojného integralu:

o= ] (20 gl 2

V kazdém z poslednich t{ integrali pouzijeme vyjadfeni mnoziny P, které se pro dany
integral nejvice hodi. Pro prvni to je (3), pro druhy (2) a pro treti (1). Za¢neme poslednim
integralem.

IN

x,Y

(11.2) /// OF; // 8F3 z) :/ (Fs3(z,y, f2(x,y)) — Fs(2,y, fi(z,y))).
D1

D1 fi(z
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Posledni rozdil si 1ze predstavit jako

(11.3) // o 0, F3(z,y, folz, y)) <—an —%’;,1)

// OOngcyfl(wy))<aﬁ%2—1)

0
Protoze (—(,‘)—f2 —a—fQ 1) je vnéjsi normala ke grafu funkce fs, ktery omezuje P shora, je
x
. ) . (0fi Ofa e
prvni integral tok pole (0,0, F3) touto horni plochou. Podobné (a—, By —1) je vnéjsi
x Oy

normala ke grafu fi, ktery omezuje P zdola, a tak druhy integral je tok pole (0,0, F3) dolni
plochou omezujici téleso P. Protoze vektor (0,0, F3) je rovnobézny s osou z, je tok pole
(0,0, F3) bo¢nimi sténami télesa P automaticky nulovy. Zjistili jsme tak, ze vyraz (11.3)
je tok pole (0,0, F3) celou hranici 0P. Muzeme tedy posledni integrdl v (11.2) nahradit
takto

/ (F3(x,y, f2(2,9)) — F3(2,y, fi(z,y))) //00F3

[ 52 = [[eomas

(9P)

Celkové z (11.2) dostaneme

Zcela stejné tivahy jen se zaménénymi rolemi proménnych x,y a z vedou k zavéram

I = [formas []] 5= oo

(9P)

S uvazenim téchto faktu dostaneme hledanou rovnost

///dwF //F1,00d5+//0F2, dS+//OOF3

(0P) (oP)

=// (F1.,0,0) + (0. 5,0) + (0,0, F) ) d3
(op)

://(Fl,Fg,Fg)dgz//ﬁdg.
(0P) (OP)

Priklad 11.4. Necht F(z,y,z) = i + 2yj + 3zk. Urcete ff(M) FdS, kde (M) je povrch
krychle (0,a) x (0,a) x (0,a) orientovany vnéjsim normélovym polem.
Pouzitim Gaussovy véty dostdvame témér okamzité

//ﬁd§:///divﬁ=///6 dzdydz = 6a°.
(M) (0,a)3 000
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Priklad 11.5. Urcete tok elektrostatického pole

Q  7(z,y,2)
dreg |72, y, 2)|13

F(z,y,2) = (z,y,2) # (0,0,0),
kde 7(x,y, z) = (z,vy, 2), libovolnou uzavienou plochou (M) orientovanou vnéjsim normé-
lovym polem a obklopujici pocatek.

Necht G je omezend oblast, jejiz hranici je plocha M. Jednoduchym vypoctem dosta-
neme, ze

div F(z,y,2) =0, (x,y,2) # (0,0,0).

Vzhledem k tomu, ze pole F neni definovano v pocatku, nemtizeme Gaussovu vétu pouzit
ptimo. Kolem pocatku vsak opiseme uzavienou kouli K o poloméru, feknéme e, kterd je
celd obsazena G. V oblasti G \ K je pole F' diferencovatelné a jeho divergence je nulova.
Hranice oblasti G \ K neni uzaviend plocha: sklddd se z puvodni uzaviené plochy 0G
a z hranice 0K koule K. Splnéni vSech podminek Gaussovy véty lze dosdhnout napf.
protnutim mnoziny G \ K rovinou o prochazejici pocatkem. Ta ndm G \ K rozdéli na dvé
¢asti G lezici nad rovinou a Go lezici pod rovinou, viz. obr. 11.1.

Obr. 11.1.

Hranice 0G1 a 0G4 oblasti G1 a G4 jsou tvoreny ¢astmi puvodni plochy M, roviny o
a povrchu koule K. Podle Gaussovy véty pak dostaneme

J[Fas- ///dwF_O //FdS ///dwF—O

(0G1)

Odtud mame,

(11.4) //FdS+//FdS—O

(0G1) (0G2)

Podivejme se blize na tento soucet. Integraly ptes ¢asti hranice lezici v roviné o maji opacné
znaménko, a proto se vyrusi. Vnéjsi normaly oblasti G a G2 na ¢asti kulové plochy splyvaji
s vnitini normalou kulové plochy K. Tedy

//FdS+//FdS //FdS //FdS

(0G1) (0G2) (OK)
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//FdS // ds.

(M) (OK)

S pomoci (11.4) mame

V prikladu 10.8 jsme uz posledni integral pocitali, viz. (10.3). Pouzijeme ho a dostaneme,

ze tok
//ﬁdgz @ ;-9
4ﬂ€0 €0
(M)

Tok elektrostatického pole pres libovolnou uzavienou plochu obsahujici pocatek ve své

vnitini oblasti je roven —.
€0

Poznamka 11.6. V predchozim prikladé jsme ukazali modifikaci Gaussovy véty pro ob-
lasti, které jsou ohraniceny dvéma uzavienymi plochami M; a Ms, pficemz mensi oblast
s hranici M, je Casti vétsi oblasti s hranici M. Jinymi slovy, M1 = 0Py, My = 0P a
P, C P,. Ve schodé s predchozim postupem vzdy plati, ze

//FdS //FdS J[[ i

P\Py
kde (M1) a (Ma) jsou orientovany vnéjsim normélovym polem.
Priklad 11.7. Na zakladé Pascalova zakona odvodte zakon Archiméduv.
Budeme piedpoklidat, ze téleso G C R? mé za hranici orientovanou plochu 0G. Déle

se dohodneme, ze hladina kapaliny o hustoté p je rovina zy. Necht je téleso G ponotreno
do kapaliny, tj. G C {(z,y,2) | z < 0}. Podle Pascalova zdkona je hydrostaticka sila F

pusobici na téleso G ddna
= pg / / zitdS,

(0G)

kde 7 je vnéjsi norméla. Rozepsano do slozek,

ﬁ:pg(//znldS, //zngdS, //zn;;dS),
oG G oG

kde 7 = (n1,n2,n3). Z Gaussovy véty dostaneme

Fl—pg//znldS qIECE ///dwzz

(G)

Fg://zngdS://zjdgng///div(zf) =0,
oG (9G) G
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a konecné,

ngpg//zngdS:pg//ledg
M te)
= pg /// div(zk) = pyg ///1 = pgobjem(G).
G G

Celkové F = (0,0,pgobjem(G’)>. Slovy: téleso je nadnaseno silou, kterd je rovna tize

kapaliny majici stejny objem jako puvodni téleso.

Fyzikalni interpretace divergence
Pomoci Gaussovy véty je mozno dat matematicky definovanému operatoru divergence
jasny fyzikalni vyznam. Rovnice

//ﬁdgz///divﬁ,
(0G) el

tiké, Ze objemovy integral divergence je roven toku pres hranici oblasti. Mzeme proto
divergenci chapat jako hustotu zdroju pole F'. Presnéji je tato souvislost vyjadiena v na-
sledujicim tvrzeni.

Tvrzeni 11.8. Necht F je vektorové pole spojite diferencovatelné v jistém okoli bodu Xq.
Oznac¢me symbolem K (8) uzavrenou kouli se stredem v bodé xo a polomérem 6 > 0. Necht
0K (0) je jeji hranice orientovand vnéjsim normdalovym polem. Pak

11. F(x) = li FdS
(11.5) div F(xo) = 530 objem K () obJemK // ds
8K(6

Dukaz. Budeme odhadovat rozdil

1

()b]TI{((S) / Fds — leF(Xo)
(0K (9))

(11.6)

s cilem ukézat, ze pro § — 0 se blizi nule. Zvolime si za tim ucelem libovolné malé
e > 0. Podle Gaussovy véty muzeme nahradit tok pole F' integralem z divergence. Takze

zkoumany rozdil ma tvar
div F — div F
obJemK /// iv iv F(x0)] .

K(5)

Protoze div F(xq) je konstanta a fffK(é) 1 = objem K (), je vySe uvedeny vyraz to samé

jako
objen;K((S) /// (divﬁ — div ﬁ(x@)'.
K ()
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Dale, div F je spojitou funkei, a proto plati, ze | div ﬁ(x) —div ﬁ(xo)] < € pro x z malého
okoli bodu xg. Je-li polomér koule K (§) dostatecné maly, pak vyse zminénd podminka
nastane. Pro tyto poloméry § > 0 muzeme pokracovat v odhadu (11.7):

]. — —
c_ 1 LB
= objem K(0 // | div F' — div F'(x0)|
/// _ eobjem K(§)
- obJemK “objem K (8)

Dokézali jsme, Ze vyraz (11.6) mé nulovou limitu pro § — 0, coZ je pfesné rovnost (11.5).
Il

Rovnost (11.5) je mozné slovné vyjadiit, ze div F (x) je hustota rozloZeni zdroju pole F.
Pro malé poloméry 4§ je

1 — — —
—_— FdS =~ divF .
objem K (0) // A5~ div F(xo)

(0K (e))

Tuto nelimitni verzi rovnice (11.5) muzeme zase interpretovat tak, ze divergence je tok
pole Jednotkovym objemem.

Je-li F napt. vektorové pole rychlosti dané kapaliny, pak pii div F (x0) > 0 prevlada
tok hranici smérem ven z koule K(§). V tomto pfipadé nazyvdme bod x¢ zridlem. Je-li
na druhé strané div F(xg) < 0, prevlddd tok hranici smérem dovnitf. V teorii proudéni se
takovyto bod nazyva norou (negativnim zridlem).

Nastane-li divF = 0 v jisté oblasti G, pak podle Gaussovy véty je tok pfes kazdou
uzavienou plochu v oblasti G nulovy. (Podle vztahu (11.5) plati i opacné tvrzeni.) Rovnice
divF =0 tedy popisuje ustdlené proudéni. Z téchto divodu se vektorové pole s nulovou
divergenci nazyva nezridlové. Piikladem nezridlového pole je magnetické pole B , které neni
na rozdil od pole elektrostatického vytvareno nabojem. Matematickou formulaci tohoto
fyzikalniho zdkona je jedna z Maxwellovych rovnic

div B = 0.

Na zavér tohoto odstavce se budeme kratce vénovat fyzikdlnimu vyznamu Laplaceova
operatoru. Pripomenme, ze méa-li funkce f spojité diferencovatelné derivace druhého radu
na oblasti G C R3, pak Laplacetiv operator Af je definovan vztahem

O*f  0*f  0*f
0x2  Oy? 022

Af =
Predstavme si nyni, ze pole F je dano nejvétsim spadem funkce f, tedy F = grad f.
(Tomuto typu pole se budeme podrobné vénovat v nasledujici kapitole.) Pak

= .. (Of Of Of O2f  O*f  O%f
leFd1V<axvayvaz> w"i_ﬁ‘i‘ai Af
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Laplaceuv operator tedy muzeme chapat jako hustotu zdroju pole F — tok pole F hranici
kazdého zékladniho télésa K C G je roven integralu [[[ . Af.

Jako ilustraci téchto tivah miizeme odvodit rovnici pro ustalené tepelné proudéni. Uva-
zujme téleso P v prostoru R3. Necht u(x,t) je teplota v bodé x € P v ¢ase t. K vyrovnani
teplot (tepelnému proudéni) v ruznych bodech P dochazi vzdy ve sméru nejvétsiho teplot-
niho rozdilu a to ve sméru od bodu s vyssi teplotou k bodu s nizsi teplotou. Jinak feceno,
tepelné proudéni je dano vektorovym polem F=— grad u.

Meéjme v télese P kouli K se stfedem x. Vyjadiime, jak se zméni mnozstvi tepla
obsazené K. Mnozstvi tepla je tmérné hmotnosti koule K a teploté u. Oznac¢ime-li p
hustotu, pak mnozstvi tepla v case t je

Q(t) = konst ///u(x,t)g.
K

Proto zména tohoto tepelného mnpzstvi je

dQ ou
O —konst///atg.
K

7 druhé strany se zména mnozstvi tepla rovna tomu, kolik ho proteklo hranici 0K, tj. tok
pole F' plochou 0K:
/ FdS.

(0K)

Protoze orientace hranice K je vnéjsi normélou, méri nam tok pole F , kolik tepla odtece
z koule K. Podle Gaussovy véty je to

(4/)ﬁd§=/}(//divﬁz—/}(/ Au.

Mnozstvi tepla, které koule K ztraci je ale —d@/ dt. Porovndnim obou vyrazi dostaneme

/Z/(konst %g - Au) — 0.

Protoze koule K byla libovolna, musi platit

coz po upravé dava

1 0u

—— = Au,

K Ot
kam jsme zavedli veli¢inu x nazyvanou tepelna difuznost.
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2 Greenova véta

Greenova véta vyjadruje vztah mezi kiivkovym integralem vektorového pole vzhledem
k hranici rovinné oblasti a dvojrozmérnym integralem pres tuto oblast. Pred formulaci
véty si musime tici, co rozumime kladnou orientaci uzaviené jednoduché kiivky v roviné
vzhledem k mnoziné. Necht 7' C R? je zakladni oblast. Pak jeji hranice 0T je uzavien
jednoduché kiivka. Rekneme, ze 0T je kladné orientovand vzhledem k T, jestlize pii pro-
chazeni hranice ve sméru parametrizace mame mnozinu 1" nalevo.

Véta 11.9. Greenova véta. Necht T C R? je zdikladni oblast, jejiz hranice T je kladné
orientovand vzhledem k T. Necht F = (Fy, Fy) je vektorové pole tridy C* na T. Pak plati

[ e

Dikaz. Dikaz Greenovy véty je zalozen na aplikaci véty Gaussovy. Definujme nejdrive
oblast Q = T x (0,1) v prostoru R?, ktera je ,,zobecnénym valcem“ s piidorysem T a
vyskou 1, viz. obr. 11.2.

or
Obr. 11.2.

Oznadime si pomocné vektorové pole H(x,y, 2) = (Fy(x,y), —F1(z,y),0). To je vekto-
rové pole t¥idy C! na Q. Necht (9Q) je hranice oblasti ) orientovans vnéjsim normalovym
polem. Podle Gaussovy véty mame

(11.9) //Hds ///de

(0Q)

Prozkoumame obé strany této rovnice. Zacneme s pravou stranou. Rozepsanim trojného
integralu dostaneme
(11.10)

o= Il =)= I (525 ) - [ (-5,
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oF, OF
nebot 6—2 — a—l nezavisi na z. Podivejme se nyni na plosny integrdl v rovnosti (11.9).
L Y

Hranice 9Q) je sjednocenim tii ploch — dolni podstavy {(z,y,0) | (x,y) € T}, horni pod-
stavy {(z,y,1) | (z,y) € T} a plasté P = {(z,y,2) | (z,y) € 0T, 0 < z < 1}. Vzhledem
k tomu, ze vektorové pole H je rovnobézné s rovinou xy, je skaldrni soucin tohoto pole
s jednotkovym normélovym polem na horni a dolni podstavé nulovy. Cely tok se tak

realizuje na plasti:
//ﬁdg—//ﬁdg—//ﬁ.ﬁds,
(P) p

(0Q)

kde 7i je vnéjsi normélové pole. Ozna¢me 7 = (71, 72) jednotkové te¢né pole ke kiivce 9T
souhlasné s jeji orientaci. Vnéjsi norméla v tomtéz bodé pak mé souradnice (12, —71).
Odtud ihned plyne, ze vnéjsi jednotkovd normadla k plasti P ma tvar 7 = (12, —71,0).

Takze
//ﬁﬁds — //(FQ,_FhO) . (7‘2,—7'1,0)(152 //(F1T1 +F27-2)dS
P P
1

P
:/</(F17'1+F27'2) dz>d8:/ﬁ-?ds: /ﬁd§’.

ar 0 oT (T)

(Vyuzili jsme toho, ze ani pole F ani parametrizace kiivky 9T nezdvisi na z—tové sourad-
nici.) Tato rovnost spolu s (11.10) ddava dokazované tvrzeni. O

Priklad 11.10. Pomoci Greenovy véty urcete integral
[ s maydo s (0 447 d,
(&)
kde (C) je kladné orientovana hranice oblasti 7' C R? dané nerovnostmi
1<2?4+42<16, 0<z<y<+3z

V daném pripadé je vypocet pomoci Greenovy véty jednodussi nez primy vypocet zada-
ného krivkového integralu. Plati totiz

/(—y3 +Inz)dr + (2* +¢y*)dy = //(3:62 + 3y%).
(&) T
Vypoctem v polarnich souradnicich pak mame (T je ¢ast kruhové vysece)

w/3 4

é/(3x2+3y2)=3//93 dgz?)(gZ).[f]j:i?m

w/4 1
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3 Stokesova véta

Greenovu vétu je mozno chapat jako vztah mezi kiivkovym integralem pres kraj (tj. hra-
nici) rovinné plochy a plosnym integralem pfes tuto rovinnou plochu. V radé dilezitych
aplikaci je nutno uvazovat obecnéjsi situaci, ve které je rovinna plocha vyzdvizena do troj-
rozmérného prostoru a deformovana. Toto , kiivocaré” zobecnéni Greenovy véty je véta
Stokesova. K jeji formulaci budeme pottebovat pojem rotace vektorového pole.

Definice 11.11. Necht F = (Fy, Fy, F3) je vektorové pole tridy C' v otevrené mnoziné
G C R3. Rotaci vektorového pole rozumime vektorové pole definované v G, k jeho# oznacend
pouzivame symbol rot F', definované rovnosti

CF_ (0P R oR _0F 0F, OR
= oy 0z Oz Oxr " Ox oy |-

Méné korektné, ale prehlednéji miuzeme rotaci pole F chapat jako vektorovy soucin

formélntho diferencislniho operdtoru V = (8% 2, 8@) a pole F = (Fy, Fy, F3),

rot F =V x F.

Pouzijeme-li k vypoctu tohoto soucinu symbolicky determinant, dostdvame néasledujici
mnemotechnickou pomucku

2 0 9

. dx OJy Oz

rot F = F1 F2 F3
i j ok

Priklad 11.12. (i) Necht F(z,y,2) = (y2 + 22,22 + 22,22 + y2). Pak

0 0 0
. oz dy 0z - = -
ot F = | 92 +22 22 +22 22492 | =2y —22)i+ (22 — 22)j + (22 — 2y)k.
i 7 k

(ii) Je-li F(z,y,2) = (Fi(z,y), F2(x,),0), kde F| a Fy jsou spojité diferencovatelné v ob-
lasti D C R?, pak

£ 4 &
_ x Y z oFy O0F1\ -
rot F'=| Fi(x F(x 0 |=|=w——-—5)*kK
o) R O |= (525
) J k
Vsimnéme si, ze rotace tohoto, ve své podstaté rovinného vektorového pole, je dana
diferencidlnim vyrazem % — %—};, ktery se vyskytuje v Greenové véte.

Pti formulaci Greenovy véty bylo dilezité, ze kiivka C' C R? ohrani¢ujici rovinnou
zékladni oblast T' byla orientovana kladné. Tento fakt mtzeme vyjadrit ekvivalentné ve
formé, ktera se vice hodi pro zobecnéni. Mnozinu T lezici v roviné ry muzeme orientovat
pomoci jednotkového konstantniho normalového pole k= (0,0,1). Jestlize se pohybujeme
po krivce C' = 9T v kladném smyslu a mame hlavu ve sméru vektoru k pak pri tomto
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pohybu méme oblast T vzdy po levé ruce. Rekneme, ze za téchto pfedpokladi je kiivka
C orientovana souhlasné s orientovanou plochou T'. Touto personifikaci budeme definovat
i souhlasnou orientaci kraje a plochy v obecném pripadé. Necht (M) je orientovand ele-
mentarni plocha, jejiz kraj tvoif uzaviend, jednoducha kiivka C. Rekneme, Ze orientovand
plocha (M) a orientovand krivka (C) maji souhlasnou orientaci, jestlize plocha M je vzdy
po levé strané, za predpokladu, Ze se pohybujeme po kiivce C' ve smyslu jeji orientace a
to tak, ze hlava ma smér normalového pole plochy M viz. obr. 11.3.

ﬁ

Obr. 11.3.

Uvedené vymezeni pojmu souhlasnd orientace neni matematicka definice v rigoréznim slova
smyslu, nebot se opird o personifikovany model. Méné personifikované bychom to mohli
fici tak, Ze souhlasnéd orientace nastane, kdyz tecny vektor 7 a normalovy 7 v kazdém
bodé kraje K (M) jsou takové, ze 7 X 7 generuje tecnou polopiimku k M. I tuto formulaci
Ize vsak matematicky precizovat do zcela exaktni podoby. Vzhledem k tomu, Ze presna
(a méné ndzornd) matematickd definice ndm v praktickych situacich nefekne nic vice nez
nase intuitivni predstava, nebudeme ji uvadét.

Pomoci vy$e uvedenych pojmil se nyni Greenova véta pro rovinnou oblast 7' C R? ori-
entovanou normalovym polem k a se souhlasné orientovanym krajem (0T') a pro vektorové
pole F(x,y,z) = (Fi(z,y), Fa(z,y),0) zméni do tvaru:

/ ﬁ://rotﬁ.
(1)

(0T)

Tento vztah nas vede ke Stokesové vété. Traduje se, ze ditkaz této véty zadal vynikajici
anglicky matematik G.G.Stokes v roce 1854 studenttim, jako jeden z prikladi u zkousky
na Université v Cambridge. Myslenka tohoto dikazu se totiz opird o pouziti tehdy jiz
dobie znamé Greenovy véty. Méné znamé je, Ze mu tento problém navrhl lord Kelvin.
Autofi této ucebnice nebudou tak piisni a dikaz (alespon ve specidlnim piipadé) uvedou.

Véta 11.13. Stokesova véta Necht vektorové pole F je tridy C* na oteviené mnoziné
obsahujici elementdarni orientovanou plochu M. Predpoklddejme, Ze kraj plochy M je uza-
vrend jednoduchd krivka C = K(M). Pri souhlasné orientaci plochy M a krivky C plati

(11.11) /ﬁdgz //rotﬁdg.
©) (M)
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Dikaz. Necht elementarni plocha M je ddna grafem funkce g(x,y) na zdkladni oblasti
T c R2. Dale budeme pfedpokladat, ze g ma spojité vechny parcialni derivace druhého
fddu na oblasti T, tj. je tiidy C? na T. Necht (9T) je kladné orientovana jednoducha
uzaviend krivka, viz obr. 11.4.

z 7

l

| [

- C |
I : Yy

| I

” I |

ot
oT
Obr. 11.4.

Oznacime si p(t) = (p1(t), p2(t),0), t € (a,b), parametrizaci kiivky (97"). Budeme-li
predpokladat, ze plocha M je orientovana normdalovym polem s kladnou slozkou z, pak
kraj C bude s plochou M souhlasné orientovan, pouZzijeme-li prirozenou parametrizaci

P(t) = (e1(t), e2(t), g(@1(t), 02(t)), t € (a,b).

Ta se lisi od parametrizace ¢(t) ve tieti slozce, nebot prislusny bod lezi na plose M. Podle
definice je

/ﬁd§

(©)

b
/ F) o/ dt
b

= /Fl(cm, 02, 9(1,02)) - @1 + Fa(p1, 92, 9(¢1,92)) - 4
a

ag / 89 /
F < <
+ F3(1, 92, 9(¢1, 92)) <8x% + 6y<P2 dt
; 9
—/ [FI(CPhSD%Q(WLSOQ))""aag:'F3(‘P17(P27g(901a§02))] -

)
+ [Fz(%soz,g(sm,«pg)) + 8*5 - F3(1, 2, 9(1, 902))] @ dt.

Zavedeme si nové rovinné vektorové pole G= (G1, G2) vztahy

(1112 Ga(e,) = Fi(,y,9(e.)) + 52 Fy(e. (2, ),
(11.13) Gali.9) = Fa(o.y.9(a,) + 5 Fala, . (1)
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Pak se posledni integrél zjednodusi do tvaru

/Gl ©1,92)¢1 + Ga(p1, 92)¢h dt—/
or

’ﬂ\

Takze zatim mame
(11.14) / Fds= / G ds.
(&) (07)
Pro toto nové rovinné pole G pouzijeme Greenovu vétu:
= 0Gy 0Gy
11.15 Gds= _— - —.
(11:15) [ Ga- [ G-
(A7) T

Zbyva vyjadrit vyraz za dvojnym integralem pomoci ptivodniho pole F. K tomu uzijeme
pfevodni vztahy (11.12) a (11.13). Odtud

/ @ B @ // OF, 8F2 dg 0% dg <8F3 OF3 89)

Bs+3, ox * o, 0z Ox

Tz oz T azoy T oy

B 8F1 8F1 ag 829 ag 8F3 4 9 8F3 ag
y 0z 33/ 0xdy 2T ox By | 0z dy

// OF, OR) 04 (0F OR (0F OF:
oy 0z oy \ 0z Oz Ox y
_// _;q _@ 1 6F3 8F2 8F1 B 0F3 8F2 . 8F1
N ox’ Oy’ oy 0z 0z Ox  Ox oy )
T

. (s s = ) ) S
V tomto tvaru jiz poznavame vnéjsi normélu n = (—a—g, —B—Z, 1). Druhy ¢len je rotace

pole F'. Dostali jsme tak

(11.16) / @—% //rotFwygxy))-ﬁ(m,y,g(m,y))—//rotﬁdg.
(M)

Spojeni (11.14), (11.15) a (11.16) zakoncuje dukaz. O

Uzite¢nym dlisledkem Stokesovy véty je, ze tok rot F uzavienou plochou je vzdy nlovy.
Pro uzavienou plochu M je jeji kraj K (M) = ) a integrél pfes prazdnou mnozinu je nula.

Na zavér si uvédomme, ze mame-li dokazanu Stokesovu vétu pro pripad elementarnich
ploch danych grafy funkei se spojitymi derivacemi druhého fadu, mtzeme tuto vétu lehce
dokazat i pro plochy, které maji rozklad na elementarni plochy tohoto typu. Krivkové
integraly pres spolecné ¢asti hranic dil¢ich ploch maji opa¢né znaménko, a tak seCtenim
rovnosti (11.11) platnych pro vSechny diléi plochy ziskdme Stokestv vzorec i pro tento
obecny pripad.
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Priklad 11.14. Pomoci Stokesovy véty vypocitejte

/yd:v+zdy+:vdz,
@

kde C je prinik kulové plochy o rovnici 22 +y? + 22 = 1 a roviny = + y + z = 1. K¥ivka
je orientovana tak, ze primét do roviny zy se pohybuje v kladném smyslu.

Pole, které se zde vyskytuje je F' = (y, z,x). Kfivka C je kruznice, ktera je okrajem
kruhu M leziciho v roviné o rovnici « + y + z = 1 a majici stfed v bodé (%, %, %) Z ele-
mentarni analytické geometrie zjistime, ze polomér tohoto kruhu je % Orientujeme-li

M pomoci normalového pole

1
fi(x,y,z) = %(1, 1,1),

dostaneme podle Stokesovy véty

/ﬁd§://rotﬁd§://rotﬁ~ﬁd5
(M) M

(©)
:4/(1,1,1). (1’\%1) :\jﬁﬂ//lzﬁnga‘;

Fyzikalni vyznam rotace

Stokesova véta vysvétluje fyzikalni vyznam rotace vektorového pole. Predpokladejme,
ze pole F je spojité diferencovatelné v néjakém okoli bodu x¢ € R3. Necht K(§) je kruh
lezici v pevné zvolené roviné o, ktery ma stfed v bodé x¢ a polomér 6 > 0. Necht 7
je (konstantni) jednotkové normdlové pole plochy K (§) urcujici jeji orientaci. Predpokla-
dejme déle, ze kruh K () i hranice 0K (0) maji souhlasnou orientaci. Nésledujici tvrzeni
déva analogii vztahu (11.5).

Tvrzeni 11.15. Pri spinéni vyse uvedengjch predpokladi plati

(11.17) / F d§ = rot F(xq) - 7.

(9K (9))

lim ———
530 obsah K ()
Dikaz. Ze Stokesovy véty mame

/ Fds= //rotﬁ-ﬁds.
(0K (9)) K(9)

Cilem je ukazat, ze vyraz

1 . .
- - F-7idS —rot F i
obsah K (¢) // 1 dS —rot F(xo) - 7
K(5)

(11.18)

mé nulovou limitu pro § — 0.
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Zvolme si libovolné € > 0. Protoze rot F(xg) je konstanta a JJ k(5 1dS = obsah K(6),
je vyse uvedeny vyraz to samé jako

s [ F-i- o Fs s

K (%)

(11.19)

Déle, rot F je spojitou funkci, a proto plati, ze |rot ﬁ(x) — rot ﬁ(xo)] < € pro x z malého
okoli bodu x¢. Je-li polomér kruhu K () dostate¢né maly, pak vyse zminénd podminka
nastane. Pro tyto poloméry § > 0 muzeme pokracovat v odhadu (11.19):

< - —
< obsahK /]rotF rot F(xq)| dS

P // cobsah K(6)
- obsahK obsah K (§)

Dokézali jsme, ze vyraz (11.18) ma nulovou limitu pro § — 0, coz je presné rovnost (11.17).
Il

Interpretujeme-li F jako pole rychlosti v proudici kapaliné, pak primeérnd hodnota
rychlosti elementu kapaliny podél kruznice 0K (6) je

1

oot ds Fds
délka 0K (9) / ds= 27r<5 / ds-
(0K (8)) (0K (8))

Primérnd thlova rychlost @ takového elementu souvisi s F' vztahem F = w 4. Intenzitu
vitivosti kapaliny tak muzeme charakterizovat primérnou tthlovou rychlosti

F 1 . 1 . _,
o= — = —— F e — F -n ~ l F . _’.
W= =55 / ds 3 obsah K (9) // rot F'-ndS ~ 5 rot F(xq) - 70
(0K (5)) K(5

Hodnotu skaldrniho souéinu 7 - rot F(xo) proto chiapeme jako miru ,, vifivosti“ pole F
v bodé xy kolem osy dané vektorem 7. Ta bude nejvétsi kolem osy ve sméru vektoru
rot F (x0) a nejmensi, tj. nulova, ve sméru kolmém na rot F (xp). Volnéji muzeme vysledky
predchozich tvah demonstrovat nasledujicim prikladem. Predstavme si, ze do proudici
kapaliny s polem rychlosti F ponofime lopatkovy mlynek. Pak energie otac¢eni mlynku
bude nejveétsi, nastavime-li osu mlynku ve sméru rot F' v daném bodé. Volime-li naopak
osu kolmou na vektor rotace, bude energie nulova.

Vektorové pole, pro které plati, ze rot F =0 v kazdém bod& oteviené mnoziny G C R3,
se nazyva nevirové. Takovéto vektorové pole ma nulovou energii otaceni kolem jakékoliv
osy. Témito typy vektorovych poli se budeme zabyvat v néasledujici kapitole.

4 Cviceni
Uloha. Pomoci Gaussovy véty urdete integral

//xdydz—i—ydzdaH—zdxdy,
(M)
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2

kde M je kulové plocha o rovnici 22 +y?+ 22 = a? orientovand vnéjsim norméalovym polem.

ResSeni. Jednd se o pole F = (z,y,2) a jeho tok plochou M. Podle Gaussovy véty
aplikované na kouli G se stfedem v pocatku a polomérem a mame

//xdydz—i—ydzdx—f—zdxdy:///divﬁ:///3:477(13.
(M) G G

Tento priklad je typickou ukéazkou pouziti Gaussovy véty - vektorové pole ma konstantni
divergenci a tedy hledany integral je roven soucinu této divergence s objemem télesa zna-
mym z elementarni geometrie.

Uloha. Uréete tok pole F= (xz,zy,yz) povrchem M vilce daného nerovnostmi
x2+y2§9, 0<z<8.
Orientace je dana vnitfnim normalovym polem.

Reseni. Ozna¢ime-li symbolem V dany vélec, pak

J[Fas=ff s [ffesmen=[]] -

nebot jsme vyuzili nulovosti nékterych integralii na zakladé symetrie dané oblasti. Vypocet
muzeme pohodlné dokonc¢it v cylindrickych soutradnicich

8 21 3 3 8
—///zz—///gzdgd@dz :—27r/gdg/zdz:—2887r.
1% 0 0 0 0 0

I v tomto pripadé bylo pouziti Gaussovy véty vyhodné, nebot integraci polynomu stupné
dva v proménnych z,y, z prevedla na integraci polynomu stupné jedna.

Uloha. Necht G je zékladni oblast v prostoru R3, jejiz hranici je uzaviena plocha 9G.
Ukazte, Ze pro objem V oblasti G plati

1
= 3//xdydz+ydzdx+zdxdy,
(0G)

za predpokladu, ze G je orientovana vnéjsim normalovym polem.

Reseni. Bezprostiedni aplikaci Gaussovy véty pro vektorové pole F = %(az,y, z) zis-
kévame
1
3//xdydz+ydzdx+zdxdy:///1 =V.
BG) G
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Uloha. Na zakladé pfedchoziho piikladu uréete objem V elipsoidu daného nerovnosti

2 2 2
Ui+%+ig1 a,b,c>0.

Reseni. Pouzijeme-li pro popis povrchu elipsoidu zobecnénych sférickych souradnic,
tzv. eliptickych souradnic, mame parametrizaci

O (p,1) = (acos psind, bsin psind, ccosd) kde ¢ € (0,27), 9 € (0, ).
Vyuzitim vztahu (10.8) a predchoziho prikladu mame

1
Vz3//xdyd2+ydzdx+zdxdy
(M)
2 7

1
== / / abc cos? @ sin® ¥ + abesin? ¢ sin® ¥ + abe sin Y cos? 19) dp do

2 7 2

;abc// sin® 9 + cos? ¥'sin ) d dp = abc//smvﬂdﬁ

2 4
= —mabc [— cos V] = —mabe.
3 3

Uloha. Podle Gaussovy véty z elektrostatiky plati pro intenzitu E elektrostatického pole
a objemovou hustotu naboje p vztah

[[es5-4 )

(97)

kde T je zékladni téleso v R3, jehoz hranici T je uzaviend plocha orientovand vnéjsim
normélovym polem. (Tento vzorec je vlastné spojitou verzi diskrétniho pripadu z Ptikladu
10.8.) Odvodte diferencialni podobu tohoto zédkona.

Reseni. Predpokladejme, 7e E je vektorové pole tiidy C! v jisté oteviené mnoziné
G C R? a p je funkce spojitd v G. Zvolme bod xg € G. Pro libovolnou kouli K ¢ G
se stfedem v bodé xg, jejiz hranice 0K je orientovana vnéjsim normélovym polem, plati

podle Gaussovy véty
[[Bas= [[[awE
(OK) K
///(leE—) =0.

Protoze uvedené identita plati pro kazdou kouli K C G, musi byt funkce div E— L vzhle-
€0
dem ke své spojitosti nulova. Hledanou ekvivalentni podobou uvedené integralni rovnice

je tedy vztah

Z (11.20) dostaneme

divE = 2 v bodech G.
€0
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Na podobném principu je zalozeno i odvozeni ostatnich Maxwellovych rovnic.

Uloha. Pomoci Greenovy véty vypoététe nasledujici kiivkové integraly
(i) /(396 —zy—y°) de — (2zy —a?) dy,
©
kde C je kladné orientovand hranice ¢tverce (0, 1) x (0, 1).
(ii) / e’(1 —cosy) dz — e*(y —siny) dy,
(8D)

kde hranice 0D oblasti D = {(z,y) | € (0,7),0 <y <sinz} je kladné orientovana.

Reseni. (i)

[ —ay— ) do— oy -ty = [ (o -20) - (-2 - 37)
()

o O~
S O —

(3z — 2y + 3y%) =

5.
(ii) /ex(l—cosy)d:):—ex(y—siny)dy
(0D)
// (siny —y) — e*siny) = // e’y
s sinx 1 L, 1 _
=— ( e“ydy d:z:——i e’ sin xdx:—g(e —1).
0 0

Vsimnéme si, ze v prikladé (i) bylo pouziti Greenovy véty vyhodné, zatimco v ptipadé (ii)
dokonce nezbytné. (Zkuste zacit vypocet integralu v (ii) pfimou metodou.)

Uloha. Ukaite, Ze je-li C' jednoduché uzaviena kiivka v R?, pak obsah P omezené oblasti
v R? s kladné orientovanou hranici (C) je mozno vyjadiit pomoci nésledujicich kiivkovych
integrala

(11.21) P = /m dy,
(11.22) P=— / y dz,

(@)

(11.23) P=_ / —y dz +x dy.
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Vypoctéte pomoci téchto vztaht obsah rovinného itvaru omezeného osou x a ¢asti cykloidy
(t) = (at —asint,a —acost), a >0, te(0,2m).

Reseni. Zvolime napi. (11.21). Vektorové pole, o které se jednd, je F = (0,z). Pak

% — 68—1;1 =1 a dle Greenovy véty

/x dy://dxdy:P,
D

(©)

kde D je vnitini oblast kiivky C. Ostatni vztahy se dokazi zcela analogicky volbami
F=(-y,0)aF=(-%7%).

K vypoctu druhé é4sti prikladu je nejvyhodnéjsi pouzit vzorec P = |, )T dy. Hranice
se totiz sklada z oblouku cykloidy a intervalu na ose x. Pres tisek na ose x je vSak dany
kiivkovy integral nulovy. Ziskame takto

27 27
P = /37 dy = —/a(t—sint)asint dt = —a? /(tsint—sith) dt
(@) 0 0

= 3ma’.
Uloha. Pomoci Stokesovy véty urcete integral

/(a:—i—y) de+(242) dy+ (z+y) dz,
@
kde ktivka C' je ddna vztahy
2?4y =2y, y==z
Orientace je definovana tak, ze prumét bodu do roviny zy se pohybuje v kladném smyslu.

(Navod: Pti vypoctu pouzijte vztah pro obsah plochy omezené elipsou).

Reseni. Kiivka C je elipsa, ktera je prinikem valcové plochy o rovnici 2+ (y—1)2=1
s rovinou o rovnici y = z. Pro vektorové pole F' = (z + y,2 + x,x + y) mame

0 0 0
. Oox Oy 0z o
rot F=|x+4+y 242 x4y |=i—7=(1,-1,0).
i j k

Kiivku C' mtizeme chépat jako okraj rovinného elipsoidu M leziciho v roviné dané rovnici
y = z. Souhlasné orientace dosdhneme, orientujeme-li plochu konstantnim normaéalovym

polem
N (07_1,1)
n(x,y,z) = ———.
(z,y,2) 7

Na zékladé elementarni geometrie je mozno stanovit, ze elipsa méa poloosy 1 a v/2 a tedy
obsah pifslusného elipsoidu je 7v/2. (Nakreslete si priimét do roviny yz!) Bezprostfedni
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aplikaci Stokesovy véty pak mame

/(:c+y) dz+ (24 z) dy+ (z +y) dz —//(1,—1,0)d§
(©) (M)

:4/@_L> . 11dS [/¢ ——mf—w

Uvedeny piiklad je typickou situaci pro pouziti Stokesovy véty — rotace integrovaného vek-
torového pole je konstantni, plocha ma konstantni normélové pole (tj. lezi v jedné roviné)
a ma obsah zndmy z elementarni geometrie. V tomto pripadé je vysledek (v absolutni hod-
noté) roven sou¢inu obsahu dané plochy s hodnotou skaldrniho sou¢inu rotace zadaného
pole a pole normélového.

Uloha. Urcete /ﬁdé’, kde
(©)
F=—yi+ (z—2%*siny)j + (z° + 2z cosy)k

a kiivka C je prinikem dvou kolmych valcovych ploch popsanym vztahy z? + 32 = 1,
2?2+ 22 =1, z > 0. (Znazornéte si zaddni obrazkem!) Kiivka C je orientovana tak, ze
prumét do roviny xy se pohybuje v kladném smyslu.

Reseni: Kiivka C je okrajem plochy M, kterou je mozno popsat jako graf funkce
f(x,y) = V1 — 22 definované v kruhu D daného nerovnosti 2 + y?> < 1. Pro rotaci
vektorového pole F' plati

9 9 9
. oz dy 0z 5
rot F = | —y x—2%siny 2%+ 2zcosy | = 2k.
i j k
of of ) < z ) zi -
Vnéjsi norméla jei = | ——,——,1| = [ ——,0,1 | = ——— + k. Standardnim
: : < r’ Oy Vi-a? Vi-a?

pouzitim Stokesovy véty dostaneme

[ a5 [ (o0
:éy2:2m

/(y2 +22) dz + (22 + 2%) dy + (22 + ¢?) dz,
(@)

Uloha: Urcete

kde C je primik kulové plochy o rovnici 22 + 12 + 2% = 2bx a vélce o rovnici 22 + y? = 2ax,
0 <a<b, z>0. Orientace je ddna kladnou orientaci prumétu do roviny zy.
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Reseni. Kiivka C je krajem plochy M, ktera je prinikem povrchu koule se stiedem
v bodé (b,0,0) a polomérem b s vilcem se stfedem v bodé (a,0,0) a polomérem a. Pro
rotaci zadaného vektorového pole mame

0 9 0

. oz Oy Oz
ot F=| 92 +22 22422 22492 | =20 —2z,2— 2,0 —y).

i i k

Pomoci Stokesovy véty dostaneme

/Fds_Z// 22— mz—y)dS.

(M)

Jelikoz plocha M je grafem funkce g x,y) = y/2bx — 22 — 32, jejimz definiénim oborem
je kruh D = {(z,y) | (z —a)® +9? = a2}, je normalové pole indukované kartézskou
parametrizaci (a pfitom souhlasné se zadanou orientac)

ni(x,y,z) = z-b Y 1
Y V2br — a2 — 2 \f2bx — 22 — 2 |

Ziejmé

2//(y—z,z—:c,x—y)d§
(M)

_2// 2bx—m2—y)(:v—b)+(\/2bx—x2—y2—x)y+xi
V2bx — 22 — 32 V2bx — 22 — 32 Y

:26// 1— Y :2b//1:2b7ra2.
\/2bx — 22 — 92
D D

V poslednim kroku jsme diky symetrii polozili rovnou [,

Y
2bx — 22 —y

=0.

2

Uloha. Pro stacionrni pole magnetické indukce B a hustotu elektrického proudu i v dané

oblasti plati
? / gdé’z//zdS
K(M))

kde ¢ je rychlost svétla (Faradaytuv zakon). Predpoklada se pri tom, ze plocha M a kraj
K(M) v dané oblasti, které splnuji predpoklady Stokesovy véty. Odvodte diferencidlni
podobu tohoto zakona.

Reseni. Pii obvyklych predpokladech na spojitost vektorovych poli B ai v dané
oteviené mnoziné G C R? mame podle Stokesovy véty

e / §d§202//rot§d§,
(K(Q)) (@)
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pro jakykoliv kruh @ C G se stfedem v pevné zvoleném bodé x¢ a pro jeho kraj K(Q).

Jinymi slovy
// c rotB——)dS—O
€0

Stejnou tivahou jakou jsme pouzili jiz vysSe mame

(choté—i> -1 =0,
€0

kde 7 je normélovy vektor ke kruhu Q. Protoze 71 i bod x¢ 1ze volit libovolné mame

7
2 rotB——
€

O

coz je hledana diferencidlni rovnice ekvivalentni Faradayoveé zakonu.

Uloha. Necht F je vektorové pole spojité diferencovatelné v oteviené mnoziné G C R3.
Pomoci integralnich vét (tj. bez pfimého vypoctu) ukazte, ze

(11.24) divrot F = 0.

Reseni. Méjme kouli K C G. Jeji hranice je uzaviena plocha a vime, Ze tok rot F
uzavienou plochou je vzdy nulovy. Z Gaussovy véty plyne

///divrotﬁ:(),
K

pro kazdou kouli K v oblasti G. To implikuje, ze divrot F=0vG.

1. Ukazte, zZe tok vektorového pole ﬁ(aﬁ, y,z) = (x,y, z) hranici kazdého télesa spliujici
predpoklady Gaussovy véty je roven trojnasobku objemu tohoto télesa.

2. Necht P je téleso vyhovujici predpokladim Gaussovy véty, které je stfedové sou-
mérnd vzhledem k pocatku. Ukazte, ze pole F(x,y,2) = (22,y?, 22) ma nulovy tok
pres hranici OP.

Pomoci Gaussovy véty vypocitejte nasledujici integraly:

3. // 2% + 2] + 22k dS, kde M je povrch krychle (0, a)3, orientovany vnéjsim nor-
(M)
malovym polem;

4. // zi+ 2yj'—|— (32— :L‘Q)EdS", kde M je povrch elipsoidu se stfedem v pocatku, osami
(M)

x,1, z a poloosami a, b, c. Orientace je ddna vnéjsim norméalovym polem;
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/ / rzzdydz + xydzdx + yzdx dy, kde M je povrch jehlanu omezeného rovinami

(M)
r=0,y=0,2=0, z+y+ z=1. Orientace je ddna vnéjsim normélovym polem;

/ / 23dydz + y? dzdz + 23 dz dy, kde M je povrch koule o poloméru a a stfedem

(M)
v pocatku orientovand vnéjsim norméalovym polem;

//(:c—y+z)dydz+ (y—z+x)dzda + (2 —x +y)dedy,

(M)

kde M = {(z,y,2) | [t —y + 2|+ |y — 2z + x| + |z — x + y| = 1}. Orientace je dina
vnéjsim normélovym polem. (Navod: integral je roven trojnasobku objemu M. Pro
vypocet objemu uzijte nové soutradnice u = r—y+z, v =x+y—zaw = —xr+y+=z.)

Necht plocha omezujici téleso P mé ve sférickych souradnicich rovnici o = f(p,d),
(¢,9) € D. Ukaite, Ze objem(P) = % [[, f?sin .

. Na zdakladé predchozi tlohy stanovte objem télesa, jehoz hranice mé ve sférickych

soufadnicich vyjadreni o = asin .

Necht f a g jsou funkce tifdy C? na zakladnim télese P C R3, jehoz hranice je plocha
orientovand vnéjsi normélou 7. Oznac¢me

af _
dii

projekci gradientu do norméalového sméru v bodech hranice. Ukazte pomoci Gaus-
sovy véty aplikované na F' = grad f, ze plati tzv. Greenovy formule

S
( P

aP)

(b) //f(‘jfi,dg_///ng+///gradf-gradg.
(OP) P G

d -
Necht u je funkce tiidy C2? v R3 spliujici Au = 0. Ukaite, Ze //dz_{dS =0
7l

&)
pro kazdou uzavienou plochu S s jednotkovym normalovym polem 7, ktera spliiuje

predpoklady Gaussovy véty. Je néjaky fyzikalni vyznam tohoto faktu?

(ri-grad f) 7

Naleznéte tok vektorového pole F = Zle grad < - ), kde r; je funkce udéavajici

47r;
vzdalenost bodu od ziidla (z;,y;, 2;), pres uzavienou plochu orientovanou vnéjsim
normalovym polem, kterd obsahuje vSechny body (z;,vi,zi), ¢ = 1,...n, ve své
vnitini oblasti.

Ukazte, ze /(y:Jc3 + e¥)dx + (zy® + ze¥ — 2y)dy = 0, jeli C C R? jednoduchs

(©)
uzaviend krivka stredové soumeérna podle pocatku.
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14. Dokazte, ze / (2zy — y) dz + 2® dy = obsah(D), kde D je zakladni oblast v R?,

(0D)
jejiz hranice je orientovand uzaviena jednoducha krivka.

Pomoci Greenovy véty vypoctéte nasledujici kiivkové integraly

15. / y? dz + 2 dy, kde C je kladné orientovand hranice étverce (—1,1)%;
(©)

16. /(3:02 cosy — y>) dx + (23 — 32%siny) dy, kde C je jednotkova kruznice se stfedem
(@)
v pocatku a kladnou orientact;
1
17. / ze ¥ do+ (—$2y6y2 + 2+2> dy, kde C je kladné orientovany obvod ¢tverce
T Yy
(@)
<_a7 a>2;
18. /(x + y)dx — (z — y)dy, kde C je kladné orientovana elipsa s poloosami a,b a
(@)
stredem v pocatku;
19. /(em siny — 16y) dz + (e” cosy — 16) dy, kde C' je polokruznice dand podminkami

©)
2?2 +y? = az, y > 0, s po¢atecnim bodem (a,0) a koncovym bodem (0, 0). Navod:
Doplnte polokruznici tiseckou na uzavienou krivku.

V nésledujicich tlohach naleznéte obsah oblasti omezené zadanou kiivkou
20. elipsou s poloosami a, b;
21. x =tlnt,y=t—t2,t € (0,1);

22. smyckou Descarteova listu o rovnici 2 + y* = 3azy, * > 0, y > 0, a > 0; (Névod:
Descartetv list je mozno parametrizovat funkcemi z = pcos?/3 ¢, y = osin?/3 ©.)

23. kiivkou o rovnici 3% = z? — a?.

24. Pomoci Stokesovy véty odvodte, ze /yz dx + zzdy + xydz = 0 pro kazdou uza-

(@
vienou kiivku C, kterd je krajem orientované plochy v R3.

V nésledujicich tlohach spoctéte uvedené integraly s pouzitim Stokesovy véty.

25. /(y2—22) dz+ (22 —2%) dy+(2* —y?) dz, kde C je fez povrchu krychle (0, a)? rovinou

()
TH+y+z= %a. Orientace je urc¢ena poradim bodu (%a, 0,a), (a,0, %a), (a, %a, 0);
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26. /(y +2)dz + (2 + x)dy + (z + y)dz, kde C je elipsa s parametrickym vyjadre-

(@)
nim ¢(t) = a(sin®t, 2sint cost,cos? t), t € (0, 7). Orientace je indukovéna uvedenou
parametrizaci.

27. / y2i+2%j+ 2%k d5, kde (C) je obvod trojuhelnika s vrcholy (a,0,0) (0, a,0) (0,0, a).
(©)
Orientace je urc¢ena uvedenym potradim vrchold;.

28. /y2z2 dz + 2222 dy + 2%y dz, kde C je uzaviend kiivka s parametrizaci o(t) =
(9)
(acost,acos2t,acos3t), t € (0,2w). Orientace je ddna zadanou parametrizaci.

29. /a:2y3 dr + dy+ dz, kde C = {(z,y,0) | 22 + 3? = r2}. Orientace je kladnA.
(@)

V nasledujicich tlohach vypoctéte / / rot FdS , kde
(M)

30. ﬁ(:n, Y, 2) = yi+ 2]+ zk, a M je ¢ast paraboloidu z = 1 — 22 —y2, z > 0. Normélové
pole urcujici orientaci ma pritom nezapornou z—tovou slozku;

31. Fz,y,2) =y%i+ayj+xzk a M = {(x,y,2) | 22+ 92 + 22 = 1, z > 0}. Normélové
pole urcujici orientaci ma pritom nezapornou z—tovou slozku;

32. F(x,y,2) = z2zi—yj +x°k a M je tvofena tiemi sténami ¢tyfsténu ohrani¢eného ro-
vinou s rovnici 3x+y+3z = 6 a souradnicovymi rovinami. Plocha pfitom neobsahuje
sténu v roviné zy a je orientovana vnitini normalou.

33. Odhadnéte absolutni hodnotu integralu /(a:2 + 2zy2)i + 222) + (y° — 22k, kde C

(©)
je kruznice dand podminkami (v —1)2 + (y — 1)2+ (z = 1)2 =¢?, s +y+22=4a
€ je malé?

34. Necht orientovana kiivka (C') a orientovana plocha (M) spliuji predpoklady Sto-

kesovy véty. Ukazte, Ze /fgradg = //(gradf x grad g), kde f, g jsou spojité

(&) (M)
diferencovatelné funkce.

Vysledky

3. 3a*; 4. 8mabc; 5. 1/8; 6. 1271'%; 7.1;9. ”24"3; 12. > ¢i; 15. 4; 16. %ﬂ'; 17. 0; 18.

—2mab; 19. 2ma’; 20. mab; 21. 1/36; 22. 3a?; 23. 4/3; 25. —;3; 26. 0; 27. —a®; 28. 0;

6 2
29. —7; 30. —m; 31. 0; 32. 0; 33.%.
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Kapitola 12

Potencial vektorového pole

1 Definice a vypocet

Dilezitym typem vektorového pole je pole ﬁ, pro které existuje spojité diferencovatelna
funkce f tak, ze F je pole gradientu funkce f, tedy F = grad f. Funkce f ma v mnoha
ohledech vlastnosti,, primitivni funkce* k poli Fa reprezentuje tak jeho ,, neurcity integral®.
7 geometrického pohledu je pole F indukovano vektory nejvétsich spadu funkce f a ma tak
smeér kolmy na konstantni hladiny funkce. Tyto hladiny mizeme chépat jako hladiny stejné
energie a f jako potencial vektorového pole F'. 7 matematického i fyzikalniho hlediska je
proto uzite¢né rozhodnout, zda dané vektorové pole je gradientem jisté funkce a nalézt pak
i metodu jeho vypoctu. Pri zkouméani téchto otazek se ukéze, ze tizce souviseji s kiivkovym
integralem a jeho nezavislosti na zvolené kiivce.

Definice 12.1. Necht F je vektorové pole definované v otevrené mnoziné G C R™. Jestlize
existuje funkce f spojité diferencovatelnd v G tak, Ze

F= grad f,
na G, pak se funkce f nazyvd potencidlem pole F a vektorové pole F se nazyvd poten-
cialni.
Priklad 12.2. Necht

= —K

7 (1,9.2); (2,9,2) #(0,0,0).

Pole F reprezentuje gravitacni pole vytvorené bodem o jednotkové hmotnosti umisténym

v pocatku. Funkce
1

(2, y,2) = i—F——m—m—es
( ) Va2 4y + 22

je tak gravitaénim potencislem pole F v oblasti R3\ {(0,0,0)}. Platnost tohoto tvrzeni
ovérime jednoduchym vypoctem gradientu f a srovnanim s F'.

V predchozim pifkladé bylo F tzv. centraln{ vektorové pole: oznaéime-li x = (x,y, 2),

pak ma tvar
- —K
F(x) = X.
x1?
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Je nasobkem polohového vektoru a velikost zavisi pouze na vzdalenosti od poc¢atku. V na-

sledujicim tvrzeni dokazeme, zZe takovato vektorova pole jsou vzdy potencialni.

Tvrzeni 12.3. Necht ¢ : (0,00) — R je spojita funkce. Centralni vektorové pole v R™
F(x) = ¢(lx[)x xeR"\{0},

md potencidl
fx) =G(x])), xeR"\{0},

kde G je primitivni funkce k funkci xo(x) na intervalu (0, 00).

Dikaz. Tvrzeni je mozno ovéfit pfimym vypoctem. Je-li G'(z) = z¢(x), pak podle véty

o derivaci slozené funkce mame pro kazdé i =1,...,n
Of(x) _ 9GUXID _ @Il _ i i
= =G =G = — = i
fo = S = i) = Gl = Il (I o = el
Tedy grad f = o(||x||)x = F(x). Tim je ditkaz ukoncen. O

Vratime se nyni k Prikladu 12.2. Z pohledu Tvrzeni 12.3, je F centralni silové pole

s funkel p(z) = —kz 3. Tedy G(x) = / —

K v 7’ 7’ 7’ v
— dz = — + ¢, coz ndm ddva opét
x x

flay.2) = G TP T ) =
Va2 4 y? + 22

Pripomenme si, ze oteviend mnozina G C R" se nazyva souvisla, pokud je mozné spojit
kazdé dva body v mnoziné G lomenou ¢arou, ktera cela lezi v G.

Nésledujici véta ukazuje tésnou souvislosti mezi potencidlem a kiivkovym integralem.

Véta 12.4. Necht F je spojité vektorové pole definované v otevrené a souvislé G C R™.
Nasledugjici tvrzent jsou ekvivalentni:

(i) F je potencidlni;
(ii) Pro orientované krivky (C), (C2) lezici v G se stejnym pocdtecnim a koncovym
bodem plati
/ Fds= / Fds.
(C1) (Ca)

(Slovy: Krivkovy integrdl nezdvisi na ceste.)
(iii) Pro kaZdou uzavrenou jednoduchou krivku (C) lezici v G plati
/ Fds=0.
(©)
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Navic, je-li f potencidl pole ﬁ, pak

(12.1) F(v) = f(u) = / Fds,

(©)

kde C' je libovolnd krivka lezici v G s pocdtecnim bodem u € R™ a koncovym bodem v € R".

Dikaz. (i) = (ii): K tomu abychom dokazali, Ze integral z potencidlniho pole nezavisi
na cesté, postaci dokazat rovnost (12.1). Zvolme tedy kiivku C' lezici v G s poc¢ateénim
bodem u a koncovym bodem v. Necht ¢(t), t € (a,b), je parametrizace této kiivky. Uzitim
rovnosti F = grad f mame

b
/ F= / arad (p(t)) - ¢/ (1) dt
(@) a

/ (S0 + 2L (G0 -+ - (Pl)h(1))

dt

(ii) = (iii): Kazdou uzavienou jednoduchou kiivku C' C G mizeme volbou dvou bodu
P a @ rozdélit na dvé krivky C7 a Co majici poc¢ate¢ni bod P a koncovy bod @, viz obr.
12.1(a). Podle (ii) je f(Cl) Fds= f(CQ) Fds. P¥i volbé orientaci naznadené na obrazku je

pak
/ﬁdgz / Fds— /ﬁdgzo.
) (C1) (C2)

VvV

Nejtézsi (a nejzajimaveéjsi) ¢asti je implikace (iii) = (i): Zvolme pevny bod x¢ € G. Ze
souvislosti existuje pro kazdy jiny bod x € G\ {xo} lomend ¢ara Ly lezici v G s pocateénim
bodem xg a koncovym bodem x. Definujme funkci

(12.2) / Fds.

(Lx)

Nez s touto funkci zacneme pracovat, musime ovérit, ze je definovana korektné. Ve vzorci
(12.2) je totiz jista libovile. Do bodu x se muzeme dostat mnoha lomenymi ¢arami. Inte-
graly podél ruznych lomenych ¢ar mohou vychéazet rizné a neni jasné, kterou z moznych
hodnot prohlésit za hodnotu f(x). Nastésti tato nepfijemna komplikace odpadd, nebot
integraly podél vSech lomenych car vychézeji stejné: Méjme dveé takové lomené ¢ary spoju-
jici xp a x. Oznacime je Ly a Lx. Jejich sjednoceni Lyx U (—Ly) je uzaviend kiivka. (U Ly
jsme napsali znaménko —, abychom zduraznili, Ze se po Ly vracime proti jeji orientaci.)

Podle (iii) je
/ Fds=0.
LxU(—Lx)
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/ Fd§:/ﬁd§+ / ﬁdgz/ﬁdg—/ﬁd§
Ly

LyxU(—Lyx) —Ix Lx I

/ﬁdgz/ﬁdg,
Ly

L

Zaroven,
Odtud plyne, zZe

a definice funkce f je jednoznacna. Ukazeme, ze f je potenciadl vektorového pole F. Za
timto tcelem vypocteme parcidlni derivace funkce f. Za¢neme derivaci podle x;.

Oy X X + hey

Lo

Cy P
X0

(a) (0)
Obr. 12.1.

Necht x € G\ {x¢} je libovolny a e; = (1,0,...,0). Pro h > 0 dostatecné malé, bude
i bod x + he; € G a mizeme x a x + he; spojit tseckou L lezici v G. Jsou-li L1 = Ly
a Ly = Lyxipe, lomené cary lezici v G, které maji spoleény pouze pocatecni bod xq, pak
podle definice f méme

f(x+hey) — f(x) = /ﬁdg— /ﬁd§
(L2) (L1)

Doplnime kiivky L; a Lo tseckou L na uzavienou jednoduchou kiivku (obr. 12.1 (b)).
Podle (iii) je integral pres tuto kfivku nulovy, a tak mame

/ Fds- /ng— / Fds=0.
(L2) (L) (L1)
Odtud
Fx+ heq) — f(x) = / Fds.
(L)
Pomoci parametrizace p(t) = x+te1, t € (0, h), Gsecky L ziskdavame z predchoziho vztahu
h h

(12.3) f(x+hey) — f(x) :/ﬁ(x+te1)-e1 dt:/Fl(x—i—tel) dt.
0 0
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Vzhledem ke spojitosti funkce Fi existuje pro kazdé € > 0 dostatecné malé é > 0, Ze pro
vSechna ¢ € (0, ) plati
|F1(x +te1) — Fi(x)| < e.

Odtud mame i nasledujici odhad. Je-li h € (0,6), tak s pomoci (12.3) muzeme psét
f(x+ter) — f(x)

. - Fi(x)

1 1 f

’h/Fl X-l-tel dt—Fl h‘/ Fl x+te1 1(X)) dt
0 0
h h

1/|F (x + te1) |dt<1/ dt —

=5 ) ) nt <
0 0

Tim jsme ovsem podle definice limity ukazali, ze

o L0+ her) = ()
h—0+ h

= Fl(X).

Pro limitu zleva (tj. h < 0) postupujeme tplné stejné. Dostaneme nakonec

of
—(x) = F1(x).
ach( ) = Fi(x)
Protoze nebylo vibec dilezité, Zze jsme pouzili posun ve sméru eg, analogickym postupem
0 _
ziskdme / = Fi(x),i=1,...,n. Zavérem mame grad f = F. O

i
Poznamka 12.5. Pouzijeme-li znaceni dikazu Véty 12.4, pak funkce
f(x) = / Fds
(Lx)

je jediny mozny kandidat na potencial vektorového pole F , jehoz hodnota v referenénim
bodé xq je nulova. Jestlize tato funkce f neni potencidlem, nemiize byt pole F' potencialni.

7 teorie funkci jedné proménné vime, ze rozdil dvou primitivnich funkci k dané téze
funkci je konstanta na kazdém intervalu. Analogické tvrzeni plati i pro potencial.

Disledek 12.6. Necht F je spojité vektorové pole v otevrené a souvislé G C R™. Jsou-li
f a g potencidly pole F', pak rozdil f — g je konstantni funkce na G.

Dikaz. Zvolme si pevny bod x¢9 € G a ozna¢ime Ly lomenou ¢aru vychazejici z xg a
konéici v x. Protoze F' = grad f = grad g, médme podle (12.1),

F(x) — g(x) = (f(xO>+ / gradfd§) - (g(xO>+ / gradgdg>

— flxa) = glox0) + [ (rad £ ~ grad g) d5 = fx0)  g(xa).
(Lx)
Rozdil potencidlt je tak konstanta f(xg) — g(xo)- O
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Dusledek 12.6 tika, ze potencial pole F je jednozna¢né urcéen predepsidnim hodnoty v
jednom zvoleném bodé.

Ve fyzice se ¢asto pouziva termin konzervativni pole pro oznaceni pole potencidlniho.
Dtvod je ten, ze pri pohybu hmotného bodu v potencidlnim poli plati zdkon zachovani
(tj. konzervovani) energie. Argument k tomu je jednoduchy: Méjme bod o hmotnosti m,
ktery se pohybuje v potencidlnim poli F=— grad f po ktivce C. Jeji parametrizace je
¢ : {a,b) — C. Celkova energie v Case t € {(a,b) je soucet kinetické a potencidlni energie.
Kineticka energie je

2 _ 1 / 2 1 / /

mv” = gm|[e'(t)[|7 = 3m (¢ (1) - ¢ (1)),

a potencialni U = f(p(t)). Takze,

N[

Derivaci podle ¢ dostaneme

% =m/(t) - "(t) + (grad f) - ' (t) = m (1) - &"(t) = F(p(t)) - ¢/ (2)
= (m¢"(t) = F(o(t))) - (1)

Protoze ¢"(t) je zrychleni v ¢ase t, je vyraz v zdvorce je nulovy diky Newtonovu druhému
zékonu F' = ma. Energie se tedy pri pohybu neméni.

Priklad 12.7. Urcete praci A, kterd se vykond v gravitacnim poli daném jednotkovym
hmotnym bodem umisténym v poc¢atku pfi pohybu od bodu (1,2,3) do bodu (7,3,38).
Hledana prace A je ddna kiivkovym integralem A = f(c) Fds, kde

= —K

(z,9,2); (x,y,2) # (0,0,0),

a C je libovolnd krivka vychazejici z bodu (1, 2, 3) a konéici v bodé (7, 3,8). V Piikladu 12.1
jsme zjistili, ze F' je potencidlni pole v oblasti R?\ {(0,0,0)} s potencidlem

K

f(2,y,2) = /-
( ) /562+y2+22

Prace je tak rovna

A:(C/)ﬁdgz“ <||(7,;,8)H - II(L;,?’)H) =" (& - \/lﬁ> |

V zévéru této kapitoly se budeme vénovat nutné podmince existence potencidlu. Je-li
F potencialni pole tiidy C? v R™, pak pro jeho potencial f plati, Ze

of of of
sl S . A
0z b oz, 2 " Oz,
7 téchto rovnic vyplyva, ze
oF; OF;
12.4 L=
( ) a.rj 8.% ’
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nebot
or; 0% f B 0% f _ OF}
al'j N 8:131 3.Tj N a’L‘j 81‘1 N 81:/
pro vSechna i, j = 1,...,n. (Ptipady, které obsahuji néjakou informaci jsou pro i # j, pro

i = j je vyse uvedend rovnice trivialné splnéna.) Pro rovinné pole dostaneme jednu nutnou
podminku pro existenci potencialu, a to

oF, OF _
oz oy
V prostoru to budou tii podminky
%_@_0 8F1_8F3_0 8F2_8F1_0
Oy 0z ' 0z or ' Oz oy

Struéné zapsané predstavuji rovnici rot F' = 0. Mizeme pfijmout terminologii, ze pole
splnujici (12.4) budeme nazyvat nevirova i v obecném n-rozmérném piipadé. Nevirovost
pole je vzdy nutnou podminkou existence potencialu.

Priklad 12.8. Rozhodnéte, zda pole ﬁ(a:, y,2) = (22,42, zx) je potencidlni v R3.
Bezprostrednim vypoétem dostaneme rot F' = (0, —z,0), coZ je nenulové vektorové pole
v R3. Nepliiuje nutnou podminku nevirovosti, proto neni potencidlni.

Poznamka 12.9. Necht

Fa) = (g aaa) o (@0 7 0.0)

Vypodétem se muzeme piesvédéit, ze pole F je nevirové v oblasti R? \ {(0,0)}, nebot

oOf x \_9/( -y
Or \22+4y2) oy \a2+y2)’

Na druhé strané, je-li (C') kladné orientovand jednotkova kruznice s parametrizaci

o(t) = (cost,sint), te€ (0,2m),

pak
2m
/ Fds= /(sin2t+cos2t)dt =21 #0.
(©) 0

Podle bodu (iii) Véty 12.4 tedy F neni potencialni. Uvedeny priklad demonstruje skuteé-
nost, ze nevirovost pole F jesté neznamend, ze pole ma potencidl. Podminka nevirovosti
je tedy jen nutnd, nikoliv vsak postacujici pro existenci potencidlu. Pouzitim integralnich
vét vSak miuzeme ukazat, ze v dulezitych oblastech jsou oba pojmy ekvivalentni.

Véta 12.10. Necht F je vektorové pole tridy C' v oteviené mnoZiné G C R" (n = 2,3).
Predpokladejme, Ze G je jednoho z ndsledujicich typd
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(a) G C R? a pro kazdou jednoduchou uzavrenou krivku C leZici v G plati, Ze jeji vnitrek
je céasti mnoziny G. V tomto pripadé rikime, Ze G je jednoduse souvisla. (Typickou
predstavou jednoduse souvislé mnoziny je ,mnozina bez dér®.)

(b) G C R3 a ke kazdé uzavrené krivce C C G existuje plocha M C G, jeji? kraj je krivka
C. Takovdto oblast se nazjvd plosné jednoduse souvisla.

(c) G CR3 a existuje bod xg € G takovy, Ze pro kazdy jing bod x € G je usecka spojugici
x a xq cdsti oblasti G. Oblasti tohoto typu budeme nazyvat hvézdicovité souvislé.
(Bod % je tzv. stredem hvézdicovité souvislosti.)

Pak F je potencidlni v G praveé tehdy, kdyzZ F je mevirové.

Dikaz. Protoze vime, ze nevirovost je nutnd podminka, stac¢i ukazat pouze implikaci:
je-li F nevirové, pak je potencialni. Predpokladejme tedy, ze F je nevirové v G.

(a) Necht G je jednoduse souvisld oblast v R?. Je-li C' jednoduchd uzaviend kiivka,
kterd je hranici omezené oblasti D C R?, pak z Greenovy véty plyne

. OF, OF\
[ o= [ (5 -%) -
(©) D

Podle Véty 12.4 (iii) je pole F' je pole potencidlni.
(b) Necht G je plosné jednoduse souvisla. Je-li opét C' C G uzaviend jednoducha
kiivka, pak existuje plocha M C G s K(M) = C a Stokesova véta zarudi, ze

/ﬁd§://r0tﬁd§:0.
(M)

(©)

Pole F je tedy opét potencialni.

(c) Predpoklddejme, ze G je hvézdicovité souvisld oblast. Ukazeme, ze f(c) Fds =0,
pro jakoukoliv jednoduchou uzavienou lomenou ¢aru C' lezici v oblasti G. Necht xg € G
je stfed hvézdicovité souvislosti.

Obr. 12.2.
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Pak C je okrajem plochy M, kterd je tvofena trojuhelniky My, Ms, ..., My, jejichz jeden
vrchol je vzdy v bodé xg a dalsi vrcholy jsou krajnimi body usecek tvoricich lomenou
¢aru C (viz obr. 12.2.). Z hvézdicovité souvislosti plyne, ze M; C G pro i = 1,...,k.
Pouzijeme-li Stokesovu vétu na kazdou plochu M; dostaneme

/ Fd§://rotﬁd§:0
(M)

(0M;)
pro vsechna i =1,...,k. Nyni
/ﬁds-’: / Fds+ / Fds+-- + / Fds=0.
(©) (OM7) (OM2) (OMy,)

Protoze potencial je mozno zkonstruovat z kiivkovych integralit podle lomenych ¢ar (viz.
dikaz Véty 12.4), implikuji pfedchozi avahy, ze F' je potencidlni vektorové pole. O

Priklad 12.11. Vektorové pole

— B -y x
F(.ﬁU,y) - <x2+y2>$2+y2>

je potencidlni v oblasti G = {(z,y) | y > 0}. Tento fakt je disledkem skutecnosti, ze F je
nevirové pole a G je jednoduse souvisla oblast. (Srovnej s Pozndmkou 12.9.)

2 Cviceni

Uloha. Necht F(z,y,2) = In\/22 + 32 + 22 (2,y,2), kde (z,y,2) # 0. Urcete potencial
pole F' a pomoci ného vypoctéte integral f(c) F ds, kde (C) je orientovand kiivka nepro-
chazejici pocatkem s poc¢ateénim bodem (1,1,1) a koncovym bodem (2,2, 2).

Reseni. Pole F je centralni vektorové pole a jako takové mé potencidl

f(@y,2) = G(Va? +y? + 27),

kde G je primitivni funkce k funkci z In x. Protoze

2 2
1
/:cln:c dz = :Elnaz—/m dzr = l‘—lnx—fx2+c,

2 2 2 4

mame pro hledany potencial vztah
2,2, .2
1
Fy ) = T [ e P gt ) e

kde ¢ € R. Na zékladé (12.1) vidime dale, ze

= 3 9
/sz(2,272)—f(1,1,1) =3In12 — Z1113— =,

4
(@)
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Uloha. Necht
F(z,y,2) = (423 + 292 + 2222, dwyz, 2xy® + 22%2).

Stanovte potencial pole F v R3 (existuje-li).

Reseni. Snadnym vypoctem se presvédéime, 7e rot F = 0. Podle Véty 12.10 (b) i (c)
tak méame zarucenu existenci potencidlu. K jeho vypoétu pouzijeme vztah (12.1). Refe-
rencnim bodem bude pocdtek a lomena ¢ara L, ,, ) bude tisecka spojujici pocétek s bodem
(z,y, z). Jeji parametrizace je

o(t) = (zt,yt, zt) t e (0,1).

Pro hledany potencial f(x,y, z) plati

fays = [ Fas
(L(z,y,z))
1
= /(4t3x3 + 263972 + 263022 + (4t3zyz)y + (2632y% + 26322 2) 2 dt
0

1
= (42 + 8xy?z + 42%2?) /t3 dt = 2t + 22°2 + 2222,
0

Nalezeny potencial vyhovuje podmince f(0,0,0) = 0 a ostatni potencidly pole F v R3se
od ného lisi o konstantni funkci.

Uloha. Zjistéte, zda je vektorové pole
F= (2yz, 22z + 6yz, 2xy + 3y — 322)

potencialni a v kladném pripadé naleznéte jeho potencial.

Reseni. Kromé moznosti nalézt potencial pomoci kiivkového integralu, jak jsme vidéli
v predchozi tloze, ukdzeme jeste jiny zptsob, ktery je casto snadnéjsi. Hledany potencial
f ma vyhovovat rovnicim
of af of

— = 2xz + 6yz,

—9 2
ar _ U® oy

(12.5) 2wy + 3y? — 322

az:

Integraci prvni rovnice podle x dostaneme

f=2xyz+ fily, 2),

kde fi(y,z) je zatim nezndmd funkce. Tato funkce zavisla na zbylych proménnych zastu-
puje roli konstanty, nebot pfi zpétném derivovani podle x zmizi. Abychom uréili, o jakou
funkci fi(y, z) se jednd, dosadime f do druhé rovnice v (12.5):

o on _

2
rz + 2y oy

= 2zxz + 6yz, tj. 6yz.
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Integraci podle y ziskdme
fily, 2) = 3y%z + fa(2),

kde se opét objevila nezndmé funkce fa(z) zavisici na zbylé proménné a zastupujici kon-
stantu. V tuto chvili mé hledany potencial tvar

f=2xyz+3y°z + fa(z).

Posledni krok spoc¢iva v dosazeni do tfeti rovnice v (12.5):

0 0
2xy+3y2+£ =2y + 3y® — 322, tj. ﬁ =322
0z 0z
Jeji integrace nam da, ze fa(z) = —2° + c. Zavér je, ze F je potencidln{ s potencidlem

f=2zyz+3y%2— 22+ ¢

Uloha. Naleznéte potencidl (existuje-li) vektorového pole

, B yz Tz zy
Fla.y,z) = 1+ 2292227 1+ 22y222 1 + 22y?22

v oblasti R3, pro ktery plati, ze f(0,0,0) = 0.

Reseni: Pro srovnani ukdzeme oba postupy: pomoci kiivkového integralu a pies sou-
stavu diferencidlnich rovnic.

Zacneme integralni metodou. Rovnost rot F=0 rika, potencial existuje. K jeho vypo-
¢tu zvolime krivku L, ,, -, jejiz pocatecni bod je pocatek, koncovy bod (z,y,2), a kterd se
sklada ze tii tsecek rovnobéznych se souradnicovymi osami. Necht L je prvni iisecka dana
parametrizaci ¢1(t) = (¢,0,0), t € (0,z), druhd, Ls, ma parametrizaci ¢o(t) = (z,t,0),
t € (0,y) a treti L3 je ddna parametrizaci p3(t) = (z,y,t), t € (0,2). Snadnym vypoctem

dostaneme
/ Fds= /ﬁd§+/ﬁd§+/ﬁd§
( (

(L(z,y,2)) (L1) Lo) L3)

= / Fds= /a:y” dt = [arctg(tzy)]§ = arctg zyz.

Hledanym potencidlem je tedy funkce
f(z,y, z) = arctg(zyz).

Druhy zptisob spociva v feseni nésledujici soustavy:

of Yz of Tz of xy

or 1+ a22y222" 9y B 142292227 0z 1+ a2y222

Integraci prvni rovnice dostavame
[ = arctg(zyz) + fi(y, 2).
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0
Dosazenim do druhé rovnice zjistime, Ze a—fl =0, tj. fi(y,2) = fa(z). A koneéné uziti
Y
f2

tieti rovnice dd —— =0, tj. fa(z) = c. Ziskali jsme potencial ve tvaru

f = arctg(zyz) + c.

Podminka f(0,0,0) = 0 ur¢uje hodnotu konstanty ¢ = 0.

1. Necht F' = —k%*(z,y,2), k > 0. (ﬁ je silové pole sily pruznosti.) Ukazte, ze F je
potencidlni v R? a naleznéte jeho potencial. Vypoététe pak praci pii pohybu s po¢a-
te¢nim bodem (0, 0,0) a koncovym bodem (1,1, 1).

2. Stanovte potencial vektorového pole

1

(1422 +y2 +22)/22 + 12 + 22 (4.2

F =

pro (z,y,2) # (0,0,0).

Urcete potencialy nésledujicich vektorovych poli v uvedenych oblastech (existuji-li).

3. F = (—y? — 222,2yz — 2zy, 4% — 2%) v R3;

—

4 F=yz(2e+y+2)i+z2(x+ 2y + 2)] + zy(x + y + 22)k v R3;
5. F = (25z%y — 3y2)i + (52° — 6y — 5)] v R?;
6. F :<.’L‘2+y27x2—}-y)VG:{(x’y)‘y>0}’

7. F = (329223 + 2+ 1,223y23 + 6yz + 2,323y%2% + 2 + 3y? — 1) v R3;

8 F = (y?cosx + 23, —4 + 2ysinz, 3w22 + 2) v R3;

9. Stanovte parametr ¢ tak, aby vektorové pole F = (z,y% +cz, cx +1y) bylo potencidlni
v R3.

10. Necht f je spojité diferencovatelna funkce na R. Naleznéte potencial vektorového
pole F = flxyz)(yz, 2z, vy) v R3.

11. Ukazte, ze linearni kombinace potencidlnich poli je opét potencialni pole. Urcete po-
tencidl gravitacniho pole tvoreného n hmotnymi body jednotkové hmotnosti umis-
ténymi v bodech (i,4,i), i =1,2,...n
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Zjistéte zda je integral f(c) (3;1:2 + (I+ 72 ) dzr — dy—l— ({H E dz nezavisly na cesté

v oblasti G = R3\ {(z,9,2) | =+ 2z < 0}. Stanovte pak tento integral pro kfivku
C C G s pocatetnim bodem (1,1,0) a koncovym bodem (z,y, z) € G.

Necht xo € R3 je pevné zvoleny bod. Zjistéte, zda je integral
f(c) — xg) d§ kde x = (2,9, 2), nezdvisly na cesté.

Dokazte, ze mnozstvi tepla, které pohlti grammolekula idealniho plynu pri prechodu
od stavu s objemem Vi a tlakem p; do stavu s objemem V5 a tlakem ps nezavisi
pouze na téchto parametrech. (Navod: Pouzijte Mayertuv vztah (7.9)).

2 < z - T p
= 1 — .] J—
Vitz o 23y +e)?
pri pohybu po kiivce lezici v lezici v definiénim oboru pole F' s poc¢ateénim bodem
(1,1,3) a koncovym bodem (2,4, 5).

Urcete praci, kterda se vykona v poli F

Kulova plocha o rovnici 22 + y? + 22 = 72 je nabita ndbojem o konstantni plo$né
hustoté p. Stanovte praci, kterd bude vykonana v prislusném elektrostatickém poli
pri pohybu od bodu (x1,y1,21) do bodu (x2,ys2, 22) (a) uvnitt, (b) vné dané koule.
(Navod: Vyuzijte potencidlu jednoduché vrstvy odvozeném v Kapitole 9, (9.9).)

Naleznéte funkei f(x,y, z), jejiz diferencial je zobrazeni

df(z,y, 2)(h1, he, h3) = (3x%y* — 221 hy + 223yhy — 8x23hs.

Je dana diferencidlni rovnice p(x,y) + ¢(x,y)y’ = 0, kde p a ¢ jsou spojité diferen-
covatelné funkce v jednoduse souvislé oblasti G C R2?. Ukazte, ze vektorové pole

. 9]
F = (p(z,y),q(x,y)) je potencidlni pravé tehdy, kdyz 8—(] = 8—p v G. Ukazte déle,
&z Yy

ze je-li f potencial pole ﬁ, pak kazda diferencovatelnd funkce y(z), pro kterou je
f(z,y(x)) konstantni funkce, je Feseni vyse uvedené diferencidlni rovnice.

Vyuzijte predchozi dlohy k feSeni nasledujicich Cauchyovych tloh:

19.
20.

2ay? + 32 4+ 22%yy =0, y(1)=1;

™

e’siny 4+ e*cosy -y =0, y(0)=7.

Vysledky.

Potenmaly Jsou bez aditivni konstanty.

1_7

(22 +y +22), A= 3k ;2. arctg 2+ y? + 22; 3. —zy? — 2?2 +y%2; 4. vyz(vty+2);

5. 52°y—3xy?—5y; 6. —arctgx 7. 2%y z3—i—xz—|—3y22—|—x+2y—z; 8. y%sinx+az3—4y+22; 9

¢ =1;10. F(zyz), kde F' je primitivni funkce f; 11. HZ \/
(x —1)

1

) i e o
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12. Je nezavisly, 2® — —¥—; 13. Je nezévisly; 14. Obecné je ¢, # cy; 15. +; 16. (a) 0, (b
) r+z P 3
1 1 0 0
47mg( — ); 17. 23y?—2x2%; 18. Podminka 9 _ 9% plyne
g0 \WaZ+y3+23 al+yi+zd dx  dy

z Véty 12.10(a). Druh4 éast plyne derivovanim rovnice f(z,y(z)) = c. 19. y? = m% —

20. y = arcsin (@efﬂC) .
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