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Pravdépodobnost (nejistota) je viude

VYV VYV VVYVY

Pravdépodobnost srazek zitra je 70%.

Jakou mam Sanci vyhrat v loterii?

Mam pozitivni test na nemoc X, jsem opravdu nemocny?
Svédectvi jsou X, Y, a Z, je obvinény vinen?
Nezaméstnanost se zménila o X, jaka bude inflace?

Jak se bude vyvijet cena akcii?

Vybrana akce je X, o kolik se robot pohne?

Jaka je pravdépodobnost, ze na fotce je osoba XY?

Jak dlouho mi bude trvat cesta, kdyz pojedu tramvaji?

> ...

Potfebujeme matematicky popis . ..
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Co se nauc¢ime

Nahodny vs. deterministicky pokus
Nahodny jev jako jeho vysledek; prostor jevi
Pravdépodobnost — naivni, axiomaticky definovana

Podminéna pravdépodobnost, nezavislé jevy

vVvyVvYyVvyy

Nahodna proménna a jeji ocekavana hodnota
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(Nahodny) pokus, jev

Pokus :
» Zjednodusené:
> Dgj i procedura, ktera

» mize byt libovolnékrat konzistentné opakovana a
» ma jednoznacné definovanou mnozinu moznych vysledka.

» Deterministicky pokus ma jediny mozny vysledek.
» Nahodny pokus ma vice moznych vysledkd.

» Nezname vysledek pred vykonanim nahodného pokusu. Po pokusu, je v3e jiz jasné,
nejistota mizi.

> Nahodny jev je vysledek nahodného pokusu.
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Nahodny pokus 1: Jeden hod hraci kostkou

Prostor (mnozina!) S vSech elementarnich jeva :

ORONO,
® ® ©®

Nahodné jevy :
> A-6, P(A) =7
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Nahodny pokus 1: Jeden hod hraci kostkou

Prostor (mnozina!) S vSech elementarnich jeva :

ORONO,
® ® ©®

Nahodné jevy :

> A-6, P(A) =7

» B - liché cislo, P(B) =7

» C - Cislo vétsinez 2, P(C) =7 ...
» D - cislo vétsinez 6, P(D) =7 ...

Think twice, DALL-E!
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(Nahodné) jevy

Elementarni jevy jsou vsechny mozné, vzajemné se vylucujici vysledky néjakého experimentu.
Mnozinu elementarnich jevii oznacéme S.

Nahodny jev A je jakakoli podmnozina mnoziny elementarnich jevi, A C S.

» Jen A nastal, pokud vysledek experimentu patfi
do A. A

» Jevem je jakykoli vyrok o vysledku O
experimentu, pro ktery mazeme rozhodnout,

zda nastal & nikoli. SQ

O
0100
OO0
O OO
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Naivni definice pravdépodobnosti (Bernoulli/Laplace)

P(A) ﬂ _ pocet vysledkii vyhovujicich jevu A

~|S]  celkovy pocet moznych vysledkii v S

> Plati jen pro stejné pravdépodobné elementarni jevy. (Stejné pravdépodobné?)
» Neumoziuje pracovat s nekoneénym poctem elementarnich jevii, geometrickou
pravdépodobnosti, ...

» Kombinatorika! Pocitani moznosti (variace, permutace, kombinace, ... )

0.0 OO
Q[0 Jo
Q010 O°0
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Priklad 2: Vlastnosti P, hod kostkou

S=1{1,2,3,4,5,6}
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Priklad 2: Vlastnosti P, hod kostkou

UvaZujme jevy:
> A - padne 6
» B - padne sudé Cislo

S=1{1,2,3,4,5,6} @ @ @
®® ©®

Mnozinové: A C B Pravdépodobnost: P(A) < P(B)

Dalsi jev:
» C - padne 2 nebo 4
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Priklad 2: Vlastnosti P, hod kostkou

S§=1{1,2,3,4,5,6}
UvaZujme jevy:
> A - padne 6
» B - padne sudé Cislo

Mnozinové: A C B

Dalsi jev:
» C - padne 2 nebo 4

Mnozinové: C = B\ A

ONORO,
®® ©

Pravdépodobnost: P(A) < P(B)

Pravdépodobnost: P(C) = P(B) — P(A)
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Priklad 2: Vlastnosti P (pokr.)

Hod kostkou,
S=1{1,2,3,4,5,6},

> A - padne 6,

» B - padne liché ¢islo.

CiC,
®
(@ @

Jaka je pravdépobnost, ze nastane jev A nebo B?
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Priklad 2: Vlastnosti P (pokr.)

Hod kostkou,
S=1{1,2,3,4,5,6},
> A - padne 6,

ORONO
| ORORO

Jaka je pravdépobnost, ze nastane jev A nebo B?
Zjevné AN B =),

P(AUB) = P(A)+ P(B)
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Priklad 2: Vlastnosti P (pokr.)

Hod kostkou,
S=1{1,2,3,4,5,6},
> A - padne 6,

» B - padne liché &islo @ @ @
| ORORO

Jaka je pravdépobnost, ze nastane jev A nebo B?
Zjevné AN B =),

P(AUB) = P(A)+ P(B)

C - padne sudé éislo.
Jaka je pravdépobnost, ze nastane jev A nebo C?
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Vaznéjsi problém z oblasti pravdépodobnosti
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Vaznéjsi problém z oblasti pravdépodobnosti

Cerpadlo v elektrarné je zalohovano pomoci druhého identického Cerpadla. Jev A; znamena, ze
Cerpadlo i funguje. Jaka je pravdépodobnost, ze funguje alespon jedno?
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Vaznéjsi problém z oblasti pravdépodobnosti

Cerpadlo v elektrarné je zalohovano pomoci druhého identického Cerpadla. Jev A; znamena, ze
Cerpadlo i funguje. Jaka je pravdépodobnost, ze funguje alespon jedno?

P(A1 U A2) = P(A1) + P(A2) — P(A1 N Ag)
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Vaznéjsi problém z oblasti pravdépodobnosti

Cerpadlo v elektrarné je zalohovano pomoci druhého identického Cerpadla. Jev A; znamena, ze
Cerpadlo i funguje. Jaka je pravdépodobnost, ze funguje alespon jedno?

P(A1 U A2) = P(A1) + P(A2) — P(A1 N Ag)

Obé cerpadla funguji:
P(Al N A2) =7
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Nastanou jevy A a B soucasné. Hazime kostkou

> A: padne liché ¢islo

» B: padne Cislo mensi nez tfi
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Nastanou jevy A a B soucasné. Hazime kostkou

> A: padne liché ¢islo

» B: padne Cislo mensi nez tfi

Jaka je pravdépodobnost, ze nastanou oba jevy soucasné,
neboli P(A, B) =7

A 1/4

B 1/6

C 1/2

D 1/3
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Nastanou jevy A a B soucasné. Hazime kostkou

> A: padne sudé Cislo

» B: padne Cislo vétsi nez tfi
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Nastanou jevy A a B soucasné. Hazime kostkou

> A: padne sudé Cislo

» B: padne Cislo vétsi nez tFi

Jaka je pravdépodobnost, ze nastanou oba jevy soucasné,
neboli P(A, B) =7

A 1/4

B 1/6

C 1/2

D 1/3
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Nastane jev B; jak to ovlivni P(A)?

> A: padne sudé Cislo

» B: padne Cislo vétsi nez tfi
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Nastane jev B; jak to ovlivni P(A)?

> A: padne sudé Cislo

» B: padne Cislo vétsi nez tfi

Mame informaci, ze nastal jev B. Jaka je pravdépodob-
nost, ze je to sudé Cislo? Tedy: P(A|B) =7

A 1/4

B 2/3

C 1/2

D 1/3

COIC,
®
(@ @
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Podminéna pravdépodobnost

Podminéna pravdépodobnost jevu A, pokud nastal jev B je
definovana jako

P(AN B)

P(A\B) = W,

P(B) # 0.

O 0,0
OO0 O
O O
o)0)|®

» Vsechny pravdépodobnosti jsou podminéné: P(A) = P(A|S).
» Interpretace:
1. P(A) je nase aktualni (apriorni) diivéra v to, ze jev A nastane.
2. Dostaneme novou informaci, ze jiny jev B nastal.
3. P(A|B) je nase aktualizovana (aposteriorni) dtivéra, ze jev A nastane.

» Podminéné pravdépodobnost je stale pravdépodobnost; mapuje kazdy jev A C S na (0, 1).
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Bayesovo pravidlo

Pravdépodobnost P(A N B) praniku dvou jevii A a B lze vyjadrit dvéma zpusoby:
> P(ANB) = P(A|B)- P(B)

> P(ANB) = P(B|A)- P(A)
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Bayesovo pravidlo

Pravdépodobnost P(A N B) praniku dvou jevii A a B lze vyjadrit dvéma zpusoby:
> P(ANB) = P(A|B)- P(B)

> P(ANB) = P(B|A)- P(A)

Porovnanim ziskame Bayesovo pravidlo

P(A|B) - P(B)

P(BIA) = ==

Aplikaci pravidla Gplné pravdépodobnosti pro vypocet P(A) ve jmenovateli ziskame:

P(A|B;)- P(Bi)  P(A|Bi)- P(Bi)

P(A) a ZI P(AIB;) - P(B;)
j€

P(Bi|A) =
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Uprava/aktualizace pravdépodobnosti

1. Pravdépodobnost P(A) je nase avodni (apriorni) davéra, ze nastane jev A.
2. Dozvime se, ze nastal jev B.

3. Pravdépodobnost P(A|B) je nase aktualizovana (aposteriorni) diivéra, ze nastane jev A.
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2. Dozvime se, ze nastal jev B.

3. Pravdépodobnost P(A|B) je nase aktualizovana (aposteriorni) diivéra, ze nastane jev A.

O jevech A a B nevime nic dalsiho. Kterd z nasledujicich moznosti je spravna?
A P(A|B) < P(A)
B P(A|B) = P(A)
C P(A|B) > P(A)

D Muize nastat kterdkoli z uvedenych moznosti.

Za jakych podminek nastane moznost B?
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Priklad: Vojak nebo technik?

Tomas je poradkumilovny, rozhodny a ma smysl pro spravedinost. Jako dité rad hral na pocitaci
strategické hry a strilecky. Vzdy se zajimal o zbrané a vojenskou techniku.
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Priklad: Vojak nebo technik?

Tomas je poradkumilovny, rozhodny a ma smysl pro spravedinost. Jako dité rad hral na pocitaci
strategické hry a strilecky. Vzdy se zajimal o zbrané a vojenskou techniku.

Cim je podle vas Tomas v soucasnosti?
A Vojak
B Technik
C Oboji, vojak i technik
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Nahodny pokus 1: Hazime trikrat minci (Head/Tails)

(Nahodny) Jev — vysledek nahodného pokusu
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Nahodny pokus 1: Hazime trikrat minci (Head/Tails)
(Nahodny) Jev — vysledek nahodného pokusu

Prostor (mnozina!) S vSech elementarnich jevi . Jak je velka?
A 32
B 23
c2-3

D o
(Nahodné) Jevy :

» A-3x panna (hlava), P(A) =7

» B - 3x stejny symbol, P(B) =7

» C - alespon jeden orel (tail), P(C) =7 ...
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Nahodna proménna/velic¢ina

Pracovat s ndhodnymi jevy je tézkopadné ...
Pokus: 3 hody minci. Elementarni jevy s € S. Jevy A; C S:

> A;: tfi hlavy
> Aj: alespon jedna hlava

> Aj: tfi stejné symboly
> ..
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Nahodna proménna/velic¢ina

Pracovat s ndhodnymi jevy je tézkopadné ...
Pokus: 3 hody minci. Elementarni jevy s € S. Jevy A; C S:
> Aj: tii hlavy — X(s) =3

> Ay: alespon jedna hlava - X(s) > 1

> As: tii stejné symboly — X(s) € {3,0}
> ...

Muazeme definovat kazdy jev jako mnozinu (leckdy dost obsahlou) elementarnich jevi s.
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Pokus: 3 hody minci. Elementarni jevy s € S. Jevy A; C S:
> Aj: tii hlavy — X(s) =3

> Ay: alespon jedna hlava - X(s) > 1

> As: tii stejné symboly — X(s) € {3,0}
> ...

Muazeme definovat kazdy jev jako mnozinu (leckdy dost obsahlou) elementarnich jevi s.
Nebo si zavedeme nahodnou proménnou/veli¢inu  X:

X(s) = pocet hlav v s

Nahodna proménna je ve skutecnosti funkce!
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Nahodna velicina
Nahodna proménna/velicina na

pravdépodobnostnim prostoru (S, P) je funkce X
zobrazujici elementarni jevy s € S do mnoziny
realnych Cisel R, tj. X : S — R.

“Nahodna velicina je ciselnd charakteristika néjakého
aspektu experimentu.”
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Nahodna veli¢ina

Nahodna proménna/velicina na

pravdépodobnostnim prostoru (S, P) je funkce X O///x\

zobrazujici elementarni jevy s € S do mnoziny O ot R
realnych cisel R, tj. X : S — R. s © OO0

“Nahodna velicina je ciselnd charakteristika néjakého
aspektu experimentu.”

» N.v. X prifazuje Ciselnou hodnotu X(s) kazdému moznému vysledku s € S.

» Samo zobrazeni je deterministické; ndhodnost pochazi z vysledkii nahodného pokusu
(pravdépodobnosti jednotlivych vysledkd jsou urceny pravdépodobnostni funkci P).

» Pred provedenim experimentu nezname ani jeho vysledek s, ani hodnotu n.v. X(s). Ale

miizeme spocitat pravdépodobnosti, ze X nabyde urcité hodnoty, nebo Ze jeji hodnota
bude v uréitém intervalu.

» Po provedeni experimentu ziskame vysledek s a realizaci n.v. X(s).
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Nahodné jevy vs hodnoty nahodné proménné

X je nahodna velicina, tj. X : S — R.
» X = x oznacuje jev {s € S : X(s) = x}, tj. mnozinu vSech vysledki s, pro které X(s) = x.
» X € (a, b) oznacuje jev {s € S : a < X(s) < b}, tj. mnozinu vsech vysledki s, pro které
a< X(s)<b.
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Diskrétni nahodna velic¢ina

Nahodna velicina X je diskrétni , pokud hodnoty X(s) 10 Probability mass function
pres viechny s € S tvori bud o
» konecnou mnozinu hodnot ay, as, ..., an, nebo e |
» nekonecnou, ale spocetnou mnozinu a, as, . . . 20_4
Podpora (Support) n.v. X: |
Sx ={x€R:P(X=x)>0}={ay,a,...} > I .
0'0—1 0 i 3 4 5
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Diskrétni nahodna velic¢ina

Nahodna velicina X je diskrétni , pokud hodnoty X(s) 10 Probability mass function
pres viechny s € S tvori bud o
» konecnou mnozinu hodnot ay, as, ..., an, nebo e |
» nekonecnou, ale spocetnou mnozinu a, as, . . . 20.4
Podpora (Support) n.v. X: |
Sx ={x€R:P(X=x)>0}={ay,a,...} > I .
0'0—1 0 i 3 4 5

Pravdépodobnosti funkce diskrétni n.v. X je funkce px
definovana jako

px(x) = P(X = x) = P({s € S : X(s) = x}).
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Diskrétni nahodna velic¢ina

Nahodna velicina X je diskrétni , pokud hodnoty X(s) 1o Probability mass function

pres vsechny s € S tvori bud

0.8
» konecnou mnozinu hodnot ay, as, ..., an, nebo o
» nekonecnou, ale spocetnou mnozinu a, as, . . . <
=04 |
Podpora (Support) n.v. X: : !
Sx ={x€R:P(X=x)>0}={ay,a,...} > I .
0.0 ] ] ]
Pravdépodobnosti funkce diskrétni n.v. X je funkce px e oz s e
definovana jako Cumulative distribution function
1.0 ~—
px(x) = P(X =x)=P({s e S: X(s) =x}). 08 +
—~ 0.6 ~—
Kumulativni distribu¢ni funkce (CDF) diskrétni n.v. X' = |
je funkce Fx definovana jako o
— 0.0
Fx(x) = P(X =x) pr -1 0 1 2 3 4 5
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Stfedni (ocekavana) hodnota n.v.

Pred zacatkem experimentu, kolik ocekavam , Ze padne hlav?
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Stredni hodnota diskrétni n.v. X se oznacuje jako E X a je definovana jako
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Stfedni (ocekavana) hodnota n.v.

Pred zacatkem experimentu, kolik ocekavam , Ze padne hlav?

Stredni hodnota diskrétni n.v. X se oznacuje jako E X a je definovana jako

EX = Zt px(t Zt px(t

teR teSx

Pro stejné pravdépodobné vysledky s € S plati také EX = |S] ZX
seS
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Stfedni (ocekavana) hodnota n.v.

Pred zacatkem experimentu, kolik ocekavam , Ze padne hlav?

Stredni hodnota diskrétni n.v. X se oznacuje jako E X a je definovana jako

EX = Zt px(t Zt px(t

teR teSx

Pro stejné pravdépodobné vysledky s € S plati také EX = |S] ZX
seS

Vlastnosti E X:
» Er=r E(EX)=EX
» E(X+Y)=EX+EY,E(X+r)=EX+r,E(X-Y)=EX-EY
> E(rX +sY)=rEX +sEY
» Pro nezavislé nv.: E(X-Y)=EX-EY.
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Nékdy nejsou elemenarni jevy stejné pravdépodobné . ..

S={ABCD, -7}

Thttps://commons.wikimedia.org/wiki/File:Scrabble game in _progress.jpg
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Axiomaticka definice pravdépodobnosti (Kolmogorov)

» Mnozina elementarnich jevii S mize byt i nekonecna.
» Elementarni jevy nemuseji byt stejné pravdépodobné.

» , Axiomaticka":

1. sestav omezeni, kterda musi pravdépdobnostni funkce dodrzet
2. najdi funkci, kterd jim vyhovuje
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Definice pravdépodobnosti

» Pravdépodobnostni funkce P pfifazuje realné Cislo mezi 0 a 1 kazdému jevu A C S.

» P musi vyhovovat nasledujicim axiomidm:

1. P@) =0, P(S) =1 QAQ o QO
2. Pro jakékoli vzajemné se vylu€ujici
jevy A1, Ao, .. AL o O Q O
n n B
P (U A,-) =Y P(A) O Q O O
i=1 i=1 S

(n mize byt nekonecné)
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Literatura, dalsi zdroje

Klasické ceské ¢teni [2], na domaci strance https://cmp.felk.cvut.cz/ ~navara/stat/ mnoho
dalsich zajimavych studijnich materiala.

[1] Joseph K. Blitzstein and Jessica Hwang.
Introduction to Probability.
CRC Press, 2nd edition, 2019.
http://probabilitybook.net/.

[2] Mirko Navara.
Pravdépodobnost a matematicka statistika.
CVUT v Praze, Praha, 2007.
https://cmp.felk.cvut.cz/~navara/stat/.

[3] N. Silver.
Signal a sum.
Paseka, 2014.
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Zbytek prezentace pouzijte dle potreby . ..
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Jevy a jejich kombinace
Diilezité jevy:
> Jisty jev : S, 1

» Nemozny jev : (), 0
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Jevy a jejich kombinace
Diilezité jevy:
> Jisty jev : S, 1

» Nemozny jev : (), 0

Kombinace jevii:
> Konjunkce (AaB):ANB

Disjunkce (A nebo B): AU B
Jevopacny k A: A=S\ A
A= B:ACB

| 2

| 2

| 2

> Jevy neslucitelné : As,....A,: N Ai=10
i<n

» Jevy po dvou neslucitelné = vzajemné se vylucujici :
Al .. A Vi e{l,..., n}, i;éjiA;ﬁAj:(b
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Uplny systém jevt

Uplny systém jevii je kazda mnozina jevil By, ..., B, které se vzajemné vyluéuji a soucasné
n

UB=S.
i=1

» Mnozina elemenarnich jevi S je z definice aplny systém jevi.
> Jevy {C, C°} tvori aplny systém jevi: CNC° =@ and CUCE =S.
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Uplny systém jevt

Uplny systém jevii je kazda mnozina jevil By, ..., B, které se vzajemné vyluéuji a soucasné
n

UB=S.
i=1

» Mnozina elemenarnich jevi S je z definice aplny systém jevi.
> Jevy {C, C°} tvori aplny systém jevi: CNC° =@ and CUCE =S.

Pro¢ je aplny systém jevi dilezity koncept?
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Interpretace pravdépodobnosti

Frekventisticka :

> Relativni Cetnost jevu po mnoha opakovanich ndhodného pokusu.

Bayesovska :
» Stupen diivéry v to, ze jev nastane.

» Umoznuje nam priradit pravdépodobnosti k vyrokiim typu “kandidat A vyhraje volby” nebo
“podezrely X je vinen”, ackoli nemiizeme opakovat stejné volby nebo stejny zlocin stale
dokola.

31/38



Vlastnosti pravdépodobnostni funkce

Pro jakoukoli platnou pravdépodobnostni funkci musi platit:
> P(A) € (0,1) (z definice)
P(0®) =0; P(S)=1 (axiomy)
P(A®) =1— P(A)
Pokud A C B, pak P(A) < P(B)
Pokud A C B, pak P(B\ A) = P(B) — P(A)
Pokud AN B =0, pak P(AU B) = P(A) + P(B) (aditivita)
P(AuB) = P(A)+ P(B)— P(AN B)

vVvyVvyvyyvyy
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Priklad 3: Pravdépodobnost ¢asti

Vlybereme-li z populace ndhodné jednoho €lovéka, pak pro néj plati:
» Trpi nemoci X a je mladsi 18 let s pravdépodobnosti 0.01.
» Trpi nemoci X a je mu/ji mezi 18 a 65 lety s pravdépodobnosti 0.05.
» Trpi nemoci X a je starsi 65 let s pravdépodobnosti 0.09.

Jaka je pravdépodobnost, ze nahodné vybrany Elovék ma nemoc X?
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Vlastnostni pravdépodobnostni funkce (pokr.)

Pokud je {Bi,...,Bp} Gplny systém jevd, pak

pro jakykoli jev AC S o O
g, ©

P(A):zn:P(AmB,-).
O[O
O

Konkrétné, pro tplny systém jeva {C, C}

.10
P(A) = P(ANC)+ P(ANCe).
B, A

OO O
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Nezavislé jevy

Vzpominate na Eerpadla u elektrarny? Chtéli bychom, aby byla nezavisla!
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Nezavislé jevy

Vzpominate na Eerpadla u elektrarny? Chtéli bychom, aby byla nezavisla!

Jevy A a B jsou nezavislé pravé tehdy, kdyz

P(ANB) = P(A)- P(B).
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Nezavislé jevy

Vzpominate na Eerpadla u elektrarny? Chtéli bychom, aby byla nezavisla!
Jevy A a B jsou nezavislé pravé tehdy, kdyz

P(ANB) = P(A)- P(B).
Jsou-li A a B nezavislé, pak

> P(AUB)=P(A)+ P(B) — P(A) - P(B),
> a pary A, B a A°, B a A¢, B€ jsou také nezavislé.
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Nezavislost jevi: hod dvéma mincemi

» A - na prvni minci padla hlava
» B - na druhé minci padla hlava

» C - na mincich padly riizné symboly
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Nezavislost jevi: hod dvéma mincemi

» A - na prvni minci padla hlava
» B - na druhé minci padla hlava

» C - na mincich padly riizné symboly

Které skupiny jevii jsou nezavislé?
A Zzadna skupina jevii
B dvojice (A, B), (B, C), (A, C)
C dvojice (A, B), (B, C), (A, C) i trojice (A, B, C)
D pouze trojice (A, B, C)
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Vlastnosti podminéné pravdépodobnosti

> P(S|B) =1, P(0|B) = 0.

> P(A|A) =1, P(A°|A) =0.

» Pokud B C A, pak P(A|B) =1.

» Pokud P(AN B) =0, pak P(A|B) = 0.

> Pokud A1, ..., A, jsou vzajemné se vylucujici jevy, pak P (U A;
i=1

> Jevy A, B jsou nezavislé pravé tehdy, kdyz P(A|B) = P(A)

(pokud je P(A|B) definovana).

B) = Z P(Ai|B).
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Véta o tplné pravdépodobnosti

Necht Bi, ..., B, je Gplny systém jevii vzhledem k S (tj., B; jsou vzajemné neslucitelné a jejich
sjednocenim je S§) s P(B;) > 0 pro viechna /.
Pak

P(A) :zn:P(AﬂBi) ZZH:P(A\Bi)'P(Bi)
i—1 i—1

° 5Ol Op
OlollO
O @]
104

olloNe
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