Optimalizace Semestralni test 13.4. 2022

Piijmeni a jméno:

Uloha 1 2 3 4 5 6 | Celkem

Maximum 5 5 5 15} 5 5 30

Pocet bodu

1. Uvazujme zobrazeni f(x1,x2,x3) = (221 — 329, 1 + 229 — x3 — 2), kde 1, 22,23 € R.
(a) (1 b) Je f afinni/linedrni zobrazeni? Zduvodnéte.
(b) (1 b) Vyjadrete f v maticovém tvaru.

(c) (3 b) Popiste mnozinu véech bodu (x1, 2, 23) € R? splitujicich f(z1,z2,23) = (0,0) jako
afinni/linedrni podprostor a urcete jeho dimenzi.

Reseni:

1 2 -1 -2\

Resfme soustavu dvou rovnic 2z7 — 329 = 0 a 21 + 229 — xr3 = 2. Dostaneme feSeni
x =(3,2,7)t+ (0,0,—-2), kde ¢t € R. Jde o pfimku, afinni podprostor dim. 1.

Je to afinni zobrazeni f(x) = Ax + b, kde A = {2 -3 0] ab= [ 0 ]

1 =5
2. (5 b) Naleznéte redukovany QR rozklad matice A = |—-2 4
2 2

Reseni:
Protoze ma A linedrné nezavislé sloupce, jde jen o maticové vyjadieni Gram-Schmidtovy
ortogonalizace jejich sloupct a; = (1, —2,2) a ag = (—5,4, 2). Sloupce matice Q jsou proto

al

q1 = Tai]] — %(17_272) a

az — (q?a2)ql _1
|lag — (qlTa2)Q1||

q2 =

Tedy a; = 3q; a ag = —3q; + 6q2. Dostaneme

A=QR=|-2

3. Mame 5 pozorovani (0,1),(1,1),(2,3),(3,3), (4,4) tvaru (x;,y;). Hleddme optimalni regresni
piimku y = 612 + 02, kde 61,602 € R jsou hledané parametry.

(a) (2 b) Formulujte tilohu maticové jako problém nejmensich ¢tvercu.
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(b) (3 b) Vyfeste tento problém.

f{eéeni:
O = € 1 b=
|: 2:|

Hleddme 6 € R? minimalizujici ||A# — b||2. To je to samé, jako Fesit soustavu normalnich
rovnic ATAO = ATb, coz je soustava 2 linedrnich rovnic o 2 nezndmych

o 5 1) = )

|
W N = o
e i
=W W= =

e

jejiz jediné TeSeni je 01 = 0y = %.

4. Matice A typu 1000 x 30 ma prvky a;; € {0,1}, kde fadky matice odpovidaji studentim a
sloupce predmétim. Plati a;; = 1 prave tehdy, kdyz ma student i zapsdn predmét j.
(a) (1 b) Jakou interpretaci ma pro tato data matice ATA?
(b) (1 b) Jakou interpretaci mé pro tato data matice AAT?
(¢) (2 b) Popiste vypocetné efektivni zpusob vypoctu singuldrnich ¢isel matice A pomoci
vlastnich ¢isel.
(d) (1 b) Napiste chybu aproximace matice A matici B hodnosti nejvyse 3 pomoci singuldrnich
Cisel.

Reseni:

Matice AT A typu 30x30 mé na pozici (i, j) pocet studentii, kteff sou¢asné studuji predméty
iaj. Matice AAT typu 1000 x 1000 m4 na pozici (i, j) pocet pfedmétii, které maji soucasné
zapsani studenti ¢ a j. VSechna nenulova singularni ¢isla matice A jsou odmocniny z ne-
nulovych vlastnich ¢fsel matice matice AT A, kterd je mensi oproti AAT. Tedy pouzijeme
spektralni rozklad redlné symetrické matice AT A. Chyba je /82 + -+ 52, kde 7 je hod-
nost matice A, a plati s1 > s9 > -+ > s,

5. Uvazujme funkei f(x) = [|x|| = /2% + - + 22.
(a) (1 b) Zderivujte f.
(b Napiste, ve kterych bodech je f diferencovatelnd a zduvodnéte.

) (1D)
(¢) (1 b) Najdéte Tayloruv polynom prvniho fadu v okoli bodu (1,...,1).
) (2D)

(d Najdéte Tayloruv polynom druhého fadu v okoli bodu (1,...,1).
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Reseni:

Parcidlni derivace maji tvar é%f = 2HXH2$Z, takze derivace se rovnd f'(z) = \}\(TH Diky
zlomku tato derivace existuje viude kromé x = 0. Pro Tayloruv polynom prvniho stupné
ozna¢ne xg = (1,...,1) referenéni bod. Pak Tayloruv polynom ma tvar

T1(x) = f(x0) + f'(x0)(x — x0) = Vn + T(X X0) Z%

Pro Taylorim polynom druhého radu je tieba vypocitat Hessidn. Parcidlni derivace druhého
radu se rovnaji

0% f 1 X _ ﬁ—% pokud i = j,
+o a2

Ox;i0z;  Orj \/2? _ Tt pokud i # j.

Celkem tedy

Ta(x) = T1(x) + é(x —xq) " <1I - ”X1||3XXT> (x — xg).

]

6. Mame body (z1,41), - -, (Tm,yYm) € R?, které chceme prolozit kruznici ve smyslu nejmensich
¢tvercu. Tedy hleddme kruznici se sttedem v (u,v) a polomérem r takovou, aby soucet ¢tvercu
kolmych vzdalenosti bod ke kruznici byl minimélni.

(a) (1 b) Pro bod (z;,y;) odvod'te jeho vzddlenost ke kruznici popsanou v zadani.

(b) (1b)

(¢) (2 b) Napiste iteraci gradientni metody nejvétsiho spadu.
(d) (1D)

Napiste optimaliza¢ni problém nejmensich ¢tvercu.

Ve kterém bodé by tato iteraéni metoda neméla zacinat a proc?

Reseni:
Vzdalenost je |||(zi,vi) — (u,v)|| — r|. Absolutni hodnota je nutna, protoze bod muze byt
vevnitf nebo vné kruhu. Uloha nejmensich ¢tverct pak vypada minimalizace

flu,v,r) = Z (i, yi) = (u,v)|| = T)Q
=1

Jakobian mé tvar
u—1x;
| (@i,9:)—(u,0)|]

n
Viuv,r) =2 (@i 9:) = o)l = 7) | e

Iterace pozadované metody jsou
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kde a* > 0 je krok. Iterace by nemély zacinat v
gradientni update neni definovan.

0

= 2; a v¥ = y; pro néjajé i, nebot pak




