
Optimalizace Semestrálńı test 13. 4. 2022

Př́ıjmeńı a jméno:

Úloha 1 2 3 4 5 6 Celkem

Maximum 5 5 5 5 5 5 30

Počet bod̊u

1. Uvažujme zobrazeńı f(x1, x2, x3) = (2x1 − 3x2, x1 + 2x2 − x3 − 2), kde x1, x2, x3 ∈ R.
(a) (1 b) Je f afinńı/lineárńı zobrazeńı? Zd̊uvodněte.

(b) (1 b) Vyjádřete f v maticovém tvaru.

(c) (3 b) Popǐste množinu všech bod̊u (x1, x2, x3) ∈ R3 splňuj́ıćıch f(x1, x2, x3) = (0, 0) jako
afinńı/lineárńı podprostor a určete jeho dimenzi.

Řešeńı:

Je to afinńı zobrazeńı f(x) = Ax+ b, kde A =

[
2 −3 0
1 2 −1

]
a b =

[
0
−2

]
.

Řeš́ıme soustavu dvou rovnic 2x1 − 3x2 = 0 a x1 + 2x2 − x3 = 2. Dostaneme řešeńı
x = (3, 2, 7)t+ (0, 0,−2), kde t ∈ R. Jde o př́ımku, afinńı podprostor dim. 1.

2. (5 b) Nalezněte redukovaný QR rozklad matice A =

 1 −5
−2 4
2 2

 .

Řešeńı:

Protože má A lineárně nezávislé sloupce, jde jen o maticové vyjádřeńı Gram-Schmidtovy
ortogonalizace jej́ıch sloupc̊u a1 = (1,−2, 2) a a2 = (−5, 4, 2). Sloupce matice Q jsou proto
q1 =

a1
∥a1∥ = 1

3(1,−2, 2) a

q2 =
a2 − (qT

1 a2)q1

∥a2 − (qT
1 a2)q1∥

= 1
6a2 +

1
6 · 3q1.

Tedy a1 = 3q1 a a2 = −3q1 + 6q2. Dostaneme

A = QR =

 1
3 −2

3
−2

3
1
3

2
3

2
3

[
3 −3
0 6

]
.

3. Máme 5 pozorováńı (0, 1), (1, 1), (2, 3), (3, 3), (4, 4) tvaru (xi, yi). Hledáme optimálńı regresńı
př́ımku y = θ1x+ θ2, kde θ1, θ2 ∈ R jsou hledané parametry.

(a) (2 b) Formulujte úlohu maticově jako problém nejmenš́ıch čtverc̊u.
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(b) (3 b) Vyřešte tento problém.

Řešeńı:

A =


0 1
1 1
2 1
3 1
4 1

 θ =

[
θ1
θ2

]
b =


1
1
3
3
4


Hledáme θ ∈ R2 minimalizuj́ıćı ∥Aθ − b∥2. To je to samé, jako řešit soustavu normálńıch
rovnic ATAθ = ATb, což je soustava 2 lineárńıch rovnic o 2 neznámých[

30 10
10 5

] [
θ1
θ2

]
=

[
32
12

]
,

jej́ıž jediné řešeńı je θ1 = θ2 =
4
5 .

4. Matice A typu 1000 × 30 má prvky aij ∈ {0, 1}, kde řádky matice odpov́ıdaj́ı student̊um a
sloupce předmět̊um. Plat́ı aij = 1 právě tehdy, když má student i zapsán předmět j.

(a) (1 b) Jakou interpretaci má pro tato data matice ATA?

(b) (1 b) Jakou interpretaci má pro tato data matice AAT ?

(c) (2 b) Popǐste výpočetně efektivńı zp̊usob výpočtu singulárńıch č́ısel matice A pomoćı
vlastńıch č́ısel.

(d) (1 b) Napǐste chybu aproximace maticeAmatićıB hodnosti nejvýše 3 pomoćı singulárńıch
č́ısel.

Řešeńı:

MaticeATA typu 30×30 má na pozici (i, j) počet student̊u, kteř́ı současně studuj́ı předměty
i a j. Matice AAT typu 1000×1000 má na pozici (i, j) počet předmět̊u, které maj́ı současně
zapsáni studenti i a j. Všechna nenulová singulárńı č́ısla matice A jsou odmocniny z ne-
nulových vlastńıch č́ısel matice matice ATA, která je menš́ı oproti AAT . Tedy použijeme
spektrálńı rozklad reálné symetrické matice ATA. Chyba je

√
s24 + · · ·+ s2r , kde r je hod-

nost matice A, a plat́ı s1 ≥ s2 ≥ · · · ≥ sr.

5. Uvažujme funkci f(x) = ∥x∥ =
√
x21 + · · ·+ x2n.

(a) (1 b) Zderivujte f .

(b) (1 b) Napǐste, ve kterých bodech je f diferencovatelná a zd̊uvodněte.

(c) (1 b) Najděte Taylor̊uv polynom prvńıho řádu v okoĺı bodu (1, . . . , 1).

(d) (2 b) Najděte Taylor̊uv polynom druhého řádu v okoĺı bodu (1, . . . , 1).
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Řešeńı:

Parciálńı derivace maj́ı tvar ∂f
∂xi

= 1
2∥x∥2xi, takže derivace se rovná f ′(x) = x⊤

∥x∥ . Dı́ky
zlomku tato derivace existuje všude kromě x = 0. Pro Taylor̊uv polynom prvńıho stupně
označne x0 = (1, . . . , 1) referenčńı bod. Pak Taylor̊uv polynom má tvar

T1(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) =
√
n+

x⊤
0√
n
(x− x0) =

1√
n

n∑
i=1

xi.

Pro Taylor̊um polynom druhého řádu je třeba vypoč́ıtat Hessián. Parciálńı derivace druhého
řádu se rovnaj́ı

∂2f

∂xi∂xj
=

1

∂xj

xi√
x21 + · · ·+ x2n

=

{
1

∥x∥ − xixi
∥x∥2 pokud i = j,

− xixj

∥x∥2 pokud i ̸= j.

Celkem tedy

T2(x) = T1(x) +
1

2
(x− x0)

⊤
(

1

∥x∥
I − 1

∥x∥3
xx⊤

)
(x− x0).

6. Máme body (x1, y1), . . . , (xm, ym) ∈ R2, které chceme proložit kružnićı ve smyslu nejmenš́ıch
čtverc̊u. Tedy hledáme kružnici se středem v (u, v) a poloměrem r takovou, aby součet čtverc̊u
kolmých vzdálenost́ı bod̊u ke kružnici byl minimálńı.

(a) (1 b) Pro bod (xi, yi) odvod’te jeho vzdálenost ke kružnici popsanou v zadáńı.

(b) (1 b) Napǐste optimalizačńı problém nejmenš́ıch čtverc̊u.

(c) (2 b) Napǐste iteraci gradientńı metody největš́ıho spádu.

(d) (1 b) Ve kterém bodě by tato iteračńı metoda neměla zač́ınat a proč?

Řešeńı:

Vzdálenost je |∥(xi, yi) − (u, v)∥ − r|. Absolutńı hodnota je nutná, protože bod může být
vevnitř nebo vně kruhu. Úloha nejmenš́ıch čtverc̊u pak vypadá minimalizace

f(u, v, r) :=
n∑

i=1

(
∥(xi, yi)− (u, v)∥ − r

)2
Jakobián má tvar

∇f(u, v, r) = 2

n∑
i=1

(
∥(xi, yi)− (u, v)∥ − r

)
u−xi

∥(xi,yi)−(u,v)∥
v−yi

∥(xi,yi)−(u,v)∥
−1

 .

Iterace požadované metody jsouuk+1

vk+1

rk+1

 =

ukvk
rk

− αk∇f(uk, vk, rk),
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kde αk > 0 je krok. Iterace by neměly zač́ınat v u0 = xi a v0 = yi pro nějajé i, nebot’ pak
gradientńı update neńı definován.


