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Afinni kombinace a odvozené pojmy

m Afinni kombinace je linearni kombinace prvki z R", jejiz koeficienty maiji
soucet 1, tedy:

k
AK (X, X,y .00 Xp) = 04X, +0,X, + -+ + 0 X, kde Zai =1
i=1

m V kontextu afinnich kombinaci je uziteCné si pti geometricke interpreataci
prvky z R" (vektory) pfedstavovat jako body v prostoru, ne jako
orientované usecky. AK totiz nezavisi na poloze pocatku.

m Afinni obal zadanych bodu x,,x,, ..., X, je mnozina vSech afinnich
kombinaci téchto bodu.

m Afinni podprostor je podmnozina M € R" uzavfena na afinni kombinace.
Tedy je-li x; € M, pak takeé vSechny AK(x.) € M.

m Afinni zobrazeni je zobrazeni f: R" - R™ zachovavajici afinni
kombinace, tedy pro ¥* . a, = 1 plati

flo x, +a,x, +---+a,x,) = a.f(x;)+a,f(x,)+---+a,f(x,)

m Analogie: linearni kombinace, linearni obal, podprostor, zobrazeni.



Afinni kombinace a podprostory: viastnosti

m Afinni kombinace afinnich kombinaci je afinni kombinace.

m Afinni obal je afinni podprostor. Kazdy afinni podprostor Ize zapsat jako
afinni obal néjakych bodu.

m Mnozina feSeni soustavy AX = b je prazdna nebo to je afinni podprostor.

m Kazdy afinni podprostor Ize zapsat jako soucet jednoho vektoru s vektory
néjakého linedrniho prostoru, presnéji: je-li A € R" afinni prostor, pak
existuje x, € R" a linearni podprostor X € R" tak, Ze

A={X,+X; X €X}=x,+X.

m Ke kazdému afinnimu podprostoru A existuje soustava Ax = b, jejiz
mnoZzina feseni je rovna A.

m Afinni podprostor je z geometrického pohledu linearni podprostor plus
posun,

m Dimenze afinniho prostoru se definuje jako dimenze pfislusného
posunuteho linearniho podprostoru.




Afinni zobrazeni: vlastnosti

m Zobrazeni f definované vztahem f(x) = Ax + b je afinni.

m Ke kazdému afinnimu zobrazeni f: R"” - R™ existuje jednoznacné
linearni zobrazeni g: R" — R™ a vektor b € R™ tak, ze f(x) = g(x) + b pro
vSechna x € R".

m Ke kazdému afinnimu zobrazeni f existuje jednoznacné matice A a
vektor b tak, ze f(x) = Ax + b.

m Afinni zobrazeni je z geometrického pohledu linearni zobrazeni plus
konstantni posun, napfiklad rotace a posun, zkoseni a posun atd.

m Hodnota posunu je rovna f(0).
m Afinni zobrazeni zobrazuje afinni podprostory na afinni podporostory.




Priklad

Zkusime si geometricky zndzornit, jak ,pracuje“ zobrazeni f: R? - R?
definované pfedpisem:

=g 7]+ (o]




Ruzna vyjadreni afinnich prostoru

Od rovnicového popisu k parametrickému

m Vyjadfime afinni podprostor A = {x; Ax = b} parametricky, tedy jako
A =x,+Span{b,,b,,...,b,}.
Re&eni: najdeme bazi b.,...,b, feSeni pfidruzené homogenni soustavy
Ax = 0 a jedno partikularni reseni x,,.

Od parametrického popisu k rovnicovému

m Pro afinni prostor zadany parametricky A = x, + Span{b,,b,,...,b,}
najdeme matici A a vektor b tak, ze A = {x; Ax = b}.
Re&eni: zapiSeme vektory b. do fadk( matice B a najdeme bazi prostoru

feSeni soustavy Bx = 0. Tyto bazové vektory zapiSeme do fadkd matice A.
Pak je Span{b,,b,,...,b,} = {x; Ax = 0}. Dale volime b = Ax,.




Skalarni soucin: uhly, velikosti

m Skalarni soudin x"y umozZiuje mé¥it vzdalenosti a uhly:

Euklidovska norma: ||x|| = vxTx
Euklidovska metrika (vzdalenost): d(x,y) = [Ix-y]|
Uhel: cosp = &
IxIl

Pravy dhel: x'y=0 (prox,y #0)

m Skalarni soucin geometricky: Cislo || x| cos ¢ je orientovana velikost
primétu vektoru x na pfimku generovanou vektorem y. Vynasobime-li
toto Cislo velikosti ||y||, mame skalarni soucin:

x"y = |Ix]|| ly|l cos .

m Zakreslime-li vektory korespondujici s e, e,,...,e, € R" jako Sipky na
sebe kolmeé a s jednotkovou velikosti, pak vyse uvedené pojmy (uhel,
velikost vektoru, vzdalenost) zavedené v R" ,numericky“ maji presné
odpovidajici geometricky vyznam.



Pripomenuti

m Schwartzova nerovnost: |X"y| < ||x|| |ly]l, takZe Uhel je definovan pro
kazdé dva nenulové vektory. Rovnost nastava jen pro LZ vekiory.

m Trojuhelnikova nerovnost: ||x +y| < |Ix|| + |lv]l-
m Pfiklad odvozeni Pythagorovy véty (pfedpokladame x L y):

IX-ylI?=(x-y)(x-y)=x"x-2xTy +y'y = ||x]|? + |ly]°.




Terminologie, zakladni vlastnosti

m Vektory jsou ortogondlini (pideme x L1 y), kdyZ x"y = 0.
m Vektory jsou ortonormalni, jsou-li ortogonalni a maji jednotkovou velikost.

m Matice je s ortonormalnimi sloupci, jsou-li kazdé dva rlizné sloupce této
matice ortonormalni.

m Matice je ortogonalni, je-li Ctvercova a s ortonormalnimi sloupci.

m Tvrzeni: Skupina nenulovych vektoru, kde je kazdy s kazdym
ortogonalni, je linearné nezavisla.

m Dusledek: Matice s ortonormalnimi sloupci je uzka nebo &tvercova a
vzdy s plnou hodnosti. Ortogonalni matice je regularni.

m Tvrzeni: Nechf U je s ortonormalnimi sloupci, x € rngU. Tedy sloupce U
(oznaCime je u,,...,u,) tvofi ortonormalni bazi podprostoru rngU. Pak

souradnice vektoru x vzhledem k této bazi jsou u,-Tx, tedy

X = (uIx)u, + (Wx)u, +---+(u)x)u,.

= Tvrzeni: Matice U je s ortonormalnimi sloupci, pravé kdyz U'U = I.




Vlastnosti ortogonalni matice

m Nasledujici vlastnosti jsou ekvivalentni.
= U je ortogonalni matice.
U =UT
= U' je ortogonalni matice.

Vidime tedy, Ze jakmile je matice ortogonalni, ma ortonormalni nejen
sloupce, ale i fadky.

m Tvrzeni: Soucin ortogonalnich matic je ortogonalni matice.

Priklady ortogonalnich matic

m Rotaéni matice v R2.

= Matice P obsahuje ve sloupcich bazoveé vektory e; v libovolném poradi:
permutacni matice. Pak vektor Px ma stejné slozky jako vektor x, jen v
permutovaném poradi.

m Householderova matice je definovana pro libovolny vektor u jednotkové
velikosti takto: H, =1 - 2uu’. Je ortogonalni.



Linearni isometrie

Nechf U je matice s ortonormalnimi sloupci. Definujme linearni zobrazeni
f:R" - R™ predpisem f(x) = Ux. Pak plati:

m f zachovavé skaldrni sougin, presngji: X"y = f(x)"f(y).

m f zachovava velikosti vektoru (velikost vzoru je rovna velikosti obrazu).

m f zachovava uhly (Uhel mezi vzory je stejny jako mezi jejich obrazy).
Takové zobrazeni f se nazyva isometrie.

Isometrie do stejného prostoru

m Je-li f:R" - R" (4. je to transformace), pak z geometrického pohledu je
ziejmé, ze f mize byt pouze rotace nebo rotace sloZzena se zrcadlenim.

= Necht U je ortogonalni matice, f(x) = Ux. Pak detU = +1. Podle znaménka
determinantu pozname, zda soucasti této transformace je zrcadleni.




Ortogonalita linearnich podprostoru

Podprostory X a Y jsou na sebe ortogonalni (piseme X 1Y), kdyz kazdy
vektor x € X je kolmy na kazdy vektor y € Y, tedy pro né plati x"y = 0.

Diky linearité skalarniho soucinu staci ovéfit, ze vSechny bazové vektory
z X jsou kolmé na vSechny bazové vektory z Y.

Pro X L Y zfejmé plati X n Y = {0}.

Jestize X L Y a navic X a Y generuji cely prostor, pak fikame, ze X je
ortogonalnim doplnkem Y nebo téz Y je ortogonalnim doplhkem X a
zna¢ime X = Y+ nebo Y = X*.

Je-li dano X svou bazi, jak najdeme bazi X*?

Je-li dano X jako mnozina feSeni soustavy Ax = 0, tedy X = {x; Ax = 0}.
Jak najdeme bazi X*?

Povdimneme si, ze (rngA)! = NullA” a (NullA)* = rngAT.

Dulsledek: Soustava Ax = b nema fedeni, pravé kdyz existuje feSeni
soustavy A’y = 0, pro které neplatiy L b.



