Optimalizace Zkouskovy test 10.6. 2024

Piijmeni a jméno:

Uloha 1 2 3 4 | Celkem

Maximum 10 10 10 10 40

Pocéet bodi

1. Rozhodnéte o pravdivosti tvrzeni (ano/ne) a kazdou odpovéd zduvodnéte.
(a) (2 b) Kazdéd konvexni funkce ma na neprazdné konvexni mnoziné globalni minimum.
(b) (2 b) Smér v = (2,—1) je pro funkci f(z1,72) = f(x) = ||x]|3 v bodé (0, 1) sestupny.

(¢) (2 b) V linedrnim prostoru R3 lze najit ortonormalni bazi slozenou z vlastnich vektort
matice AAT, kde A € R3¥10 je libovolna matice.

(d) (2 b) Ortogonalni projektor P € R%*® na linedrni podprostor X dimenze 3 je pozitivné
definitni matice.

(e) (2 b) Problém max |x||3 za podminek Ax < b, kde A € R™*" b € R™ je konvexn{ tiloha.

Reseni:

(a) Ne. Protipiiklad: linearni funkce na R, exponencidlni funkce na R atp.
(b) Ano. Plat{ totiz Vf(0,1)Tv = -2 <0.

(¢) Ano, podle véty o spektralnim rozkladu redlné symetrické matice AAT,

(d) Ne. Vektory ortogonédlniho doplitku prostoru X se zobrazi na nulovy vektor. Jiny argu-
ment: matice P ma nulové vlastni ¢islo.

(e) Ne. Ucelova funkce je konvexni, mnozina piipustnych feseni je také konvexni, ale je to
tloha maximalizace.

2. Firma vyrabi dva druhy produktt. Prvni se prodava za 40 a druhy za 60. K vyrobé kazdého
vyrobku se pouzivaji t¥i vstupni suroviny, kterych je k dispozici 70,40 a 90 jednotek. K vyrobé
prvniho produktu je potieba 1 jednotka druhé i tfeti suroviny a 2 jednotky prvni suroviny,
druhy produkt potfebuje po jedné jednotce prvni a druhé suroviny a 3 jednotky tieti suroviny.
Firma chce maximalizovat trzby z vyrabénych produktu.

(a) (2 b) Formulujte optimalizaéni dlohu (podminky celo¢iselnosti zanedbejte).
(b) (4 b) Napiste dudlni ulohu.
(¢) (4 b) Formulujte podminky komplementarity pro tlohu z bodu (a).
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Reseni:

(a) Jedna se o linedrni program max40x; + 60ze z.p. 221 + zo < 70, ;1 + 22 < 40,
1+ 3x2 <90, 21,22 > 0.

(b) Dudl: min 70y; +40y2 +90y3 z.p. 2y1 +y2+ys > 40, y1+y2+3ys > 60, kde y1, yo,y3 > 0.

(¢) Podminky komplementarity: v optimu primaru x a dudlu y musi platit 2z + xo = 70
nebo y; = 0, 1 + z9 = 40 nebo y3 = 0, 1 + 3z2 = 90 nebo y3 = 0 a dale 1 = 0 nebo
2y1 + y2 + y3 = 40, z2 = 0 nebo y1 + y2 + 3y3 = 60.

3. (10 b) Hleddme pfiblizné feseni soustavy rovnic

"=y,
r—2y=0,
optimalni podle kritéria nejmensich ¢tverctu. Popiste (a) Gaussovu-Newtonovu metodu, (b)

Newtonovu metodu a udélejte jimi 1 krok z poc¢étetniho odhadu (0, 1). Vyhodnotte kritérium
pred a po 1. kroku.

ReSeni:

Zobrazeni a jeho derivace:

et~y , et 1
e’ 0
91 (z,y) = [0 0] : g91(z,y) =0,

Kritérium:

fl@,y) = gz, y)|* = e — 2ye” + 2* — day + 5%,
f(z,y) = (2% — 2ye® + 22 — 4y, —2e% — 4x + 10y)7,

,, _ 4% — 2ye®” +2 —2e% — 4
f (x,y) - |: —2e% — 4 10

Pro zg =0, yp = 1:
o R |
50.)= | ¢ 20.0= ) |

1 0
gil(oal) = |:0 0:| 5 gi/(07 1) =0,
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Kritérium:
f(0,1) =4,
£(0,1)= (-4, 8)7,
I - 4 -6
=" )
" 1 110 6
o =1l 4

Gaussova-Newtonova metoda:

[Zﬂ B Z(ﬂ — (g (20, 50) " (20, %0)) " (0, %0)" &0, 50) =

BRI ) N S
-0-15 51 =0 F A

f(=2,—-1) =1.289.

Pseudoinverze:

(&' (0, 50)" &' (z0,90)) " &'(wo,y0)" = E :ﬂ '

Newtonova metoda:

Bj B Bg] — (f"(x0,50)) " (w0, 50)" =

ORI I

f(=2,—1) =1.289.

Il
(.
— o

il

4. Je dan linedrni podprostor X = span{(1,0,2,1),(1,2,1,1),(0,1,2,1),(2,1,1,1)} v prostoru R*.

Dale uvazujte bod z = (1,1,1,1).
(a) (2 b) Najdéte bazi X+ a dim X, dim X*.

(b) (4 b) Najdéte bod x € X, ktery je nejblize bodu z, a uréete vzdélenost bodu z od pod-

prostoru X.

(c) (4 b) Najdéte bod y € X', ktery je nejblize bodu z, a uréete vzdalenost bodu z od

podprostoru X .
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Reseni:
1 1 0 2
(a) Oznactme A = g ? ; 1 . Vidime, 7e rank A = 3, takze dim X = 3 a dim X+ = 1.
1 1 11
T

Resenfm linedrni soustavy ATx = 0 je napiiklad vektor (1,1,2,—5), takze tento vektor

tvoif bazi X+.

1
(b,c) Matice V = o | mdve sloupci ortonorméln{ bézi podprostoru X+. Matici U,

1
V31
-5
ktara méa ve sloupcich ortonormaélni bazi podprostoru X, nemusime pocitat.
Jey=VVTz = —3—11(1, 1,2,-5),dédlejex =z—y = 3—11(32,32,33,26). Vzdélenost bodu
z od X je |ly|| = 1/v31. Vzdélenost bodu z od X+ je /||z[2 —|[ly|]>? = \/4— % =

/123/31 = 1,9919. Tato vzdalenost je také rovna ||x||, ale Pythagorova véta ndm umozni
jednodussi vypocet, protoze se asi nikomu nechce zpaméti pocitat 2 - 322 + 332 + 262.




