Optimalizace Zkouskovy test 3.6. 2024

Piijmeni a jméno:

Uloha 1 2 3 4 | Celkem

Maximum 10 10 10 10 40

Pocéet bodi

1. Rozhodnéte o pravdivosti tvrzeni (ano/ne) a kazdou odpovéd zduvodnéte.
(a) (2 b) Mnozina {(x,y) € R"* | ||x||2 + [|[a’x|ls — 3 < y} je konvexni, kde a € R".
(b) (
(©) (
(d) (
(e) (

2 b) Funkce f(x) = max{alx |a € R" |jalj; <1} je konvexn.

2 b) Funkce f(x) = ||[Ax — b||2 + \||x||1 je konvexni, kde A € R™*" b € R™ a \ > 0.

2 b) ATA +B?+2I je pozitivné semidefinitni, kde A € R™*" a B € R™*" je symetricka.
2 b)

Kazdy neprazdny konvexni polyedr ma alespon jeden extremélni bod.

C

Reseni:

(a) Ano. Funkee f(x) = ||x||2 + ||a’x||oc — 3 je konvexni (soucet konvexnich funkci, protoze
norma z linedrni funkce je konvexni) a ta mnozina je jeji epigraf.

(b) Ano. Je to maximum konvexnich (linedrnich) funkei fa(x) = a’x proa € R, ||lal|; < 1.

(¢) Ano. Jde o tcelovou funkei z regularizace nejmensich ¢tvercu, soucet ¢tverce normy z
linearni funkce a nezdporného nésobku normy.

(d) Ano. Jde o soucet ti{ pozitivné semidefinitnich matic.

(e) Ne. Protiptiklad napt. piimka.

2. Méme n naméfenych dat (z;,1;) € R? a chceme jimi prolozit parabolu p(x) = az? + b tak, aby
maximum hodnot |p(z;) — y;| bylo minimdlni.

(a) (2 b) Zformulujte tuto optimaliza¢ni ilohu maticové a specifikujte dané matice.

(b) (3 b) Pro n = 3 mame data (0,1), (1,3), (2,5). Zformulujte v tomto pfipadé uvedeny
problém jako tlohu linearniho programovani.

(¢) (1 b) Ukazte, ze iloha z ¢asti (b) je piipustné.

(d) (4 b) Analyzou tlohy z ¢asti (b) ukazte, ze optimalnim FeSenim nemuze byt parabola,
ktera prochazi body (0,1), (1,3), (2,5).
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ReSeni:
2
7

(a) Matice A € R™ 2 obsahuje v prvnim sloupci 2?, ve druhém sloupci jednicky, y =

(Y1, ..., Yn). Optimalizaéni iloha min,cp2 ||Au — ¥y||co, kde u = (a,b) je vektor nezndmych
parametru.
0 1
(b) Dostaneme A = |1 1| ay = (1,3,5). Minimalizujeme z za podminek —z < b—1 < z,
4 1

—z<a+b—-3<z —2<4a+b—-5<z kde z >0 (mize byt iz € R) a (a,b) € R%
(c) Piipustné feseni je napt. a =b=0a z = 5.

(d) Predpokldadejme, ze v optimu parabola prochézi tfemi zadanymi body. Potom je nutné
hodnota kritéria v optimu z = 0. Prvni omezeni si tak vynuti b = 1. Dosazenim do druhého
omezeni dostaneme a = 2 a do tfettho omezeni a = 1 (spor).

3. (10 b) Najdéte viechny globaln{ extrémy funkce f(z,y, z) = —32% — 2y — y? + 222 + o +y + 22
na jednotkové krychli [0,1]* a funkéni hodnoty v nich.

Resent:
Derivace
/ T
z,y,2) =(—br—y+2z+1,—z—2y+ 1,20+ 2
f@,y,2) = ( y y )
>0

ma v daném oboru tfeti slozku vzdy kladnou, tedy funkce f je rostouci v z. Ma smysl
hledat pouze minimum pro z = 0 a maximum pro z = 1, optimalizaci pfes z, y.

1. Pro z = 0: Funkce fi(z,y) = f(z,9,0) = —32? — 2y — y? + 2 + y m4 derivaci
file,y) = (=6z —y+1,—z -2y +1)".
Ta je nulova pro z = 1/11, y = 5/11, jenze tam nabyvéa f; svého maxima, coz
nepotiebujeme. Jeji druha derivace (Hessova matice)
/ _ _6 _1
fl(x7y> - l:_l )

ukazuje, ze f1 je negativné definitni kvadratickd forma, takze na konvexni mnoziné
(Ctverci) muze nabyvat minima pouze v extrémech, tj. vrcholech. Vyzkousime je a
zjistime, Ze jediné globalni minimum je v bodé (1,1,0) a ma hodnotu —3.

2. Pro z = 1: Funkee fo(z,y) = f(z,y,1) = =322 — 2y — y?® + 3z + y + 2 m4 derivaci
fa(z,y) = (—6z —y+3,—z -2y +1)".

Ta je nulové pro = 5/11, y = 3/11. Jeji druha derivace je stejnd jako v predchozim
piipadé, fo je negativné definitni kvadratickd forma, takze jediné globalni maxi-
mum je v bodé (5/11,3/11,1); ma hodnotu 31/11 = 2.818.
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Kdo pfedchozi tvahu neudélal, mél hledat védzané extrémy pies 6 stén krychle. Pro x = 0,
x =1,y =0, y =1 zustala rovnice pro 3. soufadnici 2z + 2 = 0, coz nemé v daném oboru
feSeni. Pro z = 0, z = 1 méd tvar 2x + 2 + A = 0, z néhoz muzeme jednoznacné urcit A
(které k nicemu nepotiebujeme) a zbylé dvé rovnice jsou ty, které jsme fesili vyse.

4. Uvazujeme soustavu linearnich rovnic
To=—1, x1=3+x9, 1 =0.
(a) (2 b) Formulujte maticové optimalizaéni tilohu na hleddni feseni této soustavy ve smyslu
nejmengich ¢tvercu.
(b) (1 b) Zduvodnéte, pro¢ opt. hodnota nemuze byt 0, aniz byste tilohu z bodu (a) fesili.
(¢) (3 b) Ulohu z bodu (a) vyfeste.

(d) (4 b) Formulujte tlohu z bodu (a) za dodatetného predpokladu, ze feSeni lezi na piimce
x1 = 3 + z9. Naleznéte mozné lokalni optimum takové tlohy.

Reseni:
0 1

(a) A= |1 —1|,b=(-1,3,0), tiloha mingcp: ||Ax — b||3
1 0

(b) Soustava nem4 fesSeni, tedy néjaka souradnice chybového vektoru Ax — b je nenulova.
Jelikoz je kvadrat Eukleidovskd normy ryze konvexni nezapornd funkce, hodnota v optimu
musi byt kladna.

2 -1

(c) Vyfesime soustavu normélnich rovnic ATAx = A”Tb, kde ATA = [_ 1 9

}aATb:

(3, —4). Resen{ je x = (2,-2).
(d) Jde o tilohu nejmensich étvercti miny g2 ||Ax—b||3 pii linedrnim omezen{ 21 —22—3 = 0.
Podminky stacionarity: ATAx — ATb = \(1, —1). Reenfm je x = (1,—2) a A = 1. Bod x
je zjevné reguldrni.




