
Optimalizace Zkouškový test 3. 6. 2024

Př́ıjmeńı a jméno:

Úloha 1 2 3 4 Celkem

Maximum 10 10 10 10 40

Počet bod̊u

1. Rozhodněte o pravdivosti tvrzeńı (ano/ne) a každou odpověd’ zd̊uvodněte.

(a) (2 b) Množina {(x, y) ∈ Rn+1 | ∥x∥2 + ∥aTx∥∞ − 3 ≤ y} je konvexńı, kde a ∈ Rn.

(b) (2 b) Funkce f(x) = max{aTx | a ∈ Rn, ∥a∥1 ≤ 1} je konvexńı.

(c) (2 b) Funkce f(x) = ∥Ax− b∥22 + λ∥x∥1 je konvexńı, kde A ∈ Rm×n,b ∈ Rm a λ ≥ 0.

(d) (2 b) ATA+B2+2I je pozitivně semidefinitńı, kde A ∈ Rm×n a B ∈ Rn×n je symetrická.

(e) (2 b) Každý neprázdný konvexńı polyedr má alespoň jeden extremálńı bod.

Řešeńı:

(a) Ano. Funkce f(x) = ∥x∥2+ ∥aTx∥∞− 3 je konvexńı (součet konvexńıch funkćı, protože
norma z lineárńı funkce je konvexńı) a ta množina je jej́ı epigraf.

(b) Ano. Je to maximum konvexńıch (lineárńıch) funkćı fa(x) = aTx pro a ∈ Rn, ∥a∥1 ≤ 1.

(c) Ano. Jde o účelovou funkci z regularizace nejmenš́ıch čtverc̊u, součet čtverce normy z
lineárńı funkce a nezáporného násobku normy.

(d) Ano. Jde o součet tř́ı pozitivně semidefinitńıch matic.

(e) Ne. Protipř́ıklad např. př́ımka.

2. Máme n naměřených dat (xi, yi) ∈ R2 a chceme jimi proložit parabolu p(x) = ax2 + b tak, aby
maximum hodnot |p(xi)− yi| bylo minimálńı.

(a) (2 b) Zformulujte tuto optimalizačńı úlohu maticově a specifikujte dané matice.

(b) (3 b) Pro n = 3 máme data (0, 1), (1, 3), (2, 5). Zformulujte v tomto př́ıpadě uvedený
problém jako úlohu lineárńıho programováńı.

(c) (1 b) Ukažte, že úloha z části (b) je př́ıpustná.

(d) (4 b) Analýzou úlohy z části (b) ukažte, že optimálńım řešeńım nemůže být parabola,
která procháźı body (0, 1), (1, 3), (2, 5).
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Řešeńı:

(a) Matice A ∈ Rn×2 obsahuje v prvńım sloupci x2i , ve druhém sloupci jedničky, y =
(y1, . . . , yn). Optimalizačńı úloha minu∈R2 ∥Au−y∥∞, kde u = (a, b) je vektor neznámých
parametr̊u.

(b) Dostaneme A =

0 1
1 1
4 1

 a y = (1, 3, 5). Minimalizujeme z za podmı́nek −z ≤ b−1 ≤ z,

−z ≤ a+ b− 3 ≤ z, −z ≤ 4a+ b− 5 ≤ z, kde z ≥ 0 (může být i z ∈ R) a (a, b) ∈ R2.

(c) Př́ıpustné řešeńı je např. a = b = 0 a z = 5.

(d) Předpokládejme, že v optimu parabola procháźı třemi zadanými body. Potom je nutně
hodnota kritéria v optimu z = 0. Prvńı omezeńı si tak vynut́ı b = 1. Dosazeńım do druhého
omezeńı dostaneme a = 2 a do třet́ıho omezeńı a = 1 (spor).

3. (10 b) Najděte všechny globálńı extrémy funkce f(x, y, z) = −3x2 − xy − y2 + 2xz + x+ y + 2z
na jednotkové krychli [0, 1]3 a funkčńı hodnoty v nich.

Řešeńı:

Derivace
f ′(x, y, z) = (−6x− y + 2z + 1,−x− 2y + 1, 2x+ 2︸ ︷︷ ︸

>0

)T

má v daném oboru třet́ı složku vždy kladnou, tedy funkce f je rostoućı v z. Má smysl
hledat pouze minimum pro z = 0 a maximum pro z = 1, optimalizaćı přes x, y.

1. Pro z = 0: Funkce f1(x, y) = f(x, y, 0) = −3x2 − xy − y2 + x+ y má derivaci

f ′
1(x, y) = (−6x− y + 1,−x− 2y + 1)T .

Ta je nulová pro x = 1/11, y = 5/11, jenže tam nabývá f1 svého maxima, což
nepotřebujeme. Jej́ı druhá derivace (Hessova matice)

f ′
1(x, y) =

[
−6 −1
−1 −2

]
ukazuje, že f1 je negativně definitńı kvadratická forma, takže na konvexńı množině
(čtverci) může nabývat minima pouze v extrémech, tj. vrcholech. Vyzkouš́ıme je a
zjist́ıme, že jediné globálńı minimum je v bodě (1, 1, 0) a má hodnotu −3.

2. Pro z = 1: Funkce f2(x, y) = f(x, y, 1) = −3x2 − xy − y2 + 3x+ y + 2 má derivaci

f ′
2(x, y) = (−6x− y + 3,−x− 2y + 1)T .

Ta je nulová pro x = 5/11, y = 3/11. Jej́ı druhá derivace je stejná jako v předchoźım
př́ıpadě, f2 je negativně definitńı kvadratická forma, takže jediné globálńı maxi-
mum je v bodě (5/11, 3/11, 1); má hodnotu 31/11

.
= 2.818.
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Kdo předchoźı úvahu neudělal, měl hledat vázané extrémy přes 6 stěn krychle. Pro x = 0,
x = 1, y = 0, y = 1 z̊ustala rovnice pro 3. souřadnici 2x+ 2 = 0, což nemá v daném oboru
řešeńı. Pro z = 0, z = 1 má tvar 2x + 2 + λ = 0, z něhož můžeme jednoznačně určit λ
(které k ničemu nepotřebujeme) a zbylé dvě rovnice jsou ty, které jsme řešili výše.

4. Uvažujeme soustavu lineárńıch rovnic

x2 = −1, x1 = 3 + x2, x1 = 0.

(a) (2 b) Formulujte maticově optimalizačńı úlohu na hledáńı řešeńı této soustavy ve smyslu
nejmenš́ıch čtverc̊u.

(b) (1 b) Zd̊uvodněte, proč opt. hodnota nemůže být 0, aniž byste úlohu z bodu (a) řešili.

(c) (3 b) Úlohu z bodu (a) vyřešte.

(d) (4 b) Formulujte úlohu z bodu (a) za dodatečného předpokladu, že řešeńı lež́ı na př́ımce
x1 = 3 + x2. Nalezněte možné lokálńı optimum takové úlohy.

Řešeńı:

(a) A =

0 1
1 −1
1 0

, b = (−1, 3, 0), úloha minx∈R2 ∥Ax− b∥22

(b) Soustava nemá řešeńı, tedy nějaká souřadnice chybového vektoru Ax− b je nenulová.
Jelikož je kvadrát Eukleidovská normy ryze konvexńı nezáporná funkce, hodnota v optimu
muśı být kladná.

(c) Vyřeš́ıme soustavu normálńıch rovnic ATAx = ATb, kde ATA =

[
2 −1
−1 2

]
a ATb =

(3,−4). Řešeńı je x = (23 ,−
5
3).

(d) Jde o úlohu nejmenš́ıch čtverc̊u minx∈R2 ∥Ax−b∥22 při lineárńım omezeńı x1−x2−3 = 0.
Podmı́nky stacionarity: ATAx−ATb = λ(1,−1). Řešeńım je x = (1,−2) a λ = 1. Bod x
je zjevně regulárńı.


