Optimalizace Zkouskovy test 17.6. 2024

Piijmeni a jméno:

Uloha 1 2 3 4 Celkem

Maximum 10 10 10 10 40

Pocet bodt

1. Rozhodnéte o pravdivosti tvrzen{ (ano/ne) a kazdou odpovéd zduvodnéte.
(a) (2 b) Mnozina {x € R" | e*1TT¥n < 3} je konvexni.
(b) (2 b) Smér v = (1,-3) je pro funkci f(z,y) = 2% — 2y* v bodé (1, 1) sestupny.
(c) (2b) Plati A = min{x”Ax | x € R",||x|| = 1}, kde A € R™" je symetrickd matice a
A > 0 je jeji nejmensi vlastni ¢islo.
(d) (2 b) Matice A € R900X500 y4 hodnost 300 a pravée 200 kladnych singularnich éisel.
(e) (2 b) Problém min ||x||3 za podminek Ax = b, kde A € R™*" b € R™ je konvexn{ tiloha.

Reseni:

(a) Ano. Funkce f(x) = €1t T%n je konvexni (sloZeni konvexni a linedrni funkce) a ta
mnozina je jeji subkontura.

(b) Ne. Plati totiz Vf(1,1)Tv = 14 > 0.

(¢) Ano, nejmensi vl. ¢islo je vzdy FeSenim této 1lohy.

(d) Ne. Hodnost matice je rovna po¢tu nenulovych singuldrnich ¢isel.

(e) Ano. Ucelova funkce je konvexni, mnozina piipustnych feseni je konvexni (afinni pod-
prostor) a je to tloha minimalizace.

2. Uvazujte ulohu min ciz1 + coxo + c3r3 za podminek x1 + xo > 1, 1 + 229 < 3, 1, T2, 3 > 0.
(a) (3b
1

Popiste pomoci na¢rtku a vypoctu, jak vypadé konvexni polyedr piipustnych feseni.

Pro ¢ = (—1,0,1) najdéte optimalni feseni.

)

)

) Pro ¢ = (0,1,0) najdéte optimalni feseni.

) Pro ¢ = (0,0, —1) najdéte optimdlni feseni.
)

Napiste dudlni ilohu pro ¢ = (—1,0,1) a jeji optimalni hodnotu.

Reseni:
(a) Projekei toho polyedru do roviny 3 = 0 je polygon s vrcholy

(3,0,0), (1,0,0), (0,1,0), (0, 1.5,0),
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treti souradnice muze nabyvat hodnot x3 > 0.
(b) Jediné optimum v bodeé (3,0, 0).

(c) Optim je nekonecné mnoho, napt. (3,0,t), (1,0,r) pro r,t > 0 a jejich konvexni kombi-
nace.

(d) Uloha je neomezens.

(e) maxy; — 3y2 z.p. y1,y2 > 0, y1 —y2 < —1, y1 — 2y2 < 0. Podle véty o silné dualité je
optimalni hodnota —3.

3. (10 b) V roviné méate najit piimku, kterd mé nejmensi soucet ¢tvercu vzdalenosti od nasledujicich
bodu: (—1,1), (0,0), (1,2). Vyhodnotte kritérium v nalezeném optimu/optimech.

Resent:
Jednd se o tlohu PCA. Od zadanych bodu nejprve odecteme jejich téziste a = (0,1) a
uvazujeme pak matici

A— [—1 0 1] .

0o -1 1
Dadle matice

r 201
AA_L 2}

ma vlastni ¢éisla A\; = 3, Ao = 1 a vlastni vektor pfislusny nejvétsimu je v = (1, 1). Hledand
piimka je tedy a + tv; = (0,1) + ¢(1,1). Hodnota kritéria (chyba prolozeni) v optimu je
Ay = 1.

Jing zpusob refeni: muzeme napi. pouzit rovnici primky ve tvaru
ar+by+c=0,

kde normalovy vektor bude jednotkovy

Vaz+b2=1.

(Oproti jinym tvarum rovnice piimky to ma tu vyhodu, Ze je tento popis je jednoznaény a
dovoluje popsat vSechny piimky.) Tedy minimalizujeme funkci

f(a,b,¢) = (—a+b+c)? + (c)* + (a+2b+ c)* = 2a* + 2ab + 5b* 4 6bc + 3¢,

f'(a,b,¢) = (4a + 2b, 2a + 10b+ 6¢, 6b+ 6¢)T ,

4 2 0
f"(a,b,c) =12 10 6 (pozitivné definitni)
6 6

@)
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za podminky
gla,b,c) =a® +b* -1,
d (a,b,¢) = (2a,2b,0)7.
Derivace Lagrangeovy funkce s multiplikdtorem A:
f'(a,b,¢) + Ag'(a,b,¢) = (4a + 2b + 2)a, 2a + 10b + 6¢ + 2\b, 6b+ 6¢) T .
Pro staciondrni body dostavame (po vykréceni) soustavu rovnic

2a+b+Xa=0,
a+5b+3c+Ab=0,
b+c=0.

z posledni rovnice hned ¢ = —b a predposledni nabyva tvar
a+2b+X0=0.
Resime soustavu

24+ Na+b=0,
a+(2+AN)b=0.
Jelikoz a,b nesméji byt obé nulové, potiebujeme takovou hodnotu A, pro kterou matice

soustavy bude singularni,

AN 4+4N+3=0.

Resime zv1ast pro kazdy koien kvadratické rovnice.

A A=-3
1
a = b = —C = — 5
2
rovnice piimky je napi.
r+y—1=
a hodnota kritéria
1 1 1
Ty T =y T T = =3
f( 2 V2 2>
B.A=-1
1
a = —b = C = — s
2

rovnice piimky je napi.
r—y+1=0
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a hodnota kritéria
1 1 1
f Ty T T =y T = =1
V2T V272
Oba stacionarni body jsou lokdlni minima, globalni minimum je feSeni B.
Jesté jiny zpusob tesent:

Jelikoz pfimku muzeme libovolné posunout (napf. ve sméru jeji normély), lze snadno

ve tvaru y = ax + 1, neboli
ar—y+1=0,

s normalovym vektorem velikosti a2 + 1 a hledat volny extrém funkce

—a2 a — 2 CL2— a
f*(a):f(a,—l,l):( )+ 14 ( 1) :2 % 1+ 9

a?+1 a?+1
1f’() (2a —1)(a® +1) — (a®> —a +1)2a a? -1
— a) = =
2% (a? +1)? (a2 +1)2’
1 //(a) _ —2a(a2 — 3)
2% (a®+1)3
Stacionarni body jsou a = 41 (zde nenormujeme normélovy vektor). (V tomto tvaru

nelze vyjadrit svislou pfimku z = 0, pro tu je f(1,0,0) = 2.) Pro a = —1 je fi(—1) =
f(=1,—-1,1) = 3 globalni maximum funkce f,, ale sedlovy bod funkce f. Pro a = 1 je
f«(1) = f(1,—1,1) = 1 globalni minimum funkce f, i funkce f.

4. Je déna rovina ¢ = span{(0,0,1,0),(1,0,0,1)} a piimka p = {(1,1,1,1) +¢(0,1,0,1); t € R}.
Hleddme vzdilenost pifmky p od roviny o v R*.
(a) (4 b) Zformulujte problém jako feSeni linedrni soustavy ve smyslu nejmensich étverc.
(b) (4 b) Najdéte bod x € p, ktery je nejblize piimce p, a bod y € p nejblize roviné p.
(¢) (2 b) Najdéte vzdalenost g od p.

Reseni:
(a) Druhd mocnina vzdalenosti p od ¢ je rovna druhé mocniné vzdalenosti levé strany od
pravé strany nasledujici soustavy ¢tyt rovnic s proménnymi u, v, ¢:

(0,0,1,0)u + (1,0,0,1)v = (1,1,1,1) + (0,1,0, 1) t.

01 0 1
) . 00 — 1

Tato soustava ma matici A = 1 0 o | apravou stranu b = e Je rank[A b] = 4,
01 -1 1

takze b € rngA a jednd se o pfeurcenou soustavu linearnich rovnic a piimka s rovinou
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se neprotinaji. Protoze rank A = 3, neni pfimka s rovinou rovnobézna. Jsou to tedy dva
mimobézné afinni prostory.

(b) Vyiesime soustavu ve smyslu nejmensich étverct, tedy fesime AT Ax = AT b, konkrétné
1 0 0 U
0 2 —1| |v|l =12
0 -1 2 t -2
Regenim je (u (2 ) = (1,2, 1%) 1Tedy je x = (0,0,1,0) + 2(1,0,0,1) = (2,0,1,2), y =
(1,1,1,1) — 3(0,1,0 1)=(1,3,1,35).
|

(c) Hledana vzdélenost je ||x —y|| = ||(—
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