
Optimalizace Zkouškový test 26. 5. 2023

Př́ıjmeńı a jméno:

Úloha 1 2 3 4 Celkem

Maximum 10 10 10 10 40

Počet bod̊u

1. Rozhodněte o pravdivosti tvrzeńı (ano/ne) a každou odpověd’ zd̊uvodněte.

(a) (2 b) Funkce f(x, y) = ex + |y| − 2 je konvexńı.

(b) (2 b) Množina {(x, y) ∈ R2 | −1 ≤ x ≤ 1, x2 ≤ y ≤ 1, |x| ≤ y} je konvexńı polyedr.

(c) (2 b) Funkce f(x, y) =
√
x2 + y2 + |x|+ |y| má lokálńı minimum, které neńı globálńı.

(d) (2 b) Konvexńı polyedr {(x, y) ∈ R2 | x+ y ≥ 5, 4x+ y ≤ 4, x, y ≥ 0} nemá vrchol.

(e) (2 b) Každý bod uzavřeného intervalu [−1, 1] je regulárńım bodem funkce f(x) = (x−1)10.

Řešeńı:

(a) Ano, je to součet konvexńıch funkćı.

(b) Ano, kvadratická podmı́nka je redundantńı.

(c) Ne, je to norma, tedy konvexńı funkce.

(d) Ano, nemá, protože je prázdný.

(e) Ne. V bodě 1 má funkce nulovou derivaci.

2. (10 b) Matici A =

−3 1
6 −2
6 −2

 napǐste ve tvaru SVD A = σ1u1v
T
1 + σ2u2v

T
2 .

Řešeńı:

Matice

ATA =

[
81 −27
−27 9

]
má vlastńı č́ısla 0 a 90. Prvńı vlastńı č́ıslo dokonce snadno uhodneme, nebot’ ATA má
hodnost 1. Charakteristický polynom je λ2 − 90λ. Singulárńı č́ısla jsou σ1 =

√
90 = 3

√
10

a σ2 = 0. Tedy SVD rozklad je tvaru A = 3
√
10uvT , kde u a v je levý/pravý singulárńı

vektor maticeA. Nejprve spočteme v, což je vlastńı vektor maticeATA př́ıslušná vlastńımu
č́ıslu 90. Tedy řeš́ıme homogenńı soustavu s matićı

ATA− 90I =

[
−9 −27
−27 −81

]
≈

[
1 3
3 9

]
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Jej́ı obecné řešeńı je (3t,−t). Tomu odpov́ıdá jednotkový vlastńı vektor v = 1√
10
(3,−1).

Levý singulárńı vektor dopočteme jako

u =
1

σ1
Av =

1

30

−3 1
6 −2
6 −2

 (3,−1)T =
1

30
(−10, 20, 20)T .

Tedy našli jsme SVD

A =

−3 1
6 −2
6 −2

 = σ1uv
T .

3. Firma vyráb́ı dva druhy produkt̊u. Prvńı se prodává za 40 a druhý za 60. K výrobě každého
výrobku se použ́ıvaj́ı tři vstupńı suroviny, kterých je k dispozici 70, 40 a 90 jednotek. K výrobě
prvńıho produktu je potřeba 1 jednotka druhé i třet́ı suroviny a 2 jednotky prvńı suroviny,
druhý produkt potřebuje po jedné jednotce prvńı a druhé suroviny a 3 jednotky třet́ı suroviny.
Firma chce maximalizovat tržby z vyráběných produkt̊u.

(a) (2 b) Formulujte optimalizačńı úlohu (Podmı́nky celoč́ıselnosti zanedbejte).

(b) (5 b) Spočtěte jej́ı optimálńı řešeńı.

(c) (3 b) Formulujte podmı́nky komplementarity pro úlohu z bodu (a).

Řešeńı:

(a) Jedná se o lineárńı program max 40x+ 60y z.p. 2x+ y ≤ 70, x+ y ≤ 40, x+ 3y ≤ 90,
x, y ≥ 0.

(b) Př́ıpustná řešeńı tvoř́ı trojúhelńık, jehož vrcholy jsou (0, 30), (15, 25), (30, 10), (35, 0), (0, 0).
Ty spoč́ıtáme řešeńım odpov́ıdaj́ıćıch soustav lin. rovnic. Porovnáńım funkčńıch hodnot
zjist́ıme, že optimum je v bodě (15, 25).

(c) Podmı́nky komplementarity: v optimu primáru x a duálu z muśı platit 2x+y = 70 nebo
z1 = 0, x+y = 40 nebo z2 = 0, x+3y = 90 nebo z3 = 0 a dále x = 0 nebo 2z1+z2+z3 = 40,
y = 0 nebo z1 + z2 + 3z3 = 60.

4. Uvažujme funkci f(x, y, z) = 3x2 − y2 + 3xy + z2.

(a) (2 b) Jaká je směrová derivace funkce f ve směru (0, 0, 1)?

(b) (4 b) Napǐste Taylor̊uv polynom prvńıho řádu kolem bodu (1, 1, 0). Pokud budete použ́ıvat
nějaké derivace, rozepǐste je, nepouž́ıvejte f ′ či f ′′.

(c) (2 b) Napǐste obecnou iteraci gradientńı metody použitou na minimalizaci funkce f .

(d) (2 b) Napǐste obecnou iteraci Newtonovy metody použitou na minimalizaci funkce f .
Zúčastněné matice nemuśıte př́ıpadně invertovat.
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Řešeńı:

(a) Směrová derivace funkce f ve směru (0, 0, 1) je parciálńı derivace podle proměnné z,
tedy 2z.

(b) Derivace funkce f je (6x + 3y,−2y + 3x, 2z). Vzhledem k tomu, že f(1, 1, 0) = 5 a
f ′(1, 1, 0) = (9, 1, 0), má Taylor̊uv polynom tvar

T1(x, y, z) = f(1, 1, 0) + f ′(1, 1, 0)((x, y, z)− (1, 1, 0)) = −5 + 9x+ y.

(c) (xk+1, yk+1, zk+1) = (xk, yk, zk)− αk∇f(xk, yk, zk), což můžeme psát jako

((1− 6αk)xk − 3αkyk,−3αkxk + (1 + 2αk)yk, (1− 2αk)zk)

(d) Hessova matice:

f ′′(x, y, z) =

6 3 0
3 −2 0
0 0 2


(xk+1, yk+1, zk+1) = (xk, yk, zk)− αkf

′′(xk, yk, zk)
−1
k f ′(xk, yk, zk)

T


