
Optimalizace Zkouškový test 31. 5. 2023

Př́ıjmeńı a jméno:

Úloha 1 2 3 4 Celkem

Maximum 10 10 10 10 40

Počet bod̊u

1. Rozhodněte o pravdivosti tvrzeńı (ano/ne) a každou odpověd’ zd̊uvodněte.

(a) (2 b) Pro matici A s lin. nezávislými sloupci je každé vlastńı č́ıslo matice ATA kladné.

(b) (2 b) Matice

−6 2 4
3 −1 −2
0 1 0

 má všechna singulárńı č́ısla kladná.

(c) (2 b) Pro negativně definitńı matici A je množina {(x, y) ∈ Rn+1 | xTAx ≤ y} konvexńı.

(d) (2 b) Pro matici A ∈ R10×9000 je následuj́ıćı úloha konvexńı: min
∑7

j=1 x
T
j AATxj za

podmı́nky, že vektory x1, . . . ,x7 ∈ R10 tvoř́ı ortonormálńı množinu.

(e) (2 b) Pro zadané α > 0, matici A ∈ Rm×n a vektor b ∈ Rm je následuj́ıćı úloha konvexńı:
min ∥Ax− b∥22 za podmı́nek ∥x∥1 ≤ α, kde x ∈ Rn.

Řešeńı:

(a) Ano, protože ATA je regulárńı a pozitivně semidefinitńı, tedy nutně pozitivně definitńı,
a tak má jen kladná vlastńı č́ısla.

(b) Ne, protože snadno nahlédneme, žeAmá hodnost 2 (prvńı řádek je násobkem druhého).

(c) Ne. Je to epigraf konkávńı funkce (např. plocha nad parabolou −x2), což je typicky
nekonvexńı množina.

(d) Ne. Je to vlastně instance úlohy PCA. Účelová funkce je konvexńı, ale netriviálńı
konvexńı kombinace dvou jednotkových vektor̊u nemá jednotkovu délku.

(e) Ano. Je to úloha nejmenš́ıch čtverc̊u s konvexńımi omezeńımi, protože ∥x∥1 ≤ α definuje
subkonturu konvexńı funkce.

2. Je dána matice A a vektor x:

A =

1 2 3
2 4 6
1 0 1

 , x = (1, 1, 1).

Najděte kolmé projekce vektoru x na

(a) (2 b) span{(1, 1, 2)},
(b) (2 b) rngA,

(c) (2 b) nullA,

(d) (2 b) rngAT ,
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(e) (2 b) nullAT .

Řešeńı:

(a) Kolmá projekce je 2/3 (1, 1, 2).

(b) Projekci spoč́ıtáme např́ıklad jako x minus řešeńı (e), vycháźı 1/5 (3, 6, 5).

(c) nullA = span{(1, 1,−1)} a kolmá projekce je 1/3 (1, 1,−1).

(d) Projekci spoč́ıtáme např́ıklad jako x minus řešeńı (c), vycháźı 2/3 (1, 1, 2).

(e) nullAT = span{(2,−1, 0)} a kolmá projekce je 1/5 (2,−1, 0).

3. (10 b) Najděte globálńı extrémy funkce

f(x, y) = x2 + 2x+ y2 + 2 y + 3

za podmı́nek

x2 + y2 ≤ 4 ,

3x+ 2 y ≤ −6 .

Znázorněte obor, na kterém extrémy hledáme, a nezapomeňte zformulovat závěr, k němuž jste
dospěli.

Řešeńı:

Všechny funkce v úloze jsou všude diferencovatelné.

1. Volné extrémy dostaneme řešeńım soustavy

f ′(x, y) = (2(x+ 1), 2(y + 1)) = 0 ,

x = y = −1, f(−1,−1) = 1. Funkce f je ryze konvexńı, takže (−1,−1) je jej́ı jediné volné
minimum, ale nesplňuje druhou omezuj́ıćı podmı́nku.

2. Extrémy vázané podmı́nkou g1(x, y) = 0, kde g1(x, y) = x2 + y2 − 4, dostaneme řešeńım
soustavy

f ′(x, y) + λ1 g
′
1(x, y) = (2(x+ 1) + 2λ1 x, 2(y + 1) + 2λ1 y) = 0 ,

x = y = −1
1+λ1

, dosazeńım do omezuj́ıćı podmı́nky x2 + y2 − 4 = 0 dostaneme x = y = −
√
2

(druhé řešeńı x = y =
√
2 je mimo obor), f(−

√
2,−

√
2) = 7− 4

√
2

.
= 1.343. Je to lokálńı

minimum.

3. Extrémy vázané podmı́nkou g2(x, y) = 0, kde g2(x, y) = 3x+2 y+6, dostaneme řešeńım
soustavy

f ′(x, y) + λ2 g
′
2(x, y) = (2(x+ 1) + 3λ2, 2(y + 1) + 2λ2) = 0 ,
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x = −1− 3
2 λ, y = −1− λ, dosazeńım do omezuj́ıćı podmı́nky 3x+ 2 y + 6 = 0 dostaneme

λ = 2
13 , x = −16

13 , y = −15
13 , f(

16
13 ,

15
13) =

14
13

.
= 1.077. Je to lokálńı minimum (minimum ostře

konvexńı funkce na konvexńı množině – úsečce).

4. Rovnosti v obou omezuj́ıćıch podmı́nkách nastávaj́ı současně ve dvou bodech, které
dostaneme řešeńım soustavy

x2 + y2 = 4 ,

3x+ 2 y = −6 .

Z druhé rovnice vyjádř́ıme y = −3 − 3
2 x a dosazeńım do prvńı dostaneme kvadratickou

rovnici
13

4
x2 + 9x+ 5 = 0

s řešeńımi
x1 = −2, y1 = 0, f(x1, y1) = 3,
x2 = −10

13 , y2 = −24
13 , f(x2, y2) =

23
13

.
= 1.769.

Tyto body jsou lokálńı maxima, nebot’ relevantńı část Hessovy matice Lagrangeovy funkce
je pro λ1 =

1√
2
− 1 2 (1 + λ1) 0 . . .

0 2 (1 + λ1) . . .
. . . . . . . . .

 =

√2 0 . . .

0
√
2 . . .

. . . . . . . . .

 ,

tedy pozitivně definitńı v prvńıch dvou proměnných (x, y).

Závěr: V (1613 ,−
15
13) (z části 3) je jediné globálńı minimum (jedná se o minimum ostře

konvexńı funkce na konvexńım oboru), v (−2, 0) (z části 4) je jediné globálńı maximum.

4. Fitness centrum nakupuje oř́ı̌sky, banány a mléko do energetického koktejlu. Jednotkové ceny
oř́ı̌sk̊u, banán̊u a mléka jsou (3, 1, 4), ćılem je minimalizace náklad̊u na jejich poř́ızeńı. Zohlednit
se muśı minimálńı požadavky na živiny tř́ı r̊uzných druh̊u, které jsou vyjádřeny vektorem
(3, 2, 4). Oř́ı̌sky obsahuj́ı jednotku prvńı i druhé živiny a dvě jednotky třet́ı živiny, banány pouze
dvě jednotky prvńı živiny a tři jednotky třet́ı živiny, a mléko obsahuje pouze dvě jednotky druhé
živiny a jednotku třet́ı živiny.

(a) (3 b) Formulujte úlohu jako lineárńı program.

(b) (3 b) Napǐste duálńı úlohu.

(c) (2 b) Optimálńı řešeńı duálu je (12 , 2, 0). Stanovte optimálńı řešeńı primárńı úlohy bez
jej́ıho řešeńı.

(d) (2 b) Je optimálńı řešeńı duálu vrcholem polyedru? Vysvětlete přesně, proč ano/ne.

Řešeńı:

(a) min 3x1+x2+4x3 z.p. x1+2x2 ≥ 3, x1+2x3 ≥ 2, 2x1+3x2+x3 ≥ 4, kde x1, x2, x3 ≥ 0.
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(b) max 3y1+2y2+4y3 z.p. y1+y2+2y3 ≤ 3, 2y1+3y3 ≤ 1, 2y2+y3 ≤ 4, kde y1, y2, y3 ≥ 0.

(c) Podle věty o slabé dualitě stač́ı uhodnout př́ıpustný vektor x∗ splňuj́ıćı

3x∗1 + x∗2 + 4x∗3 = 3 · 1
2
+ 2 · 2 + 4 · 0 =

11

2
.

Snadno nalezneme x∗ = (0, 32 , 1).

(d) Ano, je to řešeńı soustavy y3 = 0, 2y1 + 3y3 = 1, 2y2 + y3 = 4, jej́ıž matice má lin.
nezávislé sloupce.


