Optimalizace Zkouskovy test 21.6. 2023

Piijmeni a jméno:

Uloha 1 2 3 4 | Celkem

Maximum 10 10 10 10 40

Pocet bodi

1. Rozhodnéte o pravdivosti tvrzeni (ano/ne) a kazdou odpovéd zduvodnéte.

(a) (2 b) Funkce f(x) = x Ax, kde x € R", m4 globaln{ minimum v bodé 0 pro libovolnou
matici A € R™*",

(b) (2 b) Mnozina {x € R? | ||x[|; =1, 2?4+ 23— 225+ 1< 1} je konvexni.

(¢) (2 b) Funkce f(x) = max{||x|/c0,2} je konvexni.

(d) (2 b) Konvexni obal bodii (0,0), (0,1),(2,0) je obsazen v mnoziné {x € R? | [|x|lo < 2}.
)

(e) (2 b) Problém min{2z; — x3 | [|x]l2 < 3, #1 > 0, x € R*} je tloha linedrniho progra-
movani.

Reseni:

(a) Ne. Protipiiklad: f(z) = —z2.

b) Ne. Je to sjednoceni dvou ruznych usecek (staci nacrtek).
¢) Ano, je to maximum dvou konvexnich funkei.
)

d) Ano, kazdy bod toho trojuhelnika m& vSechny soufadnice < 2.

(
(
(
(

e) Ne. Omezen{ jsou nelinedrni, mnozina piipustnych feseni neni polyedr.

2. Jsou dany dvé mimobézky v R", n > 3, kazda je zadana bodem, kterym prochazi, a smérovym
vektorem. Najdéte jejich vzdalenost metodou nejmensich ¢tverci.
(a) (5Db) Zformulujte problém jako optimalizaéni ilohu a sestavte pfislusnou soustavu normélnich
rovnic umoznujici vyfresit problém.
(b) (5 b) Vyfeste tilohu pro pifpad dvou mimobéznych pifmek v R3, jedna z nich je osa z1 a
druhé prochazi body (0, 1,0) a (0,0, 2).

Resent:
(a) Necht jsou pifmky popsdny jako {a; + t1s1|t1 € R} a {ag + tas2 |t € R}. Hledd se
minimum ||x; — x2|| za podminek, ze x; = a; + t18; a X2 = ag + t182. Redime pfeurcenou
soustavu s n rovnicemi a dvéma proménnymi t1,to: a3 + t181 = ag + t9s9. Soustavu lze
. . t o .
zapsat maticové [sl —SQ] [tl} = [ag — aj]. Soustavu normélnich rovnic dostaneme po
2
T

c , . .| S
vyndsobeni matici [ ;T} zleva:
—S2

[HslHQ —S?Sz] [tl] _ [SlT(az —ay) ]
—slsy |Is2l? ] [t2 —sf(ag —ay)|’
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(b) Volime a; = (0,0,0), s; = (1,0,0), ay = (0,1,0), sy = (0,—1,2) a fesime soustavu
normalnich rovnic uvedenou obecné v (a). Mame soustavu:

1 0] [6] o

0 5| [t [1]°
takze t1 = 0, ty = % a vzdjemné nejblizsi body na mimobézkach jsou (0,0,0), (0, %, %)
Jejich vzdalenost je %

3. (10 b) Najdéte vSechny lokalni i globalni extrémy funkce f(x,y) = zy — 3z za podminky
22 + 3% < 9. Funkci f v nich vyhodnotte a feknéte, o jaky typ extrému se jedné.

Reseni:
Vse jsou polynomy, maji vSechny derivace spojité.
f/(x,y) = (y_ 37$)7
01
" -
e = gl

A. Volné extrémy dostaneme feSenim soustavy
flz.y)=(y-3,2)=0,
x=0,y=3, f(0,3) =0, ale
iz, y) = [(1) (1)]
(pro vSechna x,y), coz je negativné semidefinitni matice, pro € # 0

f(e,34+¢)=¢>>0,
f(e,3—¢)=—-e2<0,

takze (0,3) je sedlovy bod a zadny extrém. Volny extrém neexistuje.

B. Extrémy vazané podminkou g(z,y) = 0, kde g(x,y) = 22 + 3? — 9, dostaneme jako
stacionarni body Lagrangeovy funkce L(z,y,\) = f(x,y) + A g(x,y), tj. FeSenim soustavy

flz,y)+Ad (@y) =(y—3+2Az,2+2\y) =0,
tj.
2 x+y=3,
r+2 y=0.
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Soucet a rozdil téchto rovnic da

3
THY= o 1
3
xTr — = .
Y=9x1

(Pokud by jmenovatel byl nulovy, feseni neexistuje.) Soucet a rozdil téchto rovnic da

1/ 03 3 6
x_2(2>\—|—1+2>\—1) A1’
103 3 -3
y2<2)\+1_2/\—1> AN 1

Dosazenim do omezujici podminky z? + y?> — 9 = 0 dostaneme

—144 21 41081
(4x2-12

Citatel je 36 A2 (=4 A2 4 3) a je nulovy pro \ € {0, @, —@} Tomu odpovidaji nasledujici
body:

1. A\=0,2=0,y=3; f(0,3) = 0. Neni extrém.

S

2.0 =¥ = 0866, =3\ = 23 =2598y = 3 f(3V3,52) = ~2 V3. Je to

globalni minimum.

3= = 0866, z=3\=—3V3=-2598 y=2; f(-3V3 ) =T V3 Je
to globalni maximum.

Zduvodnéni: Relevantni ¢ast Hessovy matice Lagrangeovy funkce

22 1 .

12X ...,
je pro A = @ pozitivné definitni a pro A = —§ negativné definitni v prvnich dvou
proménnych (z,y). Pro A = § je negativné semidefinitni, coz neddvé rozhodnuti. Ale

napf. derivace kritéria podél hranice mnoziny (kruznice) je spojitd, tedy nemuze ménit
znaménko jinde nez ve stacionarnich bodech a mezi nimi je monoténni.

Zaver: V bodé (2 /3, 52) je globdln{ minimum, v bodé (—2 /3, 32) je globdln{ maximum.
Jiné extrémy (ani lokéaln{) neexistuji.
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00 00

i ... |10 00

4. Uvazujeme matici A = 02 0 0
00 30

Bez pocitani zduvodnéte, pro¢ ma matice A pravé jedno singuldrni ¢islo nulové.

b)

b) Spoctéte viechna singularni ¢isla matice A.

b) Stanovte levé a pravé singuldrni vektory matice A.
b)

Vyfeste tilohu min {||A — B||? | B € R¥* rank B < 2}.

Resent:
(a) Matice fadu 4 m4 hodnost 3, tedy ma pravé 3 kladnd singuldrni ¢isla a jedno nulové.

(b) Dostaneme

1000 0000
0400 0100
TA _ T _
ATA= 0 0 9 0f’ AAT = 0 0 40
0 00O 0 009

Tedy singularni ¢isla jsou s1 = 3,52 = 2,83 = 1,54 = 0.

(c) Levé singuldrni vektory jsou vlastni vektory matice AAT, snadno je nalezneme z defi-
nice. Rovnici
AATu =9u

fesi napt. u; = (0,0,0,1). Déle uy = (0,0,1,0), ug = (0,1,0,0) a ugy = (1,0,0,0). Analo-
gicky stanovime pravé singuldrni vektory: vi = (0,0,1,0), vo = (0,1,0,0), v3 = (1,0,0,0),
vy = (0,0,0,1).

(d) Optimaln{ feseni (Eckart-Young) je

0 00 O 00 0O 0 0 0O

. T 7 100 00 00 0O (00O0O
B =s1u1vy + sougvy = 000 0 + 0200 =102 0 o0
0 0 3 0 00 0O 00 30




