
Optimalizace Zkouškový test 21. 6. 2023

Př́ıjmeńı a jméno:

Úloha 1 2 3 4 Celkem

Maximum 10 10 10 10 40

Počet bod̊u

1. Rozhodněte o pravdivosti tvrzeńı (ano/ne) a každou odpověd’ zd̊uvodněte.

(a) (2 b) Funkce f(x) = xTAx, kde x ∈ Rn, má globálńı minimum v bodě 0 pro libovolnou
matici A ∈ Rn×n.

(b) (2 b) Množina {x ∈ R2 | ∥x∥1 = 1, x21 + x22 − 2x2 + 1 ≤ 1
4 } je konvexńı.

(c) (2 b) Funkce f(x) = max{∥x∥∞, 2} je konvexńı.

(d) (2 b) Konvexńı obal bod̊u (0, 0), (0, 1), (2, 0) je obsažen v množině {x ∈ R2 | ∥x∥∞ ≤ 2}.
(e) (2 b) Problém min{2x1 − x3 | ∥x∥2 ≤ 3, x1 ≥ 0, x ∈ R4} je úloha lineárńıho progra-

mováńı.

Řešeńı:

(a) Ne. Protipř́ıklad: f(x) = −x2.

(b) Ne. Je to sjednoceńı dvou r̊uzných úseček (stač́ı náčrtek).

(c) Ano, je to maximum dvou konvexńıch funkćı.

(d) Ano, každý bod toho trojúhelńıka má všechny souřadnice ≤ 2.

(e) Ne. Omezeńı jsou nelineárńı, množina př́ıpustných řešeńı neńı polyedr.

2. Jsou dány dvě mimoběžky v Rn, n ≥ 3, každá je zadána bodem, kterým procháźı, a směrovým
vektorem. Najděte jejich vzdálenost metodou nejmenš́ıch čtverc̊u.

(a) (5 b) Zformulujte problém jako optimalizačńı úlohu a sestavte př́ıslušnou soustavu normálńıch
rovnic umožňuj́ıćı vyřešit problém.

(b) (5 b) Vyřešte úlohu pro př́ıpad dvou mimoběžných př́ımek v R3, jedna z nich je osa x1 a
druhá procháźı body (0, 1, 0) a (0, 0, 2).

Řešeńı:

(a) Necht’ jsou př́ımky popsány jako {a1 + t1s1 | t1 ∈ R} a {a2 + t2s2 | t2 ∈ R}. Hledá se
minimum ∥x1 − x2∥ za podmı́nek, že x1 = a1 + t1s1 a x2 = a2 + t1s2. Řeš́ıme přeurčenou
soustavu s n rovnicemi a dvěma proměnnými t1, t2: a1 + t1s1 = a2 + t2s2. Soustavu lze

zapsat maticově
[
s1 −s2

] [
t1
t2

]
= [a2 − a1]. Soustavu normálńıch rovnic dostaneme po

vynásobeńı matićı

[
sT1
−sT2

]
zleva:[
∥s1∥2 −sT1 s2
−sT1 s2 ∥s2∥2

] [
t1
t2

]
=

[
sT1 (a2 − a1)
−sT2 (a2 − a1)

]
.
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(b) Voĺıme a1 = (0, 0, 0), s1 = (1, 0, 0), a2 = (0, 1, 0), s2 = (0,−1, 2) a řeš́ıme soustavu
normálńıch rovnic uvedenou obecně v (a). Máme soustavu:[

1 0
0 5

] [
t1
t2

]
=

[
0
1

]
,

takže t1 = 0, t2 = 1
5 a vzájemně nejbližš́ı body na mimoběžkách jsou (0, 0, 0), (0, 45 ,

2
5).

Jejich vzdálenost je 2√
5
.

3. (10 b) Najděte všechny lokálńı i globálńı extrémy funkce f(x, y) = x y − 3x za podmı́nky
x2 + y2 ≤ 9. Funkci f v nich vyhodnot’te a řekněte, o jaký typ extrému se jedná.

Řešeńı:

Vše jsou polynomy, maj́ı všechny derivace spojité.

f ′(x, y) = (y − 3, x) ,

f ′′(x, y) =

[
0 1
1 0

]
,

A. Volné extrémy dostaneme řešeńım soustavy

f ′(x, y) = (y − 3, x) = 0 ,

x = 0, y = 3, f(0, 3) = 0, ale

f ′′(x, y) =

[
0 1
1 0

]
(pro všechna x, y), což je negativně semidefinitńı matice, pro ε ̸= 0

f(ε, 3 + ε) = ε2 > 0 ,

f(ε, 3− ε) = −ε2 < 0 ,

takže (0, 3) je sedlový bod a žádný extrém. Volný extrém neexistuje.

B. Extrémy vázané podmı́nkou g(x, y) = 0, kde g(x, y) = x2 + y2 − 9, dostaneme jako
stacionárńı body Lagrangeovy funkce L(x, y, λ) = f(x, y) + λ g(x, y), tj. řešeńım soustavy

f ′(x, y) + λ g′(x, y) = (y − 3 + 2λx, x+ 2λ y) = 0 ,

tj.

2λx+ y = 3 ,

x+ 2λ y = 0 .
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Součet a rozd́ıl těchto rovnic dá

x+ y =
3

2λ+ 1
,

x− y =
3

2λ− 1
.

(Pokud by jmenovatel byl nulový, řešeńı neexistuje.) Součet a rozd́ıl těchto rovnic dá

x =
1

2

(
3

2λ+ 1
+

3

2λ− 1

)
=

6λ

4λ2 − 1
,

y =
1

2

(
3

2λ+ 1
− 3

2λ− 1

)
=

−3

4λ2 − 1
.

Dosazeńım do omezuj́ıćı podmı́nky x2 + y2 − 9 = 0 dostaneme

−144λ4 + 108λ2

(4λ2 − 1)2
= 0 .

Čitatel je 36λ2 (−4λ2 +3) a je nulový pro λ ∈
{
0,

√
3
2 ,−

√
3
2

}
. Tomu odpov́ıdaj́ı následuj́ıćı

body:

1. λ = 0, x = 0, y = 3; f(0, 3) = 0. Neńı extrém.

2. λ =
√
3
2

.
= 0.866, x = 3λ = 3

2

√
3

.
= 2.598, y = −3

2 ; f(32
√
3, −3

2 ) = −27
4

√
3. Je to

globálńı minimum.

3. λ = −
√
3
2

.
= −0.866, x = 3λ = −3

2

√
3

.
= −2.598, y = −3

2 ; f(−3
2

√
3, −3

2 ) = 27
4

√
3. Je

to globálńı maximum.

Zd̊uvodněńı: Relevantńı část Hessovy matice Lagrangeovy funkce2λ 1 . . .
1 2λ . . .
. . . . . . . . .

 ,

je pro λ =
√
3
2 pozitivně definitńı a pro λ = −

√
3
2 negativně definitńı v prvńıch dvou

proměnných (x, y). Pro λ =
√
3
2 je negativně semidefinitńı, což nedává rozhodnut́ı. Ale

např. derivace kritéria podél hranice množiny (kružnice) je spojitá, tedy nemůže měnit
znaménko jinde než ve stacionárńıch bodech a mezi nimi je monotónńı.

Závěr: V bodě (32
√
3, −3

2 ) je globálńı minimum, v bodě (−3
2

√
3, −3

2 ) je globálńı maximum.
Jiné extrémy (ani lokálńı) neexistuj́ı.
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4. Uvažujeme matici A =


0 0 0 0
1 0 0 0
0 2 0 0
0 0 3 0

.
(a) (1 b) Bez poč́ıtáńı zd̊uvodněte, proč má matice A právě jedno singulárńı č́ıslo nulové.

(b) (3 b) Spočtěte všechna singulárńı č́ısla matice A.

(c) (3 b) Stanovte levé a pravé singulárńı vektory matice A.

(d) (3 b) Vyřešte úlohu min {∥A−B∥2 | B ∈ R4×4, rank B ≤ 2}.

Řešeńı:

(a) Matice řádu 4 má hodnost 3, tedy má právě 3 kladná singulárńı č́ısla a jedno nulové.

(b) Dostaneme

ATA =


1 0 0 0
0 4 0 0
0 0 9 0
0 0 0 0

 , AAT =


0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 4 0
0 0 0 9

 .

Tedy singulárńı č́ısla jsou s1 = 3, s2 = 2, s3 = 1, s4 = 0.

(c) Levé singulárńı vektory jsou vlastńı vektory matice AAT , snadno je nalezneme z defi-
nice. Rovnici

AATu = 9u

řeš́ı např. u1 = (0, 0, 0, 1). Dále u2 = (0, 0, 1, 0), u3 = (0, 1, 0, 0) a u4 = (1, 0, 0, 0). Analo-
gicky stanov́ıme pravé singulárńı vektory: v1 = (0, 0, 1, 0), v2 = (0, 1, 0, 0), v3 = (1, 0, 0, 0),
v4 = (0, 0, 0, 1).

(d) Optimálńı řešeńı (Eckart-Young) je

B∗ = s1u1v
T
1 + s2u2v

T
2 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 3 0

+


0 0 0 0
0 0 0 0
0 2 0 0
0 0 0 0

 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 2 0 0
0 0 3 0

 .


