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Motto

Kniha p̌ŕırody je psána jazykem matematiky.
Galileo Galilei

Ale dnes řekneme něco skoro bez vzorc̊u.
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Ale dnes řekneme něco skoro bez vzorc̊u.
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Chaos v obálkách

Pośılám 4 obálky, v každé je na začátku 10 ĺıstk̊u.
Kdykoli k vám dojdou, vyberte náhodně 2 obálky
a z jedné do druhé p̌resuňte 1 ĺıstek (pokud tam je).
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Náhodné losováńı

Máme vybrat jednoho za dvou lid́ı.
Sťrihněte si! (Kámen, nůžky, paṕır.)

Jak dlouho potrvá, než se rozhodne?
počet kol pravděpodobnost konce pravděpodobnost konce

n v kole n do kola n
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3
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81

.= 0.99
... ... ...

Na 99 % budeme po 4 kolech hotovi, ale kdy to bude určitě?
Nikdy!
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Pravděpodobnost Historie statistiky Popis dat Testováńı hypotéz Teorie odhadu Aplikace
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Pravděpodobnost Historie statistiky Popis dat Testováńı hypotéz Teorie odhadu Aplikace

Chyťreǰśı náhodné losováńı

Nápad: Změňme pravidla tak, aby bylo možno rozhodnout po
konečném počtu krok̊u.

S volbou mezi ťremi výsledky to pro dva hráče nejde, pro ťri ano.
Ale dva hráči se mohou dohodnout nap̌r., že budou použ́ıvat jen
dva znaky (nůžky, paṕır);
jeden hráč vyhrává, daj́ı-li stejné znaky, druhý p̌ri r̊uzných znaćıch.
Je to spravedlivé a rozhodne se hned v prvńım kole!
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Házeńı minćı

Alice a Bob házej́ı minćı (společnou).
Bob vyhraje, padne-li ĺıc dvakrát po sobě.
Alice vyhraje, padne-li rub dvakrát po sobě.
Je to spravedlivé?

Ano. Ĺıc a rub jsou rovnocenné.
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Pravděpodobnost Historie statistiky Popis dat Testováńı hypotéz Teorie odhadu Aplikace

Házeńı minćı
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Bob vyhraje, padne-li ĺıc dvakrát po sobě.
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Padne-li napoprvé ĺıc, Bob čeká, jestli padne ještě jednou.
Padne-li napoprvé rub, Alice už jen čeká na svou jistou výhru.
A pokud padl ĺıc a rub, Alice opět očekává jistou výhru.
Sáźım 3:1 na Alici.
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Bob vyhraje, padne-li ĺıc dvakrát po sobě.
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Pravděpodobnost Historie statistiky Popis dat Testováńı hypotéz Teorie odhadu Aplikace
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Házeńı minćı

Alice a Bob házej́ı minćı (společnou).
Bob źıskává bod, padne-li ĺıc dvakrát po sobě (a háźı se dál).
Alice źıskává bod, padne-li rub a po něm ĺıc.
Je to spravedlivé?

Bob může bodovat ťreba pǒrád, Alice nanejvýš v každém druhém
hodu.
Ale je to spravedlivé! (Pokud hraj́ı dlouho.)
Kdybychom hru sledovali pozpátku, po ĺıci by v následuj́ıćım kroku
jeden bodoval: ĺıc Bob, rub Alice.
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Alice źıskává bod, padne-li rub a po něm ĺıc.
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Házeńı minćı

Alice a Bob házej́ı minćı (každý svou).
Bob čeká, až padne ĺıc dvakrát po sobě.
Alice čeká, až padne ĺıc a po něm rub.
Vyhrává ten, kdo dosáhne ćıle ďŕıve (po menš́ım počtu hodů).
Je to spravedlivé?

Ne!
Bob poťrebuje v pr̊uměru 6 hodů, Alice 4.
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Alice a Bob házej́ı minćı (každý svou).
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Monty Hall problem

Troje dvěre, za jedněmi je výhra.
Moderátor v́ı, za kterými.

Vybereme jedny dvěre.
Moderátor nám ukáže jedny z dvěŕı, které jsme nevybrali, a za nimi
nic neńı.
Nyńı sḿıme změnit svoji volbu; máme to udělat?

Názor sedláka: Je to jedno, máme šanci 1/3.

Názor praktika: Znovu náhodně vybereme.
Ted’ totiž vyb́ıráme jedny ze dvoj́ıch dvěŕı, máme šanci 1/2.

Názor matematika: Vždy měńıme. Máme šanci 2/3!
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nic neńı.
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nic neńı.
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Moderátor v́ı, za kterými.
Vybereme jedny dvěre.
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nic neńı.
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Názor matematika: Vždy měńıme.
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Nejlepš́ı hráč golfu

Občas se někomu podǎŕı z odpalu p̌ŕımo trefit jamku.

Ale nedǎŕı se mu to zopakovat.
Jednomu se to podǎrilo.
Je to nejlepš́ı hráč golfu? Neńı.
Ne proto, že to nedokázal zopakovat.
Podrobněǰśı analýza ř́ıká, že za rok je na celém světě asi
100 000 000 odpal̊u, takže pravděpodobnost, že se to někomu
z tolika hráč̊u podǎŕı, neńı zas tak malá.
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Neńı.
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Úmrt́ı po očkováńı

Jeden člověk v ČR po očkováńı proti covidu zemřel ještě ďŕıv, než
odešel z očkovaćıho centra.
Máme se bát?

Ne!
Z 10 000 000 lid́ı zemře asi 400 za den, tj. v pr̊uměru 1 za 4 minuty.
Stejně nebezpečná tedy vyjde návštěva jakéhokoli jiného ḿısta,
nap̌r. restaurace, muzea, ú̌radu...

Nejnebezpečněǰśı činnost je ležet v posteli. Tam umřelo nejv́ıc lid́ı.
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Úmrt́ı po očkováńı
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Prvńı statistické pr̊uzkumy

Astrologové, zejména Johannes Kepler.

Položili počátky statistiky i astrologii.
Astrologická znameńı mj. už dávno nejsou, co bývala.
Přesto na datu narozeńı záviśı nap̌r. úspěšnost ve sportu
(fotbal, šach).
Jenže kv̊uli věkovým rozd́ıl̊um p̌ri srovnáváńı.
Nicméně byly zjǐstěny drobné odchylky mezi stejně starými
dětmi narozenými v r̊uzných ročńıch obdob́ıch, vysvětluj́ı se
sezónńımi rozd́ıly ve výživě matek.
Rozhodně je mnoho podstatněǰśıch vliv̊u, nap̌r. výživa dět́ı.
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(fotbal, šach).
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(fotbal, šach).
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Č́ınské horoskopy

Podle roku narozeńı p̌redpov́ıdaj́ı možný rok úmrt́ı.

Zjǐstěna závislost u populace Č́ıňanů v USA.
Jenže funguje jen u těch, ktěŕı tomu vě̌ŕı.
A ti uḿıraj́ı v pr̊uměru o 2 roky ďŕıve!
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Výhoda astrologie

I kdybych zaḿıchal horoskopy jako karty, nehnal by mě nikdo
k zodpovědnosti.
Pokud někdo chce poradit, jak zhodnotit své úspory nebo
vyhrát soud s podvodńıkem, poťrebuje solidněǰśı rady, i když
ani ty nebudou zaručené.
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k zodpovědnosti.
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I kdybych zaḿıchal horoskopy jako karty, nehnal by mě nikdo
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Každý může být někomu dobrým astrologem
(i finančńım poradcem)

Obešleme 128 lid́ı.
Polovině p̌redpov́ıme r̊ust akcíı, polovině pokles.

V každé skupině polovině p̌redpov́ıme r̊ust jiných akcíı, polovině
pokles.
...
Po 7 kolech zbyde jeden, jemuž jsme vše p̌redpověděli správně.
Ten si řekne: ”To nemůže být náhoda! Jinak by se na v́ıc než 99 %
někdy zmýlil. Tomu vě̌ŕım!“
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Typické otázky

Kde se déle žije, v́ıc pije, v́ıc vydělává?
Co nám škod́ı/prosṕıvá?
Jak vyhodnotit úspěšnost p̌redpověd́ı počaśı?
Proč mohou selhat volebńı p̌redpovědi?
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Zbohatĺıkov [Swoboda]

Pr̊uměrný p̌ŕıjem rodiny je 82 320.
Př́ıjem v́ıce než poloviny rodin je ≥ 29 000.

Nejčetněǰśı p̌ŕıjem rodiny je 18 000.
Věťsina lid́ı nemá ani 7 500.
88 % lid́ı má méně než 25 000.
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Zbohatĺıkov [Swoboda]

Př́ıjmy 25 rodin (v závorce počet členů rodiny):

1 200 000 (3) 60 000 (1) 45000 (2)
150 000 (5) 51 000 (3) 42 000 (2)

86 000 (4) 49 000 (4) 38 000 (4)
37 000 (3) 20 000 (7) 14 000 (1)
35 000 (5) 18 000 (3) 13 000 (4)
32 000 (3) 18 000 (8) 11 000 (1)
29 000 (3) 18 000 (4) 10 000 (2)
26 000 (4) 16 000 (3)
24 000 (4) 16 000 (2)

”Pan milioná̌r si žije skvěle, obklopen několika tucty chudých
otrok̊u.“
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Pr̊uměr nebo medián?

[Gonick, Smith] V r. 1984 University of Virginia oznámila, že
pr̊uměrný nástupńı plat absolvent̊u katedry rétoriky a komunikaćı
byl (tehdy impozantńıch) 55 000 $.

Př́ıčinou nebyly tam vyučované
dovednosti, ale jeden absolvent – basketbalový profesionál Ralph
Sampson.

Bývalý premiér: ”Co je to za stát, kde 2/3 obyvatel má
podpr̊uměrný p̌ŕıjem?“
A co má být? Co navrhujete?

Medián pravděpodobnostńıho rozděleńı je taková hodnota, že
s pravděpodobnost́ı 1/2 dostáváme hodnoty věťśı,
s pravděpodobnost́ı 1/2 dostáváme hodnoty menš́ı.
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dovednosti, ale jeden absolvent – basketbalový profesionál Ralph
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dovednosti, ale jeden absolvent – basketbalový profesionál Ralph
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”Statistika je věda o p̌resném součtu nep̌resných č́ısel“

Neńı!
• Absolutńı chyba součtu roste, jen relativńı chyba klesá (a
z̊ustává nenulová).
• Lépe by bylo hovǒrit o ”p̌resném pr̊uměru nep̌resných č́ısel“.
• To vše však jen za určitých p̌redpokladů (nap̌r. nezávislost).
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”Statistika je věda o p̌resném součtu nep̌resných č́ısel“
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Role statistiky ve vědě

[Janko: Jak vytvá̌ŕı statistika obrazy života a světa]

Neńı poťreba, pokud jde o zjevné zákonitosti, ale odhaluje nám
řadu jemněǰśıch vztahů.
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Př́ıklady závislost́ı:

Jedovatost muchomůrky hĺıznaté – nesporná

Jedovatost zmije – nezpochybňovaná
Škodlivost daľśıch vliv̊u – diskutovaná

Hlińıkové nádob́ı
Chronický únavový syndrom
Syndrom války v Zálivu
Letńı čas

Placebo efekt apod.
Nepodložená tvrzeńı

Geopatogenńı zóny
Účinky homeopatik

Chceme-li si udělat jasno, neobejdeme se bez statistiky.
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Placebo efekt apod.
Nepodložená tvrzeńı

Geopatogenńı zóny
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Hlińıkové nádob́ı
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K čemu je tedy statistika?

Statistika dovoluje rozpoznat společné vlastnosti velkých
soubor̊u.

Nab́ıźı pouze problematický kompromis, nic v́ıc ani očekávat nelze:
Závěry nejsou zaručené, pouze hodně pravděpodobné.
Nelze je p̌ŕımo uplatnit na jednotlivce.
Hypotézy lze pouze zaḿıtat jako nepravděpodobné, nikoli
potvrdit, jev́ı-li se pravděpodobné.



Pravděpodobnost Historie statistiky Popis dat Testováńı hypotéz Teorie odhadu Aplikace
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Závěry nejsou zaručené, pouze hodně pravděpodobné.
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Dvojitě zaslepený experiment

Jak statistik očkuje dvojčata.

Ideál: Experimentátor ani účastńık experimentu nemá vědět, zda je
ve výběrovém nebo kontrolńım souboru.
Někdy je těžké to dodržet.
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Časté omyly v chápáńı statistiky

Proč máme statistiku respektovat i s těmito nedostatky:
Kdy máme očekávat stoletou vodu?
Kdy máme očekávat výhru v loterii?
Kdo je na titulńı stránce, s t́ım to půjde z kopce.

Stejný princip plat́ı i pro akcie a investičńı fondy!
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Kde všude je/má být statistika

=⇒ je ťreba vyučovat statistiku a pravděpodobnost už od
základńı školy, na odpov́ıdaj́ıćı úrovni (kvalitativńı, nikoli
kvantitativńı).
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Newcombův-Benfordův zákon

Vezměte
posledńı 3 nenulové cifry vašeho (nebo jiného) telefonńıho
č́ısla,
č́ıslo domu,
č́ıslo bot,

vše vynásobte.
Komu výsledek zač́ıná č́ıslićı 1?
Na podobném principu se vyhledávaj́ı podvodná data u finančńıch
transakćı, daňových dokladů apod.
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Statistické odhady

Jsou zat́ıženy chybou; chceme, aby nebyla systematická:

Nestranný odhad je takový, že jeho sťredńı hodnota je stejná jako
sťredńı hodnota odhadovaného rozděleńı.
Ve stavebnictv́ı se zjevně nepouž́ıvá. /
Někdy jsou jiná kritéria pro volbu odhadu, nap̌r. minimalizace rizik.
(Odhad věku, IQ apod.)
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sťredńı hodnota odhadovaného rozděleńı.
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(Odhad věku, IQ apod.)
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Co lze ř́ıci o p̌resnosti volebńıch preferenćı?

Ve vzorku 1000 z 10 000 000 volič̊u se 200 respondent̊u vyjáďrilo,
že budou volit určitou stranu.
Odhad preferenćı je 200/1000 = 20 %.
Jaká je garantovaná p̌resnost tohoto odhadu?

S jistotou lze ř́ıci pouze, že preference jsou 0.000 02 až 0.999 92,
protože zaruč́ıme jen to, že aspoň 200 volič̊u ji bude volit a aspoň
800 ji volit nebude (a to ještě nesḿı změnit názor).

V́ıce nám řekne informace, že preference jsou 16.7 až 23.3 %
s pravděpodobnost́ı 99 %. (K tomu je poťrebný správný výběr
respondent̊u.)

Podobně: Kdy mám vyjet, abych byl na ḿıstě určitě včas?
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že budou volit určitou stranu.
Odhad preferenćı je 200/1000 = 20 %.
Jaká je garantovaná p̌resnost tohoto odhadu?

S jistotou lze ř́ıci pouze, že preference jsou 0.000 02 až 0.999 92,
protože zaruč́ıme jen to, že aspoň 200 volič̊u ji bude volit a aspoň
800 ji volit nebude (a to ještě nesḿı změnit názor).

V́ıce nám řekne informace, že preference jsou 16.7 až 23.3 %
s pravděpodobnost́ı 99 %. (K tomu je poťrebný správný výběr
respondent̊u.)

Podobně: Kdy mám vyjet, abych byl na ḿıstě určitě včas?
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Robustńı statistika

• Klasická statistika pracovala p̌redevš́ım s chybami, které měly
p̌ribližně normálńı rozděleńı, vznikaly součem mnoha malých
nezávislých chyb.

• S digitalizaćı dat docháźı častěji k hrubým chybám (chyby
p̌renosu dat, špatně uḿıstěná desetinná čárka apod.); postupy je
poťreba jim p̌rizpůsobit.
• V klasickém modelu by takové chyby byly považovány za vysoce
nepravděpodobné.
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nepravděpodobné.
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Paradox hromady

”Odborńıci Fondu OSN pro otázky populace tvrd́ı, že se roku
2050 nemuśıme bát. Svět podle nich začne být lidstvu
skutečně těsný až ve chv́ıli, kdy počet obyvatel planety
dosáhne čtrnácti miliard.“6

... a televize bude p̌ri tom, až se narod́ı 14 000 000 000-tý
občan ...
Řešeńı paradoxu hromady ve fuzzy logice: S každým
narozeným člověkem roste pravdivost výroku ”Země je
p̌relidněná“.

6Sandra Krǐstofová: Rok 2050: bude nás devět miliard. Planeta začne být
lidstvu těsná. MF Dnes, 22. 3. 2001
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Obvyklé aplikace statistiky

V reklamě: Pr̊uzkumy trhu, zamě̌reńı reklamy na ćılovou
skupinu.

V politice: Totéž.
V podnikáńı: Pr̊uzkumy trhu, odhad adekvátńıho rozsahu
výroby a odbytu.
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Pravděpodobnost Historie statistiky Popis dat Testováńı hypotéz Teorie odhadu Aplikace

Obvyklé aplikace statistiky

Uḿı naznačit, co by spolu mohlo souviset.

Problém je určit, zda je p̌ŕıčinná souvislost a kterým směrem.
Bohaťśı lidé se dož́ıvaj́ı vyš̌śıho věku.
Ženy matky maj́ı vyš̌śı IQ než bezdětné.
...



Pravděpodobnost Historie statistiky Popis dat Testováńı hypotéz Teorie odhadu Aplikace

Obvyklé aplikace statistiky
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Ženy matky maj́ı vyš̌śı IQ než bezdětné.
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...
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Neobvyklé aplikace statistiky a pravděpodobnosti

V bankovnictv́ı a kriminalistice: Vytipováńı podežrelých
finančńıch operaćı.

V daňovém systému: Vytipováńı zfaľsovaných dat.
Ve strategických hrách (šachy, go).
V komunikaci (ethernet): Pokud si dva poč́ıtače ”skáč́ı do
řeči“ (=začaly vyśılat oba současně), odmlč́ı se oba na
náhodně zvolenou dobu, než pokus o vyśıláńı zopakuj́ı.
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Podežrelé losováńı

V r. 2006 v ČR proběhlo výběrové ř́ızeńı: Z 16 firem bylo pro 4
zakázky vylosováno do užš́ıho výběru vždy 5 firem, jejichž
nab́ıdky byly dále posuzovány. Jedna z firem se zúčastnila
prosťrednictv́ım čty̌r filiálek, tj. podala 4 z 16 p̌rihlášek.
S pravděpodobnost́ı > 99 % by firma uspěla už v některém ze
3 kol.

Nebyla vybrána v žádném ze 4 kol.
Firma zažalovala zadavatele, nebot’ považuje losováńı za
zmanipulované.7

Stejně neúspěšných bylo celkem 9 firem z 16. Kdyby se tak
losovalo každý rok, tak nepravděpodobný výsledek by vyšel
v pr̊uměru jednou za 333 000 let.

7Informace laskavě poskytl Prof. RNDr. J. Štěpán, DrSc., který se
spolupracovńıky vypracoval znalecký posudek a referoval o něm v televizi.
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3 kol.
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Neobvyklé aplikace statistiky a pravděpodobnosti8

8Mahdian, B.: Blind Digital Image Authentication. PhD. Thesis, FJFI
ČVUT, Praha, 2008
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Neobvyklé aplikace statistiky a pravděpodobnostiCHAPTER 1. INTRODUCTION 6

Figure 1.7: An example of famous image manipulations of recent years.

Figure 1.8: An example of famous image manipulations of recent years.

methods have their advantages and disadvantages.

Existing digital forgery detection methods are divided into active [118, 96, 30], and

passive (blind) [60, 32, 91, 42, 90, 94] approaches. The blind approach is regarded as

the new direction and is a burgeoning research field. In contrast to active approaches,

passive approaches do not need any explicit prior information about the image. They

work in the absence of any digital watermark or signature and are based on the

image characteristic. Passive approaches have not yet been thoroughly researched.

Different analyzing methods for identifying forgery from different point of view must

be developed. Then, by fusing the results from each analysis, a decisive conclusion

may be drawn.

In this thesis we focus on the blind approach using mainly image statistics and

forgery creation artifacts. Using the fact that forgeries can bring into the image statis-

tics [105, 79] specific changes, we will develop several mathematical and computational

algorithms to detect image tampering in complete absence of digital watermarks or

signatures and any prior information about the investigated image or its source. For
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Neobvyklé aplikace statistiky a pravděpodobnosti

V kódováńı: Generováńı kĺıče pro šifrováńı obvykle zač́ıná:

”vezmeme dvě velká prvoč́ısla p, q a vypočteme N = p q“.9

Ve skutečnosti se vezmou dvě náhodně vybraná č́ısla a
provede se řada nezávislých test̊u, zda nejsou něč́ım dělitelná.
Připoušt́ıme, že to nemuśı být prvoč́ısla a vzniklá šifra RSA
bude vadná, pokud riziko je ≤ 2−100 .= 7.9 · 10−31.

9Demlová, M.: Sťŕıpky z diskrétńı matematiky. Inspirativńı setkáńı
s matematikou, FEL ČVUT, 8. b̌rezna 2013
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bude vadná, pokud riziko je ≤ 2−100 .= 7.9 · 10−31.
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s matematikou, FEL ČVUT, 8. b̌rezna 2013
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Neobvyklé aplikace statistiky a pravděpodobnosti

Buňky v mozku pták̊u rozpoznávaj́ıćı směr (head direction
cells) maj́ı p̌resnost cca 45 stupňů. Pr̊uměruje se jich
> 200 000. T́ım se dosahuje vysoká p̌resnost.10

Statistické rozpoznáváńı na základě ”hlasováńı“ mnoha
nedokonalých klasifikátor̊u.11

10Pavel Němec: Neurálńı substrát magnetické kompasové orientace pták̊u,
p̌rednáška, CTS, Praha 20.10.2011

11Matas, J.: Strojové učeńı a jak poznat ve fotografíıch kluky od holek a jak
z mnoha slabých student̊u vytvǒrit jednoho experta. Inspirativńı setkáńı
s matematikou, FEL ČVUT, 13. prosince 2013



Pravděpodobnost Historie statistiky Popis dat Testováńı hypotéz Teorie odhadu Aplikace
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