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O čem je optimalizace?

Optimization

Mathematical optimization or mathematical programming is the

selection of a best element (with regard to some criterion) from

some set of available alternatives. (Wikipedia)

• Je zadána účelová funkce f : X ′ → R

• Matematická optimalizace spoč́ıvá v hledáńı minima funkce f

na množině p̌ŕıpustných řešeńı X ⊆ X ′

• Optimálńı řešeńı je prvek x∗ ∈ X splňuj́ıćı

f (x∗) = min
x∈X

f (x)

a č́ıslo f (x∗) je optimálńı hodnota úlohy
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Aplikace

Nep̌reberné množstv́ı úloh ve strojovém učeńı, rozpoznáváńı,

informatice, statistice, fyzice, ekonomii. Namátkou:

• Hledáme optimálńı trasu robota

• Uč́ıme neuronovou śı̌t

• Konstruujeme nejlevněǰśı transportńı śı̌t

• Minimalizujeme náklady na výrobu produktu

• Predikujeme budoućı vývoj náhodné veličiny
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Z pohledu studenta

Ćıle

1. Naučit se matematicky formulovat úlohy vyžaduj́ıćı

minimalizaci/maximalizaci jistého kritéria p̌ri zadaných

omezeńıch

2. Porovnat r̊uzné varianty zadaného problému a posoudit jejich

obt́ıžnost

3. Navrhnout vhodnou metodu řešeńı

Matematické nástroje

• lineárńı algebra

• v́ıcedimenzionálńı kalkulus
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Př́ıklady optimalizačńıch úloh



Prokládáme body p̌ŕımkou

Modelujeme vztah váhy x [kg] a výšky y [cm] na základě dat.
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Ćıl

Hledáme p̌ŕımku, která co nejtěsněji prolož́ı černé body.
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Prokládáme body p̌ŕımkou – formulace modelu

Máme m mě̌reńı (xi , yi ) ∈ R2 váhy a výšky.

Vztah vyjáďŕıme lineárńı funkćı

f (x , θ1, θ2) = θ1 + θ2x ,

kde θ1 a θ2 jsou neznámé parametry.
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Vlivem náhodných faktor̊u je soustava lin. rovnic yi = θ1 + θ2xi ,

i = 1, . . . ,m, s neznámými θ1 a θ2 p̌reurčená.

Úloha nejmenš́ıch čtverc̊u

min
θ∈R2

m∑
i=1

(yi − f (xi , θ1, θ2))2 = ‖y − Aθ‖2
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Prokládáme body p̌ŕımkou – řešeńı

Pomoćı lineárńı algebry lze úlohu reformulovat jako hledáńı řešeńı

soustavy lineárńıch rovnic

ATAθ = ATy.

Ta má v našem p̌ŕıpadě jediné řešeńı θ∗ = (ATA)−1ATy.

Optimálńı řešeńı úlohy nejmenš́ıch čtverc̊u:

θ∗1 = 130.2, θ∗2 = 0.6.
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Hledáme optimálńı směs zeleniny

Pro 3 druhy syrové zeleniny udává tabulka výživové hodnoty, ceny

a nejmenš́ı p̌redepsaný obsah živin v jedné p̌ŕıloze j́ıdla.

Mrkev B́ılé zeĺı Okurka Požadavek

Vitaḿın A [mg/kg] 35 0.5 0.28 0.5 mg

Vitaḿın C [mg/kg] 60 300 80 15 mg

Vláknina [g/kg] 30 20 10 4 g

Cena [Kč/kg] 26 22 60

Ćıl

Nalézt množstv́ı každého druhu zeleniny, které zajist́ı minimálńı

cenu p̌ŕılohy j́ıdla p̌ri splněńı p̌redepsaných výživových limit̊u.
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Hledáme optimálńı směs zeleniny – formulace modelu

Mrkev B́ılé zeĺı Okurka Požadavek

Vitaḿın A [mg/kg] 35 0.5 0.28 0.5 mg

Vitaḿın C [mg/kg] 60 300 80 15 mg

Vláknina [g/kg] 30 20 10 4 g

Cena [Kč/kg] 26 22 60

Úloha lineárńıho programováńı

min 26x1 + 22x2 + 60x3

za podḿınek xi ≥ 0, i = 1, 2, 3

35x1 + 0.5x2 + 0.28x3 ≥ 0.5

60x1 + 300x2 + 80x3 ≥ 15

30x1 + 20x2 + 10x3 ≥ 4
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Hledáme optimálńı směs zeleniny – řešeńı

Úloha lineárńıho programováńı

min 26x1 + 22x2 + 60x3

za podḿınek xi ≥ 0, i = 1, 2, 3

35x1 + 0.5x2 + 0.28x3 ≥ 0.5

60x1 + 300x2 + 80x3 ≥ 15

30x1 + 20x2 + 10x3 ≥ 4

• Optimálńı řešeńı je x1
.

= 0.12, x2
.

= 0.03, x3 = 0 za cenu 3.59.

• Při požadavku x3 ≥ 0.1 (okurka!) dostaneme řešeńı

x1
.

= 0.097, x2
.

= 0.004, x3 = 0.1 za cenu 8.62.
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Optimálńı komprese

Prvky množiny Ω = {a, b, c , d , e} se vyskytuj́ı s těmito

pravděpodobnostmi:

(0.25, 0.25, 0.20, 0.15, 0.15)

Množinu Ω lze jednoznačně zakódovat pomoćı 3bitových slov. Lze

to udělat v pr̊uměru úsporněji?

Ćıl

Hledáme binárńı kódováńı minimalizuj́ıćı sťredńı délku kódu.
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Optimálńı komprese – formulace úlohy

• Binárńı kód je zobrazeńı C : Ω→ {0, 1}∗

• Požadujeme, aby kód C byl jednoznačně dékodovatelný

• Sťredńı délka kódu C je č́ıslo E(C ) =
∑
x∈Ω

p(x) · `(C (x))

Úloha diskrétńı optimalizace

Pro zadanou konečnou množinu Ω a pravděpodobnosti p(x)

symbol̊u x ∈ Ω, řeš úlohu

min E(C ),

kde C je libovolný jednoznačně dekódovatelný binárńı kód.
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Optimálńı komprese – řešeńı

a 0.25 (d , e) 0.30 (b, c) 0.45 (a, d , e) 0.55 01

b 0.25 a 0.25 (d , e) 0.30 (b, c) 0.45 10

c 0.20 b 0.25 a 0.25 11

d 0.15 c 0.20 000

e 0.15 001

0
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000 001

01
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Hufmannův kód má minimálńı sťredńı délku a ta je rovna 2.3. 12



Nejkraťśı ǩrivka

Ćıl

Nalezněte nejkraťśı ǩrivku spojuj́ıćı 2 body v rovině.

Intuice napov́ıdá, že řešeńım je úsečka.
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Nejkraťśı ǩrivka – formulace a řešeńı úlohy

• Uvažujme x, y ∈ R2 a p̌redpokládejme, že x1 6= y1.

• Křivka spojuj́ıćı x a y je grafem spojitě diferencovatelné

funkce f : [x1, y1]→ R, kde f (x1) = x2 a f (y1) = y2.

• Délka ǩrivky je D(f ) =
∫ y1

x1

√
1 + f ′(t)2 dt

Úloha variačńıho počtu

min D(f )

kde f je spojitě diferencovatelná funkce vyhovuj́ıćı omezeńım výše

Úlohu řeš́ı afinńı funkce procházej́ıćı body x a y.
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Kategorie optimalizačńıch úloh

Typ množiny p̌ŕıpustných řešeńı X definuje tyto kategorie:

• spojitá optimalizace – X je nespočetná množina vektor̊u v Rn

vyjáďrená jako množina řešeńı rovnic a nerovnic

• diskrétńı optimalizace – X je konečná/spočetná

• variačńı počet – X obsahuje reálné funkce

V tomto kurzu se budeme zabývat spojitou optimalizaćı.
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Spojitá optimalizace

Úloha spojité optimalizace v obecném tvaru

min f (x1, . . . , xn)

za podḿınek gi (x1, . . . , xn) ≤ 0, i = 1, . . . ,m

hi (x1, . . . , xn) = 0, i = 1, . . . , l

x1, . . . , xn ∈ R

Úsporněji lze tuto úlohu zapsat pomoćı vektorové notace:

min {f (x) | x ∈ Rn, g(x) ≤ 0,h(x) = 0}

Účelová funkce f i omezuj́ıćı podḿınky maj́ı často speciálńı tvar.
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Konvexńı a nekonvexńı úlohy



Konvexńı množiny

Definice

Množina X ⊆ Rn je konvexńı, pokud pro všechna x, y ∈ X

a libovolné α ∈ [0, 1] plat́ı (1− α)x + αy ∈ X .

Př́ıklady

• úsečka, p̌ŕımka, lineárńı podprostor

• kruh

• mnohostěn (polyedr)
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Konvexńı funkce

Definice

Funkce f : Rn → R je konvexńı na konvexńı množině X ⊆ Rn,

jestliže pro všechna x, y ∈ X a každé α ∈ [0, 1] plat́ı

f ((1− α)x + αy) ≤ (1− α)f (x) + αf (y)

Př́ıklady

• exponenciálńı funkce, absolutńı hodnota, afinńı funkce

• f (x) = x3 na množině [0,∞)

• f (x) = max{x1, . . . , xn}
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Konvexńı optimalizace

Úloha konvexńı optimalizace

Minimalizuj konvexńı funkci f na konvexńı množině X

Př́ıklady (viz úvod)

• úloha nejmenš́ıch čtverc̊u

• úloha lineárńıho programováńı

Teoreticky i výpočetně p̌redstavuj́ı konvexńı úlohy velmi dob̌re

zmapovanou ťŕıdu optimalizačńıch problémů.
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Nekonvexńı úloha – shlukováńı

• Pro zadaných m bodů a1, . . . , am ∈ Rd hledáme n shluk̊u Cj
popsaných prototypem xj ∈ Rd ,

Cj = {ai | ‖ai − xj‖ ≤ ‖ai − xk‖ ∀i , k},

tak, aby součet vzdálenost́ı k prototypům byl minimálńı

• Minimalizujeme tak funkci

f (x1, . . . , xn) =
m∑
i=1

n
min
j=1
‖ai − xj‖

na množině vektor̊u (x1, . . . , xn) ∈ Rnd

Složitost

Jde o NP-těžkou úlohu, minimum je prakticky nemožné nalézt.
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Nekonvexńı úloha – varianta Set-Partitioning

Lze danou n-tici (α1, . . . , αn) ∈ Nn rozdělit na 2 části se stejným

součtem? Přesněji: existuje x ∈ {−1, 1}n splňuj́ıćı
∑n

i=1 αixi = 0?

Ekvivalentńı optimalizačńı úloha

max
n∑

i=1

x2
i za podḿınek

n∑
i=1

αixi = 0, x ∈ [−1, 1]n

Složitost

Jde o NP-těžkou optimalizačńı úlohu.
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Obecně o úloze spojité optimalizace



Základńı otázky

min {f (x) | x ∈ Rn, g(x) ≤ 0,h(x) = 0︸ ︷︷ ︸
X

}

• Je úloha p̌ŕıpustná, tedy X 6= ∅?
• Nabývá funkce f na X minima, tedy argmin

x∈X
f (x) 6= ∅?

• Nutné podḿınky: jaké vlastnosti splňuje optimum?

• Postačuj́ıćı podḿınky: jaké vlastnosti garantuj́ı optimalitu?

• Jak velká je množina argmin
x∈X

f (x)?

• Řešeńı úlohy je obt́ıžné nalézt, stač́ı nám lokálńı minimum?
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Př́ıklad: účelová funkce f : R→ R

min f (x) za podḿınky x ∈ R

Deduktivńı metoda

• Předpoklady: f je diferencovatelná a argmin
x∈X

f (x) 6= ∅

• x∗ ∈ argmin
x∈X

f (x) najdeme mezi stacionárńımi body (f’(x)=0)

Induktivńı metoda

• Předpoklad: f je diferencovatelná

• Pokud je f konvexńı a f ′(x∗) = 0, pak x∗ ∈ argmin
x∈X

f (x)

• Je-li f dvakrát diferencovatelná, f ′(x∗) = 0 a f ′′(x∗) > 0,

pak x∗ je jen lokálńı minimum
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Formy řešeńı

• Analytický tvar (lineárńı regrese)

• Algoritmus (úloha lineárńıho programováńı)

• Iteračńı metoda konverguj́ıćı k (lokálńımu) minimu
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Elementárńı úlohy a jejich řešeńı



Feasibility problem

Jako odměnu za realizaci projektu si maj́ı 3 kolegové rozdělit

celkem 100 tis. Kč. Práce na projektu prob́ıhaly postupně ve

3 dvojićıch. Každá dvojice se dohodla na minimálńı částce, kterou

si p̌reje źıskat (tis. Kč): (62, 90, 50). Lze doj́ıt ke shodě?

Formulace

Označme spolupracovńıky jako 1, 2, 3 a pod́ıl i-tého z nich

jako xi . Úlohu lze formulovat jako nalezeńı libovolného vektoru

x = (x1, x2, x3) ∈ R3
+, který řeš́ı soustavu

x1 + x2 + x3 = 100

x1 + x2 ≥ 62

x1 + x3 ≥ 90

x2 + x3 ≥ 50
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Feasibility problem – řešeńı

Původńı feasibility problem má řešeńı právě tehdy, když má řešeńı

tato optimalizačńı úloha:

Ekvivalentńı úloha

Minimalizuj libovolnou konstantńı funkci R3 → R za podḿınek

x1 + x2 + x3 = 100

x1 + x2 ≥ 62

x1 + x3 ≥ 90

x2 + x3 ≥ 50

(x1, x2, x3) ∈ R3
+

Úloha je nep̌ŕıpustná, řešeńı neexistuje.
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Maximalizace p̌ŕıjmu

Krejč́ı má 16 jednotek materiálu A, 11 jednotek materiálu B a 15

jednotek materiálu C . Vyráb́ı obleky a šaty. Oblek vyrob́ı z 2

jednotek materiálu A, jednotky materiálu B a jednotky materiálu

C . Šaty vyrob́ı z jednotky materiálu A, 2 jednotek materiálu B a 3

jednotek materiálu C . Oblek se prodává za 30 a šaty za 50 (v tis.

Kč). Kolik má vyrobit oblek̊u a šat̊u, aby byl p̌ŕıjem maximálńı?

Úloha lineárńıho programováńı

max 30x1 + 50x2

za podḿınek xi ≥ 0, i = 1, 2

2x1 + x2 ≤ 16

x1 + 2x2 ≤ 11

x1 + 3x2 ≤ 15
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Maximalizace p̌ŕıjmu – řešeńı

Úloha lineárńıho programováńı

max 30x1 + 50x2

za podḿınek xi ≥ 0, i = 1, 2

2x1 + x2 ≤ 16

x1 + 2x2 ≤ 11

x1 + 3x2 ≤ 15

• Řešeńım je vektor (7, 2), optimálńı hodnota je 310

• Zásoby materiál̊u A i B jsou vyčerpány, zbydou 2 jednotky C
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Optimálńı uḿıstěńı

Hledáme lokaci pro heliport, z něhož dolétne helikoptéra po úsečce

do nejvzdáleněǰśıho z m bodů a1, . . . , am ∈ R2 v nejkraťśım čase.

Optimalizačńı úloha

Minimalizuj funkci f (x) =
m

max
i=1
‖x− ai‖, kde x ∈ R2
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Optimálńı uḿıstěńı – p̌ŕıklad

a1 = (0, 0), a2 = (5,−1), a3 = (1,−4), a4 = (−4, 3)
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Optimálńı uḿıstěńı – vlastnosti úlohy

Optimalizačńı úloha

Minimalizuj funkci f (x) =
m

max
i=1
‖x− ai‖, kde x ∈ R2

• Konvexńı úloha bez omezeńı

• Účelová funkce neńı hladká

• Lze ukázat, že řešeńı existuje pro libovolné m
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Nejmenš́ı kruh obsahuj́ıćı zadané body

Původńı konvexńı úloha

Minimalizuj funkci f (x) =
m

max
i=1
‖x− ai‖, kde x ∈ R2

Úloha programováńı na kuželu druhého řádu

Minimalizuj funkci g(r) = r za podḿınek

‖x− ai‖ ≤ r , i = 1, . . . ,m

x ∈ R2

r ∈ R
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Časté proȟrešky p̌ri formulaci a řešeńı optimalizačńıch úloh

min {f (x) | x ∈ Rn, g(x) ≤ 0,h(x) = 0︸ ︷︷ ︸
X

}

• Neńı žrejmé, co je účelová funkce f

• Omezuj́ıćı podḿınky nejsou jasně specifikovány

• Účelová funkce je zaměněna s funkcemi definuj́ıćımi omezeńı

• Proměnné a zadané parametry úlohy nejsou rozlǐseny

• Záměna nutných a postačuj́ıćıch podḿınek optimality

• Řešeńı neexistuje, p̌resto je nalezeno

• Lokálńı optimum je zaměněno za globálńı

• Maticové výrazy jsou nesmyslné (viz maticové zločiny)
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