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O &em je optimalizace?

Optimization

Mathematical optimization or mathematical programming is the
selection of a best element (with regard to some criterion) from
some set of available alternatives. (Wikipedia)

e Je zaddna f: X' >R

e Matematickd optimalizace spociva v hledani minima funkce f
na mnoziné X C X’

° je prvek x* € X spliiujici

f(x*) = )r(ry)rg f(x)

S

a &islo f(x*) je dlohy



Aplikace

Nepfeberné mnozstvi tloh ve strojovém udeni, rozpoznavani,

informatice, statistice, fyzice, ekonomii. Namatkou:

e Hleddame optimalni trasu robota
e U&me neuronovou sit

Konstruujeme nejlevné&j$i transportni sit

e Minimalizujeme ndklady na vyrobu produktu

Predikujeme budouci vyvoj nahodné veli¢iny



Z pohledu studenta

Cile
1. Naudit se matematicky formulovat dlohy vyZzadujici
minimalizaci/maximalizaci jistého kritéria p¥i zadanych
omezenich
2. Porovnat riizné varianty zadaného problému a posoudit jejich
obtiznost

3. Navrhnout vhodnou metodu ¥edeni

Matematické nastroje

e linedrni algebra

e vicedimenziondlni kalkulus



Pt¥iklady optimaliza¢nich uloh



Prokladame body pfimkou

Modelujeme vztah vihy x [kg] a vysky y [cm] na zdklad& dat.
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Hledame p¥imku, kterd co nejtésnéji prolozi ¢erné body.



Prokladame body pfimkou — formulace modelu

Mame m mé&Feni (x;, y;) € R? vahy a vyZky.
Vztah vyjad¥ime linearni funkci

f(X7 01, 02) =01 + O>x,

kde 01 a 0, jsou nezndmé parametry. x

Vlivem ndhodnych faktor je soustava lin. rovnic y; = 01 + 02x;,
i=1,...,m, s nezndmymi #; a 0,

Uloha nejmensich ¢tverci

m

min > “(yi — f(x;,01,62))° = ly — A6|]?
0cR? =



Prokladame body p¥im

R4 e

Pomoci linearni algebry Ize tlohu reformulovat jako hledani Yegeni

soustavy linedrnich rovnic
ATAO =ATy.

Ta mé v naem p¥ipadg jediné ¥edeni 8* = (ATA)1ATy.

200

0.60x + 130.

Optimalni ¥eSeni tlohy nejmensich &tverci: 160

7 =130.2, 6% =0.6. 160 o8
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Hledame optimalni smés zeleniny

Pro 3 druhy syrové zeleniny uddva tabulka vyzivové hodnoty, ceny
a nejmensi predepsany obsah Zivin v jedné pfiloze jidla.

Mrkev  Bilé zeli Okurka | Pozadavek
Vitamin A [mg/kg] 35 0.5 0.28 0.5 mg
Vitamin C [mg/kg] 60 300 80 15 mg
Vidknina [g/kg] 30 20 10 4g
Cena [K&/kg] 26 22 60
Cil

Nalézt mnozstvi kazdého druhu zeleniny, které zajisti minimalni

cenu prilohy jidla p¥i splnéni pfedepsanych vyZivovych limitd.



Hledame optimalni smés zeleniny — formulace modelu

Mrkev  Bilé zeli Okurka | Pozadavek
Vitamin A [mg/kg] 35 0.5 0.28 0.5 mg
Vitamin C [mg/kg] 60 300 80 15 mg
Vidknina [g/kg] 30 20 10 4g
Cena [K&/kg] 26 22 60

Uloha linearniho programovani

min  26x; + 22x> + 60x3

za podminek x; >0, =1,23
35x1 + 0.5x0 + 0.28x3 > 0.5
60x; + 300x, + 80x3 > 15

30x; +20x +10x3 > 4



Hledame optimalni smés zeleniny — feSeni

Uloha linearniho programovani

min  26x; + 22xp + 60x3

za podminek x; > 0, i=1,2,3
35x1 + 0.5x +0.28x3 > 0.5
60x; +300x> +80x3 > 15
30x1 +20x, + 10x3 > 4

e Optimalni fedeni je x; = 0.12, x, = 0.03, x3 = 0 za cenu 3.59.

e P¥i pozadavku x3 > 0.1 (okurka!) dostaneme ¥e3eni
x1 = 0.097, xo = 0.004, x3 = 0.1 za cenu 8.62.



Optimalni komprese

Prvky mnoziny Q = {a, b, ¢, d, e} se vyskytuji s t&€mito
pravdépodobnostmi:

(0.25,0.25,0.20,0.15, 0.15)

MnoZinu Q Ize jednozna&n& zakédovat pomoci 3bitovych slov. Lze
to udélat v priméru dspornégji?

Cil

Hledame binarni kédovani minimalizujici stfedni délku kédu.

10



Optimalni komprese — formulace ulohy

. je zobrazeni C: Q — {0,1}*

e Pozadujeme, aby kéd C byl

. kédu C je &islo E(C) = > p(x) - £(C(x))
xeQ

Uloha diskrétni optimalizace
Pro zadanou kone¢nou mnoZinu Q a pravdépodobnosti p(x)
symbold x € Q, ¥e$ llohu

min E(C),

kde C je libovolny jednoznainé dekédovatelny bindrni kéd.

11



Optimaini komprese — Feseni

a 025 (d,e) 0.30] (b,c) 0.45| (a,d,e) 055 01
b 025| a 025|(de) 030| (bc) 045 10
c 0.20 b 0.25 a 0.25 11
d 0.15 c 0.20 000
e 0.15 001
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000 001

Hufmanniv kéd ma minimalni stfedni délku a ta je rovna 2.3. 12



Nejkratsi kfivka

Naleznéte nejkratsi k¥ivku spojujici 2 body v roving.

Intuice napovida, Ze feSenim je Usecka.
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Nejkratsi kfivka — formulace a FeSeni tlohy

e UvaZujme x,y € R? a predpoklddejme, Ze x; # y1.
° spojujici x a y je grafem spojité diferencovatelné
funkece f: [x1,y1] = R, kde f(x1) = x2 a f(y1) = yo.

o je D(f):fxyll./1+f’(t)2 dt
Uloha variaéniho poctu

min D(f)

kde f je spojité diferencovatelna funkce vyhovujici omezenim vyse
Ulohu ¥ei afinni funkce prochazejici body x ay.
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Kategorie optimaliza¢nich uloh

Typ mnoziny pFipustnych ¥eSeni X definuje tyto kategorie:

e spojita optimalizace — X je nespoetnd mnoZina vektord v R"
vyjadfend jako mnoZina ¥eSeni rovnic a nerovnic

e diskrétni optimalizace — X je kone&na/spoletna

e variacni pocet — X obsahuje redlné funkce

V tomto kurzu se budeme zabyvat spojitou optimalizaci.

ii5)



Spojita optimalizace

Uloha spojité optimalizace v obecném tvaru

min  f(x1,...,Xn)
za podminek gi(x1,...,xp) <0, i=1,...,m
hi(x1,...,x2) =0, i=1,...,1
X1,...,Xp €R

Uspornéji Ize tuto dlohu zapsat pomoci vektorové notace:
min {f(x) | x € R",g(x) < 0,h(x) = 0}

Ucelova funkce f i omezujici podminky maji ¢asto specidlni tvar.
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Konvexni a nekonvexni ulohy




Konvexni mnoziny

Definice
Mnozina X C R" je , pokud pro vSechna x,y € X
a libovolné a € [0, 1] plati (1 — a)x + ay € X.

P¥iklady

e Usetka, pfimka, linedrni podprostor
e kruh

e mnohostén (polyedr)
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Konvexni funkce

Definice
Funkce f: R" — R je na konvexni mnoziné X C R”,
jestlize pro v8echna x,y € X a kazdé « € [0, 1] plati

f((1—a)x+ay) < (1—a)f(x)+af(y)

P¥iklady

e exponencialni funkce, absolutni hodnota, afinni funkce
e f(x) = x> na mnoZin& [0, c0)

o f(x) = max{xi,...,xn}
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Konvexni optimalizace

Uloha konvexni optimalizace

Minimalizuj konvexni funkci f na konvexni mnoZzing X

P¥iklady (viz tGvod)

e liloha nejmensich ¢tvercl

e Uloha linedrniho programovani

Teoreticky i vypoletné predstavuji konvexni tlohy velmi dobte
zmapovanou t¥idu optimalizaénich problémd.
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Nekonvexni uloha — shlukovani

e Pro zadanych m bodi ay,...,am € RY hleddme n shlukii Cj
popsanych prototypem x; € RY,

Ci={ai| llai — x;|| < |la; — x| Vi, k},

tak, aby soulet vzddlenosti k prototyplim byl minimalni

e Minimalizujeme tak funkci
Don
f(Xl, 500 ,x,,) = zrj’@?Ha, - X_,'H
=17

na mno¥in& vektorii (xq, ..., x,) € R™

Slozitost

Jde o NP-tézkou tlohu, minimum je prakticky nemoZné nalézt.
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Nekonvexni uloha — varianta Set-Partitio

Lze danou n-tici (a1, ..., a,) € N” rozdé&lit na 2 &asti se stejnym
soultem? P¥esngji: existuje x € {—1,1}" splitujici > ; ajx; = 07

Ekvivalentni optimaliza¢ni tloha

n n
max Zx,z za podminek Za,-x,- =0, xe[-1,1]"
i=1 =il

A

Jde o NP-téZkou optimaliza¢ni dlohu.
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Obecné o uloze spojité optimalizace




Zakladni otazky

min {f(x) | x € R", g(x) < 0,h(x) =0}
X

Je dloha pripustna, tedy X # (0?7

Nabyva funkce f na X minima, tedy argmin f(x) # ()?
xeX

Nutné podminky: jaké vlastnosti spliiuje optimum?

Postacujici podminky: jaké vlastnosti garantuji optimalitu?

Jak velkd je mnoZina argmin f(x)?
xeX

e Reseni tlohy je obtiZzné nalézt, sta&i nam lokalni minimum?
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Priklad: uc€elova funkce f: R — R

min f(x) za podminky x € R
Deduktivni metoda

e Predpoklady: f je diferencovatelnd a argmin f(x) # ()

xeX
e x* € argmin f(x) najdeme mezi (f'(x)=0)
xeX
Induktivni metoda
e Predpoklad: f je diferencovatelna
e Pokud je a f'(x*) =0, pak x* € argmin f(x)

xeX
e Je-li f dvakrat diferencovatelna, f'(x*) =0 a f”(x*) > 0,
pak x* je jen
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Formy feSeni

e Analyticky tvar (linedrni regrese)
e Algoritmus (dloha linedrniho programovani)

e lteratni metoda konvergujici k (lokdlnimu) minimu
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Elementarni udlohy a jejich feSeni




Feasibility problem

Jako odménu za realizaci projektu si maji 3 kolegové rozdélit
celkem 100 tis. K¢&. Prace na projektu probihaly postupné ve

3 dvojicich. Kazda dvojice se dohodla na minimalni ¢astce, kterou
si preje ziskat (tis. K&): (62,90,50). Lze dojit ke shod&?
Formulace

Ozna&me spolupracovniky jako 1, 2,3 a podil i-tého z nich

jako x;. Ulohu Ize formulovat jako nalezenf libovolného vektoru

x = (x1,x2,Xx3) € Ri, ktery ¥eSi soustavu

X1 + x2 + x3 = 100
X1+ xo > 62
x1 +x3 > 90
X2 + x3 > 50

25



Feasibility problem — ¥eseni

Plvodni feasibility problem ma YeSeni pravé tehdy, kdyz ma Feseni
tato optimalizaéni dloha:

Ekvivalentni uloha

Minimalizuj libovolnou konstantni funkci R® — R za podminek

x1 + x2 + x3 = 100
X1+ xo > 62
x1 + x3 > 90
X + x3 > 50

(X1> X2>X3) S Ri—

Uloha je nepFipustnd, FeSeni neexistuje.
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Maximalizace p¥ijmu

Krej¢i ma 16 jednotek materidlu A, 11 jednotek materidlu B a 15
jednotek materidlu C. Vyrdbi obleky a %aty. Oblek vyrobi z 2
jednotek materidlu A, jednotky materidlu B a jednotky materidlu
C. Saty vyrobi z jednotky materidlu A, 2 jednotek materidlu B a 3
jednotek materidlu C. Oblek se prodavd za 30 a 3aty za 50 (v tis.
K&). Kolik m& vyrobit oblekd a 3atd, aby byl pfijem maximalni?

Uloha linearniho programovani

max 30x; + 50x>

za podminek x; >0, =12
2x1 + xp < 16
X1+ 2x <11

x1 + 3x < 15
27



Maximalizace pFijmu — FeSeni

Uloha linearniho programovani
max 30x; + 50x>
za podminek x; >0, =12
2x1 +x0 < 16
X1+ 2x <11
x1 + 3x < 15

e Regenim je vektor (7,2), optimélni hodnota je 310

e Zasoby materidli A i B jsou vy&erpany, zbydou 2 jednotky C
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Optimalni umisténi

Hledame lokaci pro heliport, z néhoz dolétne helikoptéra po Ulsetce
do nejvzdalengjsiho z m bodii ay, . ..,am € R? v nejkratéim &ase.

Optimalizaéni dloha

Minimalizuj funkci f(x) = m’glex —aj||, kde x € R?
=
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Optimalni umisténi — priklad

a; =(0,0),ax =(5,—1),a3 =(1,—4),as = (—4,3)

N

N\ 77

o \ 7
) 7

7 A

r'/
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Optimalni umisténi — vlastnosti ulohy

Optimalizaéni uloha

Minimalizuj funkci f(x) = m?af<|]x —aj||, kde x € R?

e Konvexni uloha bez omezeni
e Ucelova funkce neni hladka

e |ze ukazat, Ze FeSeni existuje pro libovolné m
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Nejmensi kruh obsahujici zadané body

Puavodni konvexni uloha

Minimalizuj funkci f(x) = mna71x|]x —aj||, kde x € R?
=

Uloha programovani na kuzelu druhého Fadu

Minimalizuj funkci g(r) = r za podminek

Ix—aj|<r, i=1,....m
x € R?
reR
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min {f(x) | x € R", g(x) < 0,h(x) =0}
X

e Neni zfejmé, co je ulelova funkce f

e Omezujici podminky nejsou jasné& specifikovdny

o Utelova funkce je zaménéna s funkcemi definujicimi omezeni
e Proménné a zadané parametry dlohy nejsou rozliseny

e Zaména nutnych a postalujicich podminek optimality

e ReZeni neexistuje, presto je nalezeno

e LokalIni optimum je zamé&néno za globalni

e Maticové vyrazy jsou nesmysiné (viz maticové zlo&iny)
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