
Konvexńı množiny, funkce a optimalizačńı problémy

Konvexńı množiny

Př́ıklad 1 (interval): Ukažte, že pro libovolná a ∈ R, b ∈ R, a < b je interval
〈a, b〉 konvexńı množina.

Př́ıklad 2 (konvexńı obal): Mějme množinu k bod̊u ai ∈ Rn, i = 1, . . . , k. Defin-
ujme množinu

X =
{
x ∈ Rn | x =

k∑
i=1

αiai ,

k∑
i=1

αi = 1 , αi ≥ 0 , i = 1, . . . , k
}
.

Ukažte, že množina X , která se nazývá konvexńım obalem nožiny bod̊u ai,i =
1, . . . , k, je skutečně konvexńı.

Př́ıklad 3 (lineárńı omezeńı): Mějme A ∈ Rm×n, b ∈ Rm×1, C ∈ Rp×n a d ∈
Rp×1. Dokažte, že všechna řešeńı soustavy

Ax ≤ b

Cx = d

tvoř́ı konvexńı množinu.

Př́ıklad 4: Mějme k dvojic (ai, bi) ∈ (Rn × R), i = 1, . . . , k. Definujme množiny

Xi = {x ∈ Rn | xTai + bi ≥ xTaj + bj , j ∈ {1, . . . , k} \ i} , i = 1, . . . , k .

Dokažte, že množiny Xi, i = 1, . . . , k jsou konvexńı. Jaká je geometrická in-
terpretace těchto množin ?

Př́ıklad 5 (Voronoi̊uv diagram): Mějme k vektor̊u µi ∈ Rn, i = 1, . . . , k. Defin-
ujme množiny

Xi = {x ∈ Rn | ‖x− µi‖ ≤ ‖x− µj‖ , j ∈ {1, . . . , k} \ i} , i = 1, . . . , k .

Dokažte, že množiny Xi, i = 1, . . . , k jsou konvexńı. Ukažte, že tento problém
je speciálńım př́ıpadem úlohy z př́ıkladu 4.

Př́ıklad 6 (Elipsa): Mějme vektor µ ∈ Rn, pozitivně semidefinitńı symetrickou
matici Σ ∈ Rn×n a č́ıslo r > 0. Definujme množinu

X = {x ∈ Rn | (x− µ)T Σ(x− µ) ≤ r2} .

Dokažte, že množina X je konvexńı. Jaká je geometrická interpretace množiny X ?

Př́ıklad 7: Které z následuj́ıćıch množin jsou konvexńı? Pokud to jde, zkuste množinu
načrtnout v prostoru malé dimenze.
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1. {x ∈ Rn |
∑n

i=1 xi ≥ 1 }
2. {x ∈ Rn | x ≥ 0,

∑n
i=1 xi = 1 }

3. {x ∈ Rn | x ≥ 0,
∑n

i=1 xi ≤ 1 }
4. Rn \ {x ∈ Rn |

∑n
i=1 xi ≥ 1 }

5. {x ∈ Rn | ‖x‖ = 1 }
6. {x ∈ Rn | ‖x‖ < 1 }
7. {x ∈ Rn | α ≤ aTx ≤ β }
8. {A ∈ Rn×n | A = −AT } (kde Rn×n znač́ı množinu všech matic n× n)

9. { (x, y) ∈ R2 | x ≤ 0, y ≤ 0, xy = 1 }
10. conv{x ∈ Rn | xi ∈ {−1, 0, 1},

∑n
i=1 |xi| = 1 }

Konvexńı funkce

Př́ıklad 1 (normy): Normou na Rn je libovolná funkce f : Rn → R, typicky se
znač́ı symbolem ‖x‖ = f(x), která pro libovolné x ∈ Rn, y ∈ Rn splňuje:

• ‖x‖ ≥ 0; ‖x‖ = 0 iff x = 0

• ‖tx‖ = |t|‖x‖ pro libovolné t ∈ R
• ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖

Dokažte, že norma je konvexńı funkce.

Nápověda: z definice; použit́ım vlastnosti 2 a 3.

Př́ıklad 2 (nejmenš́ı čtverce): Řešeńı soustavy rovnic pomoćı metody nejmenš́ıch
čtverc̊u vyžaduje minimalitaci kritéria

f(x) = ‖Ax− b‖2 ,

kde A ∈ Rm×n, b ∈ Rm×1 a x ∈ Rn×1. Ukažte, že kriteriálńı funkce f(x) je
konvexńı. Nápověda: Hessian f(x) je positivně semidefinitńı.

Př́ıklad 3 (affinńı+konvexńı funkce): Necht’ f : Rn → R je konvexńı funkce,
A ∈ Rm×n je matice a b ∈ Rm je vektor. Ukažte, že funkce g(x) = f(Ax+ b)
je konvexńı.

Nápověda: z definice.

Př́ıklad 4 (Log-bariérová funkce): Mějme k dvojic (ai, bi) ∈ (Rn × R), i =
1, . . . , k. Necht’ X = {x ∈ Rn | xTai < bi , i = 1, . . . , k}. Ukažte, že funkce

f(x) = −
k∑

i=1

log(bi − xTai) ,

definovaná na množině X je konvexńı.

Nápověda: aplikace věty z př́ıkladu 3.

Př́ıklad 5 (bodové maximum konvexńıch funkćı): Necht’ fi: Rn → R, i =
1, . . . ,m jsou konvexńı funkce. Ukažte, že funkce g(x) = maxi=1,...,m fi(x)
je konvexńı.

Nápověda: pro m = 2 se odvod́ı z definice; pro m > 2 z indukce.
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Př́ıklad 6 (robustńı prokládáńı př́ımky): Robustńı prokládáńı př́ımky množinou
bod̊u (xi, yi) ∈ (Rn × R), i = 1, . . . ,m vyžaduje minimalizaci kritéria

f(a, b) =
m∑

i=1

max{−aTxi + b+ yi − ε, 0 , aTxi + b− yi − ε} ,

kde a ∈ Rn a b ∈ R. Dokažte, že kritérium f(a, b) je konvexńı funkćı.

Nápověda: aplikace věty z př́ıkladu 5.

Př́ıklad 7 (entropie): Mějme vektor x ∈ Rn takový, že
∑n

i=1 xi = 1 a xi > 0,
i = 1, . . . , n. Vektor x může např́ıklad popisovat rozděleńı pravděpodobnosti
diskrétńı náhodné veličiny. Definujme entorpii

f(x) = −
∑
i=1

xi log xi .

Ukažte, že f(x) je konkávńı funkćı.

Nápověda: suma konvexńıch funkćı je konvexńı fce + druhá derivace x log x
je kladná.

Př́ıklad 8: Necht’ x = (x1, . . . , xn) znač́ı vektor z Rn a necht’ je hodnota funkce
f(x) zadána jako

1. aritmetický pr̊uměr č́ısel x1, . . . , xn

2. variance č́ısel x1, . . . , xn

3. minn
i=1 |xi|

4. maxn
i=1 |xi|

5. maxn
i=1 xi −minn

i=1 xi

Pro každý př́ıpad bud’ ukažte, zda je funkce f konvexńı či konkávńı na Rn,
nebo nic z toho.

Př́ıklad 9: Jsou tyto funkce konvexńı? Dokažte.

1. f(x) = ex2

2. f(x) = exT x

Nápověda: Spočtěte druhou derivaci/Hessián.

Př́ıklad 10: Jaká muśı být funkce f : Rn → R, aby jej́ı epigraf byl

1. poloprostor?

2. konvexńı mnohostěn?

Napǐste (vzorcem) co nejobecněǰśı takové funkce.

Př́ıklad 11: Necht’ funkce f : Rm×n → R (tedy definičńı obor funkce f je množina
všech matic rozměru m× n) je zadána jako

f(A) = max{ ‖Ax‖2 | x ∈ Rn, ‖x‖2 = 1 }

1. Je výpočet funkce f konvexńı optimalizačńı úloha?

2. Dokažte, že f je konvexńı funkce.

Nápověda: Jde o maximum konvexńıch funkćı, tedy f je konvexńı.
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Konvexńı problémy

Př́ıklad 1 (Čebyšev̊uv střed): Mějme polyhedr

X = {x ∈ Rn | xTai ≤ bi , i = 1, . . . ,m} ,

kde dvojice (ai, bi) ∈ (Rn × R), i = 1, . . . ,m jsou dány. Zaved’me množinu

B(µ, r) = {x ∈ Rn | ‖x− µ‖ ≤ r,µ ∈ Rn, R > 0} ,

která obsahuje body lež́ıćı uvnitř koule se středem µ ∈ Rn a poloměrem r.
Předpokládejme, že chceme nalézt kouli B(µ, r) s maximálńım poloměrem r,
která celá lež́ı uvnitř polyhedru X , tj. B(µ, r) ⊆ X . Lze tuto úlohu převést na
konvexńı optimalizačńı problém?

Př́ıklad 2 (kvadratické programováńı): Mějme optimalizačńı problém

min
x∈Rn

1
2
xT Px+ xTq

za podmı́nek

Ax ≤ b

Cx = d

kde P ∈ Rn×n, q ∈ Rn×1, A ∈ Rm×n, b ∈ Rm×1, C ∈ Rp×n a d ∈ Rp×1. Kdy
je tento problém konvexńı?

Př́ıklad 3 (maximálńı entropie): Mějme optimalizačńı problém

max
x∈Rn

n∑
i=1

xi log xi

za podmı́nek

n∑
i=1

xi = 1 ,

xi ≥ 0 .

Je tento problém konvexńı?

Př́ıklad 4: Uvažujme bod a elipsoid (elipsoid uvažujeme i s vnitřkem, nejen jeho
povrch) v n-rozměrném prostoru. Zformulujte úlohu nalezeńı vzdálenosti bodu
od elipsoidu jako konvexńı optimalizačńı úlohu.

4


