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Newtonova metoda minimalizace funkce

Hledáme možné lokální minimum dvakrát diferencovatelné funkce f
jako řešení rovnice g(x) = 0, kde g(x) := ∇f (x) = f ′(x)T.

xk+1 = xk − g′(xk)
−1 g(xk) = xk − f ′′(xk)

−1 f ′(xk)
T .

• Používá affinní aproximaci zobrazení g = f ′, a tedy
kvadratickou aproximaci funkce f.

• Zatímco při řešení obecné soustavy g(x) = 0 může být
Jacobiho matice g′(xk) zobrazení g libovolná, zde je
symetrická, neboť je to Hessova matice f ′′(xk) funkce f.

• Přesto může být výpočet této matice a její inverze pracný.
• Je-li f ′(xk) = 0, pak jsme našli stacionární bod (řešení?).
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Kdy je Newtonův směr sestupný (mimo stacionární body)

Pro f ′(xk) ̸= 0 je Newtonův směr −f ′′(xk)−1 f ′(xk)T sestupný,
pokud je matice f ′′(xk) pozitivně definitní.
Obecněji:
Tvrzení
Je-li x ∈ R, x ̸= 0, a A ∈ Rn×n symetrická pozitivně definitní
matice, pak úhel ∠(x,A x) je ostrý.

Důkaz
Výraz

xT A x

je současně skalárním součinem vektorů x, A x i pozitivně
definitní kvadratickou formou, takže je kladný.

Totéž platí i pro inverzní matici A−1.
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Nelineární metoda nejmenších čtverců pro řešení soustavy rovnic

Nechť g : Rn → Rm je diferencovatelné zobrazení. Hledáme
přibližné řešení přeurčené soustavy g(x) = 0 ve smyslu nejmenších
čtverců.

Úloha: Minimalizujte funkci

f (x) := ∥g(x)∥2 =
m∑

i=1
gi(x)2, x ∈ Rn .
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Gaussova-Newtonova metoda

Speciální případ: přeurčená nehomogenní soustava lineárních rovnic

g(x) = Ax − b

vede na optimální řešení

x = (AT A)−1 AT︸ ︷︷ ︸
A+

b .

Zobrazení g aproximujeme v okolí bodu xk afinním zobrazením T1,

g(y) ≈ T1(y) = g(xk)︸ ︷︷ ︸
−b

+ g′(xk)︸ ︷︷ ︸
A

(y − xk)︸ ︷︷ ︸
x

a místo hledání minima ∥g(y)∥2 volíme

xk+1 − xk = argmin
y

∥T1(y)∥2 = A+ b =

= −g′(xk)
+ g(xk) = −(g′(xk)

T g′(xk))
−1 g′(xk)

T g(xk) .
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Gaussova-Newtonova metoda

Iterace Gaussovy-Newtonovy metody (přibližného řešení
soustavy m rovnic o n neznámých)

xk+1 = xk − g′(xk)
+ g(xk) = xk − (g′(xk)

T g′(xk))
−1 g′(xk)

T g(xk) .

Jacobiho matice g′(xk) musí mít LN sloupce, pak je g′(xk)T g′(xk)

pozitivně definitní.
Speciální případ:
Iterace Newtonovy metody (řešení soustavy n rovnic o n
neznámých)

xk+1 = xk − g′(xk)
−1 g(xk) .
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Nelineární metoda nejmenších čtverců jako optimalizační úloha

Minimalizujeme f (x) = ∥g(x)∥2 = g(x)T g(x), kde

f ′(x) = 2 g(x)T g′(x) ,

f ′′(x) = 2 g′(x)T g′(x) + 2
∑

i
gi(x) g′′i (x) .

Iterace Gaussovy-Newtonovy metody

xk+1 = xk − (g′(xk)
T g′(xk))

−1 g′(xk)
T g(xk)

= xk − (2 g′(xk)
T g′(xk))

−1 f ′(xk)
T .

Iterace Newtonovy metody (optimalizační)

xk+1 = xk − f ′′(xk)
−1 f ′(xk)

T .
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Nelineární metoda nejmenších čtverců jako optimalizační úloha

Iterace Gaussovy-Newtonovy metody

xk+1 = xk − (2 g′(xk)
T g′(xk))

−1 f ′(xk)
T .

Má-li g′(xk) LN sloupce, je g′(xk)T g′(xk) pozitivně definitní.

Iterace gradientní metody

xk+1 = xk − αk f ′(xk)
T .
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Levenbergova-Marquardtova metoda

Iterace Gaussovy-Newtonovy metody

xk+1 = xk − (g′(xk)
T g′(xk))

−1 g′(xk)
T g(xk) .

Iterace Levenbergovy-Marquardtovy metody

xk+1 = xk − (g′(xk)
T g′(xk) + µk I)−1 g′(xk)

T g(xk) .

Regularizační parametr µk > 0 umožňuje plynule kombinovat mezi

• Gaussovou-Newtonovou metodou (pro µk malé),
• gradientní metodou (pro µk velké).

Zvolíme konstantu q > 1, např. 2, začneme velkou hodnotou µ0,

• když se účelová funkce sníží, krok přijmeme a µk+1 := µk/q,
• když se účelová funkce zvýší, krok odmítneme a µk+1 := µk q.
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Jak snadno najít sestupný směr diferencovatelné funkce

Pro náhodně zvolený vektor vk ∈ Rn vypočteme směrovou
derivaci

• je-li nulová, možná už jsme ve stacionárním bodě;
• je-li záporná, vk je sestupný směr;
• je-li kladná, −vk je sestupný směr.

Mohli bychom tedy směr volit náhodně, ale snažili jsme se
postupovat lépe a rychleji.
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Prokletí dimenzionality

Ve velké dimenzi jsou skoro všechny směry skoro kolmé:

Tvar (neznormované!) hustoty rozdělení zeměpisných šířek z
rovnoměrného rozdělení na sféře v n dimenzích
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Prokletí dimenzionality

Alternativa: Soustřeďme se na menší počet dimenzí, v tom umíme
vybrat směr a nedá to moc práce.

Opakujme pro další dimenze
=⇒ BCD = block coordinate descent.

Někdy se dá úloha rozložit na více menších, které se neovlivňují,
nebo se aspoň ovlivňují málo.

Vhodné dimenze umí vybrat PCA = principal component analysis.
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