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Newtonova metoda

Hleddme mozné lokaIni minimum dvakrat diferencovatelné funkce f

jako Fedenf rovnice g(x) = 0, kde g(x) == Vf(x) = f'(x)T.

Xk4+1 = Xk — g,(Xk)_l g(Xk) = Xk — f”(xk)fl f/(Xk)T .

= Pouziva affinni aproximaci zobrazeni g = f’, a tedy
kvadratickou aproximaci funkce 7.

= Zatimco pri feSeni obecné soustavy g(x) = 0 mize byt
Jacobiho matice g’(xx) zobrazeni g libovoln4, zde je
symetricka, nebot je to Hessova matice ”'(xx) funkce f.

= Presto mize byt vypocet této matice a jeji inverze pracny.

» Je-li f/(x,) = 0, pak jsme nasli stacionarni bod (FeSeni?).



Kdy je Newtoniiv smér sestupny (mimo stacionarni body)

Pro f'(xx) # 0 je —f"(x,) "L (xk) T sestupny,
pokud je matice f”(xx) pozitivné definitni.

Obecnéji:

Tvrzeni

Je-lixeR, x#0, a AeR™" symetrickd pozitivné definitni
matice, pak thel Z(x,Ax) je ostry.

Diikaz
Vyraz
xT Ax

je soucasné skalarnim soucinem vektorti x, A x i pozitivné
definitni kvadratickou formou, takze je kladny.

Totéz plati i pro inverzni matici A1,



Nelinearni metoda nejmensich €tvercii pro feseni soustavy rovnic

Necht g: R" — R"™ je diferencovatelné zobrazeni. Hledame
preuréené soustavy g(x) = 0 ve smyslu nejmensich

¢tvercd.

Uloha: Minimalizujte funkci

f(x) = |lg()|* = Zg, , xeR".



Gaussova-Newtonova metoda

Specialni pfipad: preurcend nehomogenni soustava linearnich rovnic
g(x) =Ax—b
vede na optimalni reseni
x=(ATA)"1ATb.

—_————
A+

Zobrazeni g aproximujeme v okoli bodu x, afinnim zobrazenim Tj,

g(y) = Ti(y) = g(xk) +&'(x) (y — %)
\Z,I')J A X
12

a misto hledani minima ||g(y)||* volime

Xki1 — Xk = argminHTl(y)H2 =ATbh=
y

+

= —g'(xi) " g(xi) = —(g'(x) " &/ (xk)) " &' (xi) " &(x4) -



Gaussova-Newtonova metoda

Iterace Gaussovy-Newtonovy metody (pfiblizného feseni
soustavy m rovnic o n neznamych)

+

a1 = Xk — 8/ (xi) T @(xk) = xic — (8'(x) " &/ (%)) &' (%) " &(xk) -

Jacobiho matice g'(xx) musi mit , pak je g’ (xk) " & (xk)
pozitivné definitni.

Specialni pfipad:

Iterace Newtonovy metody (FeSeni soustavy n rovnic o n
neznamych)

1

Xkr1 = Xk — 8 (xk) " 8(x) -



Nelinearni metoda nejmensich ctverci jako optimalizacni tloha

Minimalizujeme f(x) = [|g(x)[|* = g(x)" g(x), kde
f(x) = 2g(><)T g’(X),
f”()—Qg +2Z g/

Iterace Gaussovy-Newtonovy metody

i1 = xk — (&' (xk) " &/ (xk)) 1 &' (xi) " &(xx)
= xk— (28" (xk) " &' (xk)) " F(x) T

Iterace Newtonovy metody (optimalizaéni)

Xir1 = Xk — £ (xic) "HF (xi) T



Nelinearni metoda nejmensich ctverci jako optimalizacni tloha

Iterace Gaussovy-Newtonovy metody
k1 =Xk — (28'(xi) " &' (k) (xi) T

T

Ma-li g'(xx) LN sloupce, je g'(xx)' & (xk) pozitivné definitni.

Iterace gradientni metody

Xp+1 = X — Ok f/(Xk)T .



Levenbergova-Marquardtova metoda

Iterace Gaussovy-Newtonovy metody
X1 = Xk — (8/(xi) " &' (xk)) & (%) " (%) -
Iterace Levenbergovy-Marquardtovy metody

Xir1 = Xk — (8/(xk) T & (xk) + puc ) 1 g/ (xk) T g(x4) -

Regularizacni parametr 11, > 0 umoZznuje plynule kombinovat mezi

= Gaussovou-Newtonovou metodou (pro s, malé),
= gradientni metodou (pro /i velké).

Zvolime konstantu g > 1, napf. 2, zacneme velkou hodnotou g,

= kdyz se Gcelova funkce snizi, krok pfijmeme a pxi1 = pk/q,
= kdyz se celova funkce zvysi, krok odmitneme a piy11 == kg



Jak snadno najit sestupny smér diferencovatelné funkce

Pro nahodné zvoleny vektor v, € R" vypocteme smérovou
derivaci

= je-li nulova, mozna uz jsme ve stacionarnim bodg;

= je-li zapornd, vy je sestupny smeér;

= je-li kladna, —vy je sestupny smér.

Mohli bychom tedy smér volit ndhodné, ale snazili jsme se

postupovat lépe a rychleji.



Prokleti dimenzionality

Ve velké dimenzi jsou skoro vsechny sméry skoro kolmé:
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Tvar (neznormované!) hustoty rozdéleni zemépisnych Sitek z
rovnomérného rozdéleni na sfére v n dimenzich
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Prokleti dimenzionality

Alternativa: Soustfedme se na mensi polet dimenzi, v tom umime
vybrat smér a neda to moc prace.

Opakujme pro dalsi dimenze
— BCD = block coordinate descent.

Nékdy se da Uloha rozlozit na vice mensich, které se neovliviuji,
nebo se aspon ovliviiuji mélo.

Vhodné dimenze umi vybrat PCA = principal component analysis.
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