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Necht X C R". Bod x € R” je jeji

= vnitini bod, pokud 3¢ > 0: B-(x) C X,
= vnéjsi bod, pokud Je > 0: B:(x) CR"\X, tj. B.(x) N X=10,
= hrani¢ni bod, pokud

Ve > 0: Bo(x) N X# 0, B(x) N (R"\X) # 0.

Které body jsou vnitini a které hranicni?

X={(xy) eR*| X +y <1, y>0} U {(1,1)}




funkce na mnoziné

Funkce f: R" — R nabyva na mnoziné X C R" v bodé x € X

= minima, pokud f(x) < f(y) pro vSechnay € X,

= lokéalniho minima, pokud existuje € > 0 tak, ze f(x) < f(y)
pro vSechna y € XN B:(x).

(Lokalni) minimum v bodé x je

= volné, pokud x je vnitfnim bodem mnoziny X,

= vazané, pokud x je hrani¢nim bodem mnoziny X.



Extrémy funkce na mnoziné — priklady

f



Podminka prvniho fadu

x € R" funkce f: R" — R spliiuje f'(x) = 0.

Véta
Necht X C R", x € X, je vnitini bod mnoziny X a f: R” — R je
diferencovatelna v x. Je-li x lokalni extrém funkce f na X, plati

tj. x je stacionarni bod funkce f.

Stacionarni body se celkem dobfe hledaji, takze mnoho dloh se
budeme snazit pfevést na Feseni soustavy rovnic f/(x) = 0.

K rozhodnuti, zda stacionarni bod je extrém, ndm mohou (ale
nemusi!) pomoci druhé derivace.



Parcialni derivace druhého radu

Véta
Necht f: R" — R a x € R". Jestlize druhé parcialni derivace

02f(x) 0?f(x)
= D;D;f —— =D;,Dif
axiaxj = (X)? 8XjaX,' ~]J (X)
v bodé x existuji a jsou v bodé x spojité, potom jsou si rovny.

je
8 f(x 9%f(x
. i ) D:iD1f(x) ... D,Dif(x)
f//(X) — _ . E ]Ran
9%f(x) gjf((;;) D1D,f(x) D,Dnf(x)

Oxp Ox1
Obvykle symetricka, je matici néjaké kvadratické formy.

Determinant Hessovy matice, det f”(x), se nazyva



Taylortiv polynom pro funkci f: R" —» R

Hledame polynom k-tého stupné Tj: R"” — R, ktery ma v bodé x
vsechny parciélni derivace aZz do fadu k stejné jako funkce f.

T (y) /Tl (v)
fy)~ \ To(y)

Taylorovy polynomy v bodé x do stupné 2

To(y) = f(x)



Podminky druhého fadu

Véta
Necht X C R", x € X je vnitfni bod mnoziny X a f: R" — R je
dvakrat diferencovatelna v x. Je-li x stacionarni bod, plati:

» Pokud je x lokalni minimum, pak je Hessova matice f”'(x)
pozitivné semidefinitni.

» Pokud je f”(x) pozitivné definitni, pak je x ostré lokaln{

minimum.

» Pokud je ”(x) indefinitni, pak x neni lokalni extrém, ale



Itera¢ni metody

Hleddme lokalni minimum funkce f: R" — R pomoci konstrukce
posloupnosti bodi xg, x1,... € R". Volime podate¢ni bod xo € R”,
smér hledani v € R™ a parametr ay > 0, uréujici délku kroku

a|vl|.
Iterace

Xk4+1 = Xk + Qi V.

= Sestupnad metoda spliiuje f(xx+1) < f(Xk).
= Sestupny smér v spliiuje /(xx) vk < 0 (tj. VF(xx)" vk < 0).



Gradientni metoda

Iterace gradientni metody

Xk+1 = Xk — O Vf(xk) = Xk — Ok f/(Xk)T o

= Smér —Vf(xg) je sestupny.
= Optimalni parametr ay lze nalézt minimalizaci funkce
or(a) = f(xk + avg),

ale Casto to nestoji za velké isili.

= Mdizeme zvolit o velké a exponencidlné zmensovat, dokud
nedocilime pokles kritéria (pokud kazdy pokus stoji stejné!).

= Robustni metoda.

= Mdze konvergovat velmi pomalu.

= Alternativa: Metoda sdruzenych gradienti — zapamatuje si

smér predchozich krokil a vyuzije pro dalsi postup. 10



Newtonova metoda

Hleddme feseni soustavy rovnic g(x) = 0, kde g: R" — R" je
diferencovatelné zobrazeni.

Tl,k(xk+l) = g(xx) + g/(xk) (xk+1 —xk) = 0.

Iterace

1

Xir1 = Xk — 8 (xk) 7 8(xk) -

» Jacobiho matice g'(xx) musi byt regularni (rad&ji dobre
podminéna).
= Rychld konvergence, ale nezarucena.

= Nutno zadit s dobrou pocatec¢ni aproximaci feseni, xq.
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Newtonova metoda minimalizace funkce

Hledame mozné lokalni minimum dvakrat diferencovatelné funkce
f: R" — R jako feSeni rovnice g(x) = 0, kde
g(x) = Vf(x) = f’(x)T.

Iterace Newtonovy metody
_ / -1 _ /! —1 g T
X1 = Xk — 8 (xk) " 8(xk) = xic — £ (xk) " F(x4) ",

obecnéji

Xii1 = Xk — & (xi) T g(xk) = xk — a £ (xie) (k)T

Pro srovnani:

Iterace gradientni metody

Xk+1 — Xk — ()ékl f/(Xk)T . .



Newtonova metoda

Hleddme mozné lokaIni minimum dvakrat diferencovatelné funkce f

jako Fedenf rovnice g(x) = 0, kde g(x) == Vf(x) = f'(x)T.

Xk4+1 = Xk — g,(Xk)_l g(Xk) = Xk — f”(xk)fl f/(Xk)T .

= Pouziva affinni aproximaci zobrazeni g = f’, a tedy
kvadratickou aproximaci funkce 7.

= Zatimco pri feSeni obecné soustavy g(x) = 0 mize byt
Jacobiho matice g’(xx) zobrazeni g libovoln4, zde je
symetricka, nebot je to Hessova matice ”'(xx) funkce f.

= Presto mize byt vypocet této matice a jeji inverze pracny.

» Je-li f/(x,) = 0, pak jsme nasli stacionarni bod (FeSeni?).
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Kdy je Newtoniiv smér sestupny (mimo stacionarni body)

Pro f'(xx) # 0 je —f"(x,) "L (xk) T sestupny,
pokud je matice f”(xx) pozitivné definitni.

Obecnéji:

Tvrzeni

Je-lixeR, x#0, a AeR™" symetrickd pozitivné definitni
matice, pak thel Z(x,Ax) je ostry.

Diikaz
Vyraz
x| Ax
je soucasné skalarnim soucinem vektorti x, A x i pozitivné
definitni kvadratickou formou, takze je kladny.

Totéz plati i pro inverzni matici A1,
14



Jak snadno najit sestupny smér diferencovatelné funkce

Pro nahodné zvoleny vektor v, € R" vypocteme smérovou
derivaci

= je-li nulova, mozna uz jsme ve stacionarnim bodg;
= je-li zapornd, vy je sestupny smeér;

= je-li kladna, —vy je sestupny smér.

Mohli bychom tedy smér volit ndhodné, ale snazili jsme se

postupovat lépe a rychleji.
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Prokleti dimenzionality

Ve velké dimenzi jsou skoro vsechny sméry skoro kolmé:

a
o
a

no_3n _n L3
8 4 8 8 4
—3—30—300—3000]

3n T
8

Tvar (neznormované!) hustoty rozdéleni zemépisnych Sitek z
rovnomérného rozdéleni na sfére v n dimenzich
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Prokleti dimenzionality

Alternativa: Soustfedme se na mensi polet dimenzi, v tom umime
vybrat smér a neda to moc prace.

Opakujme pro dalsi dimenze
— BCD = block coordinate descent.

Nékdy se da Uloha rozlozit na vice mensich, které se neovliviuji,
nebo se aspon ovliviiuji mélo.

Vhodné dimenze umi vybrat PCA = principal component analysis.
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