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Konvexńı funkce

Definice

Funkce f : Rn → R je konvexńı na konvexńı množině X ⊆ Rn,

jestliže pro všechna x, y ∈ X a každé α ∈ [0, 1] plat́ı nerovnost

f ((1− α)x+ αy) ≤ (1− α)f (x) + αf (y).

Funkce f je konkávńı na X , je-li −f je konvexńı na X .
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Jensenova nerovnost

Tvrzeńı

Nechť f je konvexńı funkce. Pro všechna x1, . . . , xk ∈ X

a všechna α1, . . . , αk ≥ 0 splňuj́ıćı α1 + · · ·+ αk = 1 plat́ı

f (α1x1 + · · ·+ αkxk) ≤ α1f (x1) + · · ·+ αk f (xk)

f(x3)f(x1)f(x2)0 x1 x2 x3
f
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Konvexńı diferencovatelné funkce

Podḿınka prvńıho řádu

Nechť f je diferencovatelná.

Funkce f je konvexńı, právě

když pro všechna x, y ∈ Rn

plat́ı nerovnost

f (x) + f ′(x)(y − x) ≤ f (y).
0f(x)f(y)f(x) + f 0(x)(y � x)

f
y x

Podḿınka druhého řádu

Nechť f je dvakrát diferencovatelná. Funkce f je konvexńı, právě

když je pro každé x ∈ Rn Hessova matice f ′′(x) pozitivně

semidefinitńı.
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Př́ıklady konvexńıch funkćı (1)

Definice

Funkce

x ∈ Rn 7→ ∥x∥ ∈ [0,∞)

je norma, pokud plat́ı:

• ∥x∥ = 0 právě tehdy, když x = 0

• ∥αx∥ = |α|∥x∥ pro každé α ∈ R a x ∈ Rn

• ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ pro každé x, y ∈ Rn
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p-normy

∥x∥p = (|x1|p + · · ·+ |xn|p)
1
p , p ∈ [1,∞]

Tři d̊uležité normy

Manhattanská ∥x∥1 = |x1|+ · · ·+ |xn|
Eukleidovská ∥x∥2 =

√
x21 + · · ·+ x2n

Čebyševova ∥x∥∞ = max{|x1|, . . . , |xn|} = lim
p→∞

∥x∥p
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Jednotkové kružnice p-norem pro p = 1, 2,∞

10 10 10

∥x∥1 ≥ ∥x∥2 ≥ ∥x∥∞
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Př́ıklady konvexńıch funkćı (2)

• f (x) = eax pro a ∈ R

• f (x) = x log2 x , kde x > 0 a f (0) = 0 pro x = 0

• f (x) = ln(ex1 + · · ·+ exn)

• f (x) = xTAx, kde A je pozitivně semidefinitńı

• f (x) = aTx+ b
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Nad grafem funkce a pod vrstevnićı

• Epigraf funkce f je množina {(x, y) ∈ Rn+1 | f (x) ≤ y}.
• Subkontura výšky y je množina {x ∈ Rn | f (x) ≤ y}.

Věta

• f je konvexńı, právě když jej́ı epigraf je konvexńı množina.

• Každá subkontura konvexńı funkce je konvexńı množina.
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Př́ıklad: Eukleidovská norma

• Epigraf normy ∥.∥2 na Rn je {(x, y) ∈ Rn+1 | ∥x∥2 ≤ y}
• Subkontury jsou kruhy o poloměru y
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Epigrafový tvar úlohy minimalizace

Každá úloha tvaru

Úloha 1

Minimalizuj f (x) za podḿınky x ∈ Rn

má stejnou optimálńı hodnotu jako úloha s lineárńı účelovou funkćı

Úloha 2

Minimalizuj y za podḿınek f (x) ≤ y , x ∈ Rn, y ∈ R
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Operace zachovávaj́ıćı konvexitu (1)

Nezáporné lineárńı kombinace

Jsou-li g1, . . . , gk : Rn → R konvexńı funkce a α1, . . . , αk ≥ 0,

pak je funkce f = α1g1 + · · ·+ αkgk konvexńı.

Př́ıklad (Shannonova entropie)

Funkce H(p) = −∑n
i=1 pi log2 pi je konkávńı na množině

diskrétńıch pravděpodobnostńıch rozděleńı

{p ∈ Rn | p1 + · · ·+ pn = 1, p1, . . . , pn ≥ 0}.
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Operace zachovávaj́ıćı konvexitu (2)

Skládáńı funkćı

Následuj́ıćı funkce jsou konvexńı:

• h = g ◦ f , kde f : R → R je konvexńı a g : R → R je

konvexńı a neklesaj́ıćı.

• h(x) = g(Ax+ b), kde g : Rm → R je konvexńı.

Př́ıklad

Funkce f : R2n → R daná pomoćı f (x, y) = ∥x− y∥, kde
x, y ∈ Rn a ∥.∥ je norma, je konvexńı.
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Operace zachovávaj́ıćı konvexitu (3)

Věta

Nechť gi : Rn → R jsou konvexńı funkce pro všechna i ∈ I . Pak

f (x) := max
i∈I

gi (x)

je konvexńı funkce, existuje-li pro každé x ∈ Rn maximum výše.

Př́ıklady

• f (x) =
k

max
i=1

(aTi x+ bi )

• f (x) = max
y∈C

∥x− y∥ pro nějakou množinu C ⊆ Rn

• f (c) = max {cTx | x ∈ Rn, Ax ≥ b}
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