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O ¢em je optimalizace?

Mathematical optimization
The selection of a best element with regard to some criterion
from some set of available alternatives. (Wikipedia)

Optimalizaéni dloha je zadana

1. mnoZinou prvki, ze kterych vybirdme,
2. kritériem, které prvky ohodnocuje redlnym &islem, a

3. poZadavkem na minimalizaci/maximalizaci toho kritéria.



Optimalizace v kontextu

Matematika

OPT

Aplikace Informatika



Motivace pro studium optimalizace na FEL

Zakladni otazky

PROC? Al, ML, robotika, ¥izeni, statistika, teorie her
JAK? Programovanf

CO? Optimaliza&ni dlohy jsou formulovany matematicky

e Rozpoznavani a strojové uceni

e Kombinatoricka optimalizace

e Robotika

e Uméla inteligence v robotice

e Julia for Optimization and Learning
o V/ypocetni teorie her

e Statistical Machine Learning

e Optimalni a robustni Fizeni



1. Aplikace linedrni algebry

e Metoda nejmensich Etvercl, linedrni regrese

e PCA, ortogondlni Prokrustlv problém

e Maticové rozklady: QR, spektralni, Choleského, SVD
2. Analyza a numerické metody

e Podminky optimality pro volné lokdlni extrémy

e [teralni metody: gradientni, Newtonova, Gauss-Newtonova,

Levenberg-Marquardtova

e Omezeni ve tvaru rovnosti, Lagrangeovy multiplikatory
3. Linedrni programovani

e Konvexni polyedry

e Simplexovd metoda

e Dualita
4. Uvod do konvexni optimalizace

e Konvexni mnoziny a funkce

e T¥idy konvexnich tloh



Vypocetni nastroje

Programovaci jazyky a baliky
e Python + NumPy + SciPy
e Matlab
e Rychle se prosazuje Julia + JuMP

Solvery (¥esice)

e SeDuMi, GLPK, Gurobi, MOSEK



Uvodni definice a priklady



Uloha minimalizace

Minimalizuj f(x) za podminky x € X

o Utelovs funkece f: Y - R
e MnoZina ptipustnych feseni X C Y

e Minimum funkce f na mnoziné X je prvek x* € X spliujici
f(x)<f(x) ¥xeX

a mnoZinu viech minim funkce f na X zna&ime arg min f(x)
xeX



Funkce a jejich minima
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Uloha maximalizace

Maximalizuj f(x) za podminky x € X

° f na mnozing X je prvek x* € X splfiujici
f(x*)>f(x) VxeX

a mnoZinu viech maxim funkce f na X zna&ime arg max f(x)
xeX

Pfevod maximalizace na minimalizaci

arg max f(x) = arg min —f(x)
xeX xeX



Prokladame body pfimkou

Modelujeme vztah vdhy x a vysky y na zakladé dat.
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Hleddme p¥imku, kterd co nejtésnéji prolozi ¢erné body.



Prokladame body pfimkou — formulace modelu

Mame m mé&Feni (x;, y;) € R? vahy a vyZky. 200
Vztah vyjad¥ime linedrni funkci

f(X, 01, 92) =01 + Orx,

kde 61 a 0, jsou nezndmé parametry. x
Soustava linedrnich rovnic y; = 01 + 0ox;, i = 1,..., m,
s neznamymi 01 a 0 je vlivem nahody

Uloha nejmensich ¢tverci

Minimalizuj Z x,,91,92)) za podminky 61,6, € R
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Prokladame body pfimkou — formulace modelu maticové

%1 1 x
y=|:|eR™! A=|: :|ecR™2 0:[
Ym 1 x,

61

E R2X1
6

Uloha nejmensich ¢tverci

Minimalizuj |y — A8||?> za podminky 6 € R?
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Prokladame body pfimkou — FeSeni

v

Pomoci linearni algebry Ize dlohu reformulovat jako hledani feseni
soustavy linedrnich rovnic

ATAO = ATy.

Ta md v nadem p¥ipadg jediné Yedeni 8* = (ATA)"1ATy.

200
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Optimalni ¥eSeni dlohy nejmensich &tverci: 180
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Hledame optimalni smés zeleniny

Pro 3 druhy syrové zeleniny uddva tabulka vyZivové hodnoty, ceny
a nejmensi predepsany obsah Zivin v jedné pfiloze jidla.

Mrkev  Bilé zeli  Okurka | Pozadavek
Vitamin A (mg/kg) 35 0.5 0.28 0.5 mg
Vitamin C (mg/kg) 60 300 80 15 mg
Vldknina (g/kg) 30 20 10 4g
Cena (K&/kg) 26 22 60
Cil

Nalézt mnoZstvi kazdého druhu zeleniny, které minimalizuje cenu
ptilohy jidla p¥i spInéni predepsanych vyZivovych limiti.
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Hledame optimalni smés zeleniny — formulace modelu

Mrkev  Bilé zeli Okurka | Pozadavek
Vitamin A (mg/kg) 35 0.5 0.28 0.5 mg
Vitamin C (mg/kg) 60 300 80 15 mg
Vldknina (g/kg) 30 20 10 4g
Cena (K&/kg) 26 22 60

Uloha linearniho programovani

min  26x3 + 22x, + 60x3

za podminek x; > 0, i=1,2,3
35x1 +0.5x + 0.28x3 > 0.5
60x7; + 300x> +80x3 > 15
30x1 +20x, + 10x3 > 4
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Hledame optimalni smés zeleniny — FeSeni

Uloha linearniho programovani

min  26x; + 22xp + 60x3

za podminek x; > 0, i=1,2,3
35x; + 0.5x + 0.28x3 > 0.5
60x; + 300x, + 80x3 > 15
30x1 +20x> +10x3 > 4

e Optimdlni ¥eseni je (0.115,0.027,0) za cenu 3.592

e P¥i poZadavku na okurku x3 > 0.1 dostaneme ¥eSeni
(0.097,0.004,0.1) za cenu 8.618

ii5)



Hledame optimalni smés zeleniny — jak nalezneme ¥eSeni?

Vektor (0.115,0.027,0) je YeSenim soustavy linedrnich rovnic:
Prochazime ptipustna feseni linedarniho programovani

X120

x>0

35X1 aF 0.5X2 aF 0.28X3 > 0.5

je zakladnim algoritmem pro ¥eSeni uloh LP.
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Hledame optimalni smés zeleniny — jak na to v JULIi?

[2]: using JuMP, GLPK

[3]: A =[35 .5 .28;
60 300 80;
30 20 10]
b= [.5, 15, 4]
c = [26, 22, 60];

[6]: LP = Model(GLPK.Optimizer)
@variable(LP, x[1:3] >= 0)
Qconstraint(LP, con, A*x .>= b)
Qobjective(LP, Min, c'#*x);

[7]: optimize!(LP)
solution_summary (LP)

[7]: * Solver : GLPK

* Status
Termination status : OPTIMAL
Primal status : FEASIBLE_POINT
Dual status : FEASIBLE_POINT

Message from the solver:
"Solution is optimal"

* Candidate solution
Objective value : 3.59231e+00
Objective bound : -Inf

Dual objective value : 3.59231e+00

*

Work counters
Solve time (sec) : 5.19753e-05
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Minimalizujeme Himmelblauovu funkci

Funkce f(x) = (x? + x2 — 11)2 + (x1 + x3 — 7)% m3a 4 lokaln{
minima (nap¥. (3,2)) a 1 lokaIni maximum.

Gradientni metoda z bodu x¢ = (2,1) s krokem o = 0.01:

Xkt1 = Xk — aVF(xk)
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Nejkratsi kfivka

Cil

Naleznéte nejkratsi kfivku spojujici 2 body v roving.
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Nejkratsi kfivka — formulace a FeSeni tlohy

e UvaZujme x,y € R? a predpokladejme, Ze x; # y1.
° spojujici x a y je grafem spojité diferencovatelné
funkece f: [x1,y1] = R, kde f(x1) = x2 a f()y1) = yo.

. je D(f) = [ \/1+f'(t)? dt

Uloha varia&niho pottu
min D(f)

kde f je spojité diferencovatelna funkce vyhovujici omezenim vyse
Ulohu ¥e¥i afinni funkce prochdzejici body x a y.
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Kategorie optimaliza¢nich uloh

Podle typu mnoZziny pt¥ipustnych feseni X mluvime o

e spojité optimalizaci, kde X C R" je nespocetnd mnoZina,
e diskrétni optimalizaci, kde X je konetnd/spotetna,

e variatnim poctu, kde X obsahuje redlné funkce.

V tomto kurzu se budeme zabyvat spojitou optimalizaci.

21



Obecné o uloze spojité optimalizace




Uloha spojité optimalizace

Obecny tvar

min  f(x1,...,Xn)
za podminek gi(x1,...,xp) <0, i=1,...,m
h,'(Xl,...,Xn):O7 = ,...,g

X1,...,Xp ER

Vektorovy zépis:

min {f(x) | g(x) <0, h(x) =0, x e R"}
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Re&ime dlohu

min <1t

xER?

za podminky xl2 < x.

e Na obrazku jsou vrstevnice téelové funkce a mnoZina
pFipustnych Yeseni
e Globalni minimum (—3, 1) Ize snadno nalézt tivahou 23



Zakladni otazky

min {f(x) | g(x) <0, h(x) =0, x € R"}
X

Je dloha ptipustna?

Je mnozina X neprazdna?

Existuje globalni/lokalni minimum?

e Nabyva funkce f na X minima, neboli arg min f(x) # (7

xeX
e Jak velkd je mnoZina arg min f(x)?
xeX
e Pokud argmin f(x) = (), spokojime se s lokdlnim minimem?

xeX
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Regime dlohu r

min(x? — x*)
xeR 3r
bez omezujicich podminek. T

Globalni minimum neexistuje:

lim x*(% —1) =
x—+oo
Nutnd podminka f/(x) = 2x — 4x3 = 2x(1 — 2x2)
Lokalni extrém miZe nastat pouze v bodech 0, % =
Jen bod 0 je lokdIni minimum, protoze f”(0) =

N

1

N
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Rizné formy feseni optimaliza¢nich dloh

Analyticky tvar
Globalni minimum tlohy nejmengich &tverci pro linedrni regresi je
vektor parametri 0* = (ATA) ATy € R2.

Algoritmus
Globalni minimum v dloze linedrniho programovani je smés
zeleniny x* € R3 na vystupu simplexové metody.

Iteraéni metoda

Lokalni minimum x* funkce f: R” — R aproximuje posloupnost

X1, X2, ... generovand gradientni metodou.
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Uloha na optimalni umisténi

Hledame lokaci pro heliport, z néhoZ dolétne helikoptéra po Useéce

do nejvzdélen&jéiho z mist a1, ..., am € R? v nejkratdim &ase:

Definice ulohy

Minimalizuj f(x) = mrglx |x — a;|| za podminky x € R?
=

Ucelova funkce je konvexni, ale

i
7

nehladka. Minimum existuje.

a; = (0,0), ax = (5,-1),
as = (17 _4)7 a = (_4’7 3)
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Ekvivalentni ulohy

e Formulujeme dlohy, které jsou ekvivalentni té predchozi

e Najdéte nejmensi kruh obsahujici body a1, ...,a, € R%:

Uloha s nehladkymi omezenimi

Minr zp. |x—aj|<r,i=1,...,m, xeR? reR

Kvadratické programovani s kvadrat. omezenimi (QCQP)

Min r2  zp. [x—a;>?<r? i=1,...,m, xeR? reR
Kvadratické programovani (QP)

Min p + [|x]|?

z.p. p+2alx > |la;|?, i=1,...,m, xeR2 peR
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