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Vaše jméno a př́ıjmeńı:

LGR — prvńı semestrálńı test — VAŠE ID JE 1

V př́ıkladech týkaj́ıćıch se výrokové logiky je množinou atomických formuĺı množina

At = {a, b, c}.

Úloha 1 (5 bod̊u) Množina formuĺı M ⊆ Fm(At) a formule ϕ ∈ Fm(At) jsou zadány
následovně:

M = {(a ∧ b)⇒ a, c⇒ (¬b ∧ a), ¬c⇒ a}, ϕ = ¬b⇒ (a⇒ ¬c).

Pokud je formule ϕ logickým d̊usledkem množiny formuĺı M , dokažte to přirozenou
dedukćı. Pokud ne, ukažte, že ϕ neńı sémantickým d̊usledkem množiny M .

Řešeńı

Formule ϕ neńı sémantickým d̊usledkem množiny formuĺıM . To lze ukázat např́ıklad
vyplněńım pravdivostńı tabulky daných formuĺı. Náš postup př́ımo zkonstruuje
pravdivostńı ohodnoceńı u, ve kterém bude nepravdivá formule ϕ, a přitom v něm
bude každá formule z množiny M pravdivá. Takové ohonoceńı u totiž př́ımo doka-
zuje, že M 2 ϕ.

Aby u(ϕ) = 0, muśı u(¬b) = 1 a u(a ⇒ ¬c) = 0. To nastane přesně v př́ıpadě,
kdy u(a) = 1, u(b) = 0 a u(c) = 1. T́ımto přǐrazeńım atomických formuĺı tedy
pravdivostńı ohodnoceńı u definujme. Nyńı stač́ı ukázt, že

u((a ∧ b)⇒ a) = 1,

u(c⇒ (¬b ∧ a)) = 1,

u(¬c⇒ a) = 1.

Prvńı formule je v ohodnoceńı u pravdivá, nebot’ je to dokonce tautologie. Druhá
formule je v u pravdivá: u(¬b ∧ a) = 1 lze snadno ověřit. Třet́ı formule je v u
pravdivá, nebot’ u(c) = 0.

Úloha 2 (5 bod̊u) Dokažte přirozenou dedukćı následuj́ıćı tvrzeńı. Použ́ıvejte pouze
základńı odvozovaćı pravidla.

¬(a ∧ b) ` ¬a ∨ ¬b

Řešeńı

Toto je standardńı úloha řešená např́ıklad ve sb́ırce úloh z přirozené dedukce ve
výrokové logice.

Úloha 3 (5 bod̊u) Jazyk predikátové logiky L je dán následuj́ıćı volbou symbol̊u:

Pred = {P}, ar(P ) = 1

Func = {f}, ar(f) = 2

Kons = {a}



Uvažujte interpretaci I jazyka L s universem U = Z, kde

JP K = {3 · z | z ∈ Z},
JfK : Z× Z→ Z je sč́ıtáńı celých č́ısel,

JaK = 7.

Rozhodněte a pečlivě zd̊uvodněte, které z následuj́ıćıch formuĺı ϕ, ψ, χ

ϕ = P (f(x, a)), ψ = ∃xP (f(x, a)), χ = ∀y∃xP (f(x, y))

jsou pravdivé v kontextu proměnných

ρ : Var ⇀ Z
x 7→ 1.

Řešeńı

Množina JP K je množina všech celých č́ısel dělitelných č́ıslem 3.

Proto

JϕKρ = JP (f(x, a))Kρ
= JP K(Jf(x, a)Kρ)
= JP K(JfK(JxKρ, JaK))
= JP K(1 + 7)

= JP K(8).

Jelikož 8 neńı dělitelné třemi, JϕKρ = 0, tedy formule ϕ neńı v interpretaci I a
kontextu proměnných ρ pravdivá.

Formule ψ = ∃xP (f(x, a)) v dané interpretaci a kontextu proměnných ρ pravdivá
je, nebot’ je formule P (f(x, a)) pravdivá např́ıklad v kontextu ρ[x := 2] (plat́ı, že
č́ıslo 2 + 7 je dělitelné třemi).

Formule (sentence) χ v interpretaci I a kontextu proměnných ρ také je pravdivá. Pro
každé celé č́ıslo totiž existuje takové celé č́ıslo, že jejich součet je dělitelný třemi.
Formálně pro každý update ρ[y := d] kontextu ρ muśıme ověřit, zda je formule
∃xP (f(x, y)) v tomto kontextu pravdivá. K tomu stač́ı nalézt update ρ[y := d][x :=
d′] takový, aby v něm byla pravdivá formule P (f(x, y)). Pro dané č́ıslo d zvolme
d′ = −d. Pak zjevně

JP (f(x, y))Kρ[y:=d][x:=d′] = JP K(d+ d′)

= JP K(d− d)

= JP K(0).

Jelikož je nula dělitelná třemi, ověřeńı je u konce: sentence χ je v intepretaci I a
kontextu proměnných ρ pravdivá.


