Ptiklady k procviceni pfirozené dedukce
v predikatové logice

Kvantifikator | Zavedeni kvantifikatoru Eliminace kvantifikatoru
X0
Vx 5 _IXQ evVx
@[xo/x] olt/x]
Vo iVx
xo:  @lxo/x]

= @[t/x] -~ :

I Ixe X

X edx
Zavedeni Eliminace Symetrie Transitivita
Pravidlo pro rovnost | T=¢ 1= =t  oft/x e— | =12 gym— =t b=t
@ty/x] =14 =1

Ve vSech pravidlech pfedpokladdme, Ze substituovany term je volny pro danou proménnou v dané
formuli. V pouZivanych termech se nesmi objevovat nedeklarované proménné.
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Ve viech piikladech pracujeme s takovym jazykem predikatové logiky, aby vSechny pfedpoklady a
zavéry byly sentencemi predikatové logiky v daném jazyce.

1 Obecny kvantifikator

1.1 Unarni predikaty

1. VxP(x) F YyP(y)

1. WxP(x) 1
2. X0 D
3. | P(xp) evx, 1
4. WYyP(y) ivx,2-3
2. FVx(P(x) = P(x))
X0 D
| P(xo) P |

P(xo) = P(xg)  i=,2-2
vx(P(x) = P(x)) ivx, 1-3

=W

3. Vx(P(a) = Q(x)) F P(a) = vzQ(z)

1. Vx(P(a) = Q(x)) P

2. P(a) P

3. Z D

4. P(a) = Q(zo) evx, 1
5. Q(zp) e=,2,4
6. vzQ(z) ivx, 3-5
7. P(a) = VzQ(z) i=,2-6

4. YxP(x) AVyQ(y) F Vz(P(z) AN Q(z))



1. WP(x)AWQ(y) P

2. VxP(x) e/\1, 1
3. Q) e/, 1
4. | z9 D

5. | P(zp) evx, 2
6. | Qzp) evy, 3
7. | P(zo) N Q(zp) i, 6,7
8.  Vz(P(z) ANQ(z)) iVz, 5-8

5. Vx(P(x) = Q(x)) F VYyP(y) = vzQ(z)

1. Vx(P(x) = Q(x)) P

2. YyP(y) P

3. Z0 D

4. P(zp) evy, 3
5. P(zg) = Q(zo) evx, 1
6. Q(zp) e=,4,5
7. vzQ(z) ivz, 3-6
8. YyP(y) = VzQ(z) i=,2-7

6. vz(P(z) AQ(z)) F VyP(y) AVyQ(y)

1.  Vz(P(z) A Q(z)) P

2. | Yo D

3. | Plyo) A Qlyo) evz, 1

4. | P(yo) e/\1,3

5. WyP(y) ivy, 2-4

6. | Yo D

7. | P{yo) A Q(yo) evz, 1

8. | Qlyo) Ny, 7

9. WYyQ(y) ivy, 6-8
10.  VvyP(y) AvyQ(y) iA, 5,9

7. Vx(P(x) = Q(x)), ¥x—=Q(x) F Vx—P(x)



1. Vx(P(x) = Q(x)) P
2. Vx—Q(x) P
3. X0 D
4, P(xo) P
5. P(xp) = Q(xo) evx, 1
6. Q(xp) e=,4,5
7. —Q(xp) evx, 2
8. 1 e, 6,7
9. —P(x0) i—, 4-8
10. Vx—P(x) ivx, 3-9
8. VxP(x) VVyQ(y) F Vz(P(z) V Q(z))

1 VxP(x) VVvyQ(y) P

2 Z0 D

3 VxP(x) P

4 P(zo) evx, 3

5 P(zo) V Q(zo) iVy, 4

6 VyQ(y) P

7 Qlzo) ey, 6

8 P(zo) V Q(z0) iV, 7

9 P(zg) V Q(zp) eV, 1,3-5,6-8

10 Vz(P(z) V Q(z)) vz, 3-9

9. "xW(P(x) = Qy)) F ¥x(P(x) = VzQ(z))



1 vxwy(Pl) = Qly) P
2. X0 D
3. P(xo) P
4. Z0 D
5. Vy(P(xo) = Qy))  evx,1
6. P(xg) = Q(zo) evy, 5
7. Q(zp) e=,3,6
8. vzQ(z) iVz, 4-7
9. P(xg) = VzQ(z) i=, 4-8
10. Vx(P(x) = VzQ(z)) 1ivx, 3-9
10. Vx(P(x) = Q(x)), ¥x(Q(x) = R(x)) F Vx(P(x) = R(x))
1. vx(P(x) = Q(x)) P
2. vx(Q(x) = R(x)) P
3. X0 D
4, P(xp) P
5. P(xg) = Q(xp) evx, 1
6. Q(xp) e=,4,5
7. Q(xo) = R(xo) evx, 2
8. R(xg) e=,6,7
9. P(xg) = R(xp) i=,4-8
10 vx(P(x) = R(x)) ivx, 4-9

11. ¥x(P(x) V Q(x)), =VxP(x) = =¥x—=Q(x)




1. Vx(P(x)VQ(x)) P

2. —VxP(x) P

3. Vx—Q(x) P

4. X0 D

5. P(xp) V Q(xo) evx, 1

6. —Q(xg) evx, 3

7. ||| Pxo) P

8. Q(xo) P

9. 1 e, 8,3
10. P(xp) el,9
11. P(xg) eV,5,7-7,8-10
12. VxP(x) ivx, 4-11
13. 1 e, 12,2
14. —Vx—Q(x) i—, 3-13

12. Wx(P(x) A Q(x)) F ¥xVy(P(x) A Q(y))

1. Vx(P(x) A Q(x)) P

2. X0 D

3. P(x0) A\ Q(xo) evx, 1

4. P(xo) e/\1,3

5. Yo D

6. || Plyo) N Q(yo) evx, 1

7. 1| Qyo) e/\z, 6

8. P(x0) A\ Q(yo) iN, 4,7

9. | Wy(P(xo)AQ(y)) ivy,5-8
10. VxVy(P(x) A Q(y)) ivx, 2-9

1.2 Bindrni predikaty

1. VxVyR(x,y) F ¥xR(x, x)



1. WxVyR(x,y) P
2. X0 D
3. | YyR(xp,y) eV¥x,1
4. | R(xg,xo) evy, 3
5. VxR(x,x) ivx, 2-4
2. Vx=VYR(x,y) by “VXVYR(x, Y)
1. Zy D
2. | Wx—WR(x,y) P
3. VxVyR(x,y) P
4. YyR(xo,y) evx, 3
5. —VYyR(xo,y) evx,?2
6. 1 e, 4,5
7. —VxVyR(x,y) i—, 3-6
8.
3. VxR(x,x) F Vx=Vy—R(x,y)
1. YxR(x, x) P
2. X0 D
3. || Yy=R(x0,y) P
4. R(Xo, Xo) evx, 1
5. —R(xq, X0) evy, 3
6. 1 e, 4,5
7. | —WR(xey) i-,36
8. Vx—Vy—R(x,y) ivx,2-7

4. Vx—R(x,x) b “VxVY(R(x,y) V R(y, x))




5. vynechéno

S
Sd A

RS A S o A o

Zo D
Vx—R(x, x) P
VxVy(R(x,y) VR(y,x)) P
—R(z9, 20) evx, 2
Vy(R(xo,y) VR(y, %))  eVx,3
R(x0,x0) V R(xg, %) evy, 5
R(x0, X0) P

L e, 7,4
R(x0, X0) P

L e, 9,4
1 eV, 6,7-8,9-10
—=VxVy(R(x,y) VR(y,x)) i—, 3-1

6. VxR(x,x) F VxVy(R(x,y) = —Vz—(R(x, z) AR(z,y)))

T S Y
W N = o

¥ 0 NS LN

VxR(x, x) P

D

D
R(x0,Yo) P
Vz—(R(xp,z) AR(z,yo)) P
~(R(xo,x0) /A R(x0,Yo)) evz, 5
R(xg, X0) evx, 1
R(xg,x0) /A R(x0,yo) iN, 7,4

e, 8,5
—Vz—(R(xg,z) AR(z,yo)) i—, 5-9

R(x0,Y0) = —Vz—(R(xp,z) A R(z,yo))

Vy(R(xo,y) = =Vz—(R(xo,2) AR(z,Y)))

7. VxVyR(x,y) F ¥x(R(x,x) A VyR(y, x))

VxVy(R(x,y) = —Vz—(R(x, z) A R(z,y)))



1. VxVyR(x,y) P

2. X0 D

3. YyR(xo,y) evx, 1

4, R(x0, X0) evy, 3

5. Yo D

6. YyR(yo, y) evx, 1

7. R(yo, x0) evy, 6

5. |

9. YyR(y, xo) ivy, 5-7
10. R(xp,x0) AVyR(y,x9) i/, 4,8
11. Vx(R(x,x) AVYyR(y,x)) ivx, 2-9

8. VxVyR(x,y) F VxVy(R(x,y) AR(y,x))

1. VxVyR(x,y) P

2. X0 D

3. Yo D

4. YyR(xo,y) evx, 1

5. R(x0,Yo) evy, 4

6. YyR(yo,y) evx, 1

7. R(yo, x0) evy, 6

8. R(x0,Y0) /\ R(yo, x0) i\, 5,7

9. | Vy(R(xo,y) AR(y,xp)) iVy, 3-8
10. VxVy(R(x,y) AR(y,x)) ivx,2-9

2 Existen¢ni kvantifikator

2.1 Unarni predikaty
1. IxP(x) F FyP(y)

=L

IxP(x) P
xo:P(xg) W

JyP(y) idy, 2
JyP(y) edy, 1,2-3
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2. =3IxP(x) Fpp) IxP(x)

1. Z0 D

2. —3IxP(x) P

3. P(zp) P

4. IxP(x) i3x,3
5. 1 e, 3,2
6. —P(zg) i—,3-5
7. Ix—P(x) idx, 6
8.

3. Ix(P(a) = Q(x)) F P(a) = FyQ(y)

4. Ix(P(x) AQ(x)) F FyP(y) A 3IzQ(z)

1. Ix(Px)AQ(x)) P

2. | x0:P(xg) AQ(xg) W

3. | P(xp) e/\1, 2

4. | Q(xop) e/\p, 2

5. | JyP(y) idy, 2

6. | 3zQ(z) idz, 3

7. | yPy)AN3zQ(z) iN 4,5

8.  FyP(y)A3IzQ(z) eix, 1,2-7

5. Ix(P(x) V Q(x)) F FyP(y) V 3IzQ(z)

10



—_
e

W X N Ok L=

6. IxP(x) V IyQ(y) + 3z(P(z) V Q(z))

_ =
N o= O

0 0N oG »N

IXPx)VQ(Kx)) P

xo: P(xo) V Q(xo) W

P(xo) P

FyP(y) idy

JyP(y) VIzQ(z) 1iVy, 4
Q(xo) P

3zQ(z) idz

JyP(y) VIzQ(z) 1iVyp, 8
JyP(y) VvV 3IzQ(z) eV,2,3-6,7-9
JyP(y) vV 3zQ(z) edx, 1,2-10
IxP(x)VIyQy) P

IxP(x) P

zo : P(zop) \%Y%

P(z0) V Q(zo) iVy, 3
Jz(P(z) VQ(z)) idz, 4
Jz(P(z) VQ(z)) edx, 2,35
FyQ(y) P

z1: Q(z1) W

P(z1) V Q(z1) iV, 8
Jz(P(z) VQ(z)) i3z,9
Jz(P(z) V Q(z)) edy,7,8-10
Jz(P(z) VQ(z)) eV,1,2-6,7-11

7. P(a) = IxQ(x) F Ix(P(a) = Q(x)) (Mhzete pouzit LEM.)

11




A A S o A o

e S S S = ey
R A e A

2.2 Binarni predikaty

1. Fz IxFY(R(x,y) = R(y,x))

2. Ix3yR(x,y) F Ix3FyR(y, x)

P(a) = IxQ(x) P

P(a) V—P(a) LEM

P(a) P

IxQ(x) e=,3,1

xo : Q(xp) W

P(a) P

Qlxo) it, 5

P(a) = Q(xo) i=, 6-7

Ix(P(a) = Q(x)) idx,8

Ix(P(a) = Q(x)) eIx, 4,59

—P(a) P

P(a) P

1 e, 12,11

Q(x) el,13

P(a) = Q(x) i=, 12-14
idx, 15

eV, 2,3-10, 11-16

z D

| R(z,z) P |
R(z,z) = R(z,z) i=,2-2
FY(R(z,y) = Ry, z)) idy, 3
Ix3Jy(R(x,y) = R(y,x)) idx, 4

SANRCLEN N O
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3. IxR(x, x) F Ix3Fy(R(x,y) A R(y,x))

4. =IxFYyR(x,y) - “3yR(y,y)

5. F =3x3y(R(x,y) A—R(x,y))

SANBCAN N i A e

1. IxJFyR(x,y) P

2. a:dyR(a,y) W

3. b:R(a,b) W

4. JyR(y, b) idy, 3

5. IxJyR(y,x) idx, 4

6. Ix3dyR(y,x) edy,2,3-5

7. IxFyR(y,x) edx, 1,2-6
IxR(x, x) P
X0 : R(xp, %) W
R(x0,x0) /A R(x0, %0) iN, 2,2
Fy(Rixo,y) ARy, %)) iy, 3
IxJFy(R(x,y) AR(y,x)) idx, 4
IxFy(R(x,y) AR(y,x)) edx, 1,2-5

1. —3IxJyR(x,y) P

2. | JyRy,y) P

3. R(a, a) W

4. JyR(a,y) idy,3

5. Ix3dyR(x,y) idx, 4

6. IxJyR(x,y) edy,2,3-5

7. 1 e, 6,1

8. —3yR(y,y) i—, 2-7
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1. IxFy(R(x,y) A—R(x,y)) P

2. xo : FY(R(xo,y) A—=R(x0,y)) W

3. Yo : R(xo,yo) A—R(x0,yo) W

4. R(Xo,yo) e/\1, 3

5. —R(x0,Yo) e/\s, 4

6. L e, 4,5

7. 1 edy, 2,36
8. L edx, 1,2-7
9.

—3IxJy(R(x,y) A—=R(x,y)) i—, 1-8

6. Fy IxR(x,x) V Ix(R(x,x) = ~IyYR(y, x)) (MiZete pouzit LEM.)

1. z D

2. R(z,z) V—R(z, z) LEM

3. R(z, z) D

4. IxR(x, x) idx, 3

5. IxR(x,x) V Ix(R(x,x) = —3yR(y,x)) iVq, 4

6. —R(z,z) P

7. R(z,z) P

8. 1 e—,7,6

9. —3yR(y, z) el,8
10. R(z,z) = —3yR(y, z) i=,7-9
11. Ix(R(x,x) = —3yR(y, x)) idx, 10
12. IxR(x,x) V Ix(R(x,x) = —3yR(y,x)) iVyp, 12
13. IxR(x,x) V Ix(R(x,x) = —3IyR(y,x)) eV,2,3-5,6-12
14.

7. R(a,b) AR(b,c), =Q(a), Q(c) F IxFy((—Q(x) A Q(y)) AR(x,y)) Mtzete pouzit LEM.)
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2.3 SmiSené alohy

1. =3xP(x) F Vx—P(x)

2. Ix—P(x)

F —=VvxP(x)

© ® NS U w N e

R(a,b) AR(b,c) P
—Q(a) P

Q(c) P

Q(b) V—=Q(b) LEM

Q(b) P
—Q(a) A Q(b) iN, 2,5

R(a,b) e/\;, 1

(—Q(a) AQ(b)) AR(a,b) iN, 6,7
F((—Q(a)AQ(Y) AR(a,y)) iy, 8

I ((—Q(x) AQ(y)) AR(x,y)) iIx,9

—Q(b) P

—Q(b) A Q(c) in, 11,3

R(b,c) e/\p, 1
(—Q(b) AQ(c)) AR(b,c) iN, 12,13
Fy((—Q(B) AQ(Y)) AR(b,y)) iy, 14
IFyY((—Q(x) AQ(y)) AR(x,y)) idx, 15

Iy (—Q(x) AQ(y)) AR(x,y)) eV, 4,5-10,11-16

1. —IxP(x) P

2. X D

3. P(x) P

4. IxP(x) i3x,3
5. L e, 4,1
6. —P(x) i—, 3-5
7. vx—P(x) iVx,3-6

15




1. Ix—P(x) P

2. VxP(x) P

3. xo:P(xg) W

4, P(xo) evx, 2

5. 1 e—, 4,3

6. 1 edx, 1,3-5

7. —VxP(x) i—, 2-6

3. =VxP(x) F Ix—P(x)

1. —VxP(x) D

2. —Ix—P(x) P

3. X D

4, —P(xp) P

5. Ix—=P(x) idx, 4

6. 1 e, 52

7. ——P(xg) i~ 4-6

8. P(xg) e, 7

9. VxP(x) ivx, 3-8
10. € e, 9,1
11 ——3Ix—P(x) i—,2-10
12 Ix—=P(x) e—, 11

4. Vx—P(x) - —=3xP(x)

1. vx—P(x) P

2. IxP(x) P

3. X0 - P(Xo) W

4. —P(xg) evx, 1

5. L e, 3,4

6. 1 edx, 2, 3-5

7. —3xP(x) i—,2-6

5. ¥x(FyP(y) = Q(x)) F ¥x3y(P(y) = Q(x))
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x(FyPly) = Q(x)) P

X D
FyP(y) = Q(xo) evx, 1
P(xo) P
JyP(y) iy, 4
Q(xo) e=,5,3
P(xg) = Q(xo) i=,4-6
Fy(Ply) = Qlx)) idy,7
YxJy(P(y) = Q(x)) ivx, 2-8

6. Vx—vy(P(x,y) = Q(x,y)) - Vx3FyP(x,y)

e S
®© N o Uk W= O

VX_'VU(P(XIU) = Q(X/y)) I

¥ 0 NS PN

X0 D
—Vy(P(xo,y) = Qlxo,y)) evx, 1
—3yP(xo,y) P

Yo D
P(x0,Yo) P
JyP(xp,y) idy, 6

1 e, 7,4
—P(x0,Yo) i—, 6-8
P(x0,Yo) P

1 e—, 10,9
Q(x0,Yo) el,11
P(x0,Yo) = Q(x0,Yo) i=, 10-12
Yy(P(x0,y) = Qlxo,y))  ivy,5-13
1 e, 14,3
——3yP(xg,y) i—, 4-15
FyP(x0,y) e, 16
YxIyP(x,y) ivx, 2-17

7. Vx(P(x,x) VVyQ(x,y)) F Vx(FyP(x,y) V Q(x,x))
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8. Ix(P(x,x) AVyQ(x,y)) F Ix(FyP(x,y) A Q(x,x))

9. F ¥x3yR(x,y) V —=¥xR(x, x)

¥ 0NN

vx(P(x,x) VYyQ(x,y)) P

X0 D

P(xo,%x0) VVyQ(xo,y) evx, 1
P(xo,x0) P

JyP(x0,y) idy, 4
JyP(x0,y) V Qxo, x0)  1V1,5

vy Q(xo,y) P

Q(x0,x0) evy, 7
JyP(x0,y) V Qxo,x0) iV, 8
JyP(xo,y) V Q(xg,x9) eV, 3,4-6,7-9
Vx(FyP(x,y) vV Q(x,x)) ivx, 2-10
Ix(P(x,x) AVyQ(x,y)) P
w:Pw,w)AVyQ(w,y) W
P(w,w) e/\1,2
FyP(w,y) idy, 3
vyQ(w,y) e/\p, 2
Q(w,w) evy, 5
Fy(P(w,y) A Q(w,w)) i\, 5,6
Ix(Fy(P(x,y) AN Q(x,x))) idx, 7
Ix(Fy(P(x,y) AN Q(x,x))) edx, 1,2-8
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1. YxR(x,x) V —=VxR(x, x) LEM
2. VxR(x, x) P
3. X0 D
4, R(xq,x0) evx, 2
5. JFyR(xo,y) idy, 4
6. Vx3yR(x,y) ivx, 3-5
7. VxJyR(x,y) V —VxR(x,x) iVq, 6
8. —VxR(x, x) P
9. VxJyYyR(x,y) V —VxR(x,x) iVyp, 8
10. Vx3yR(x,y) V =¥xR(x,x) eV, 1,2-7,8-9

10. ¥x3yR(x,y) = —3IxR(x, x), IxVyR(y,x) F ¥x—=R(x, x)

1. VxJyR(x,y) = —3IxR(x,x) P
2. IxVyR(y, x) p
3. w: VyR(y, w) W
4, X0 D
5. R(xq, W) evy, 3
6. JyR(xp,y) idy, 5
7. Vx3yR(x,y) ivx, 4-6
8. VxIyR(x,y) edx, 2, 3-7
0. —3IxR(x, x) e=,8,1
10. X0 D
11. R(xp, x0) P
12. IxR(x, %) idx, 11
13. 1 e, 12,9
14. | —R(xo,%0) i-, 11-13
15. Vx—R(x, x) ivx, 10-14

11. ¥x(P(x) = JyR(y, x)) F FzR(z, a) V —=VxP(x)
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3 Rovnost

l.a=b, =-(b=bAb=c)F—(a

2. Fa=beWx=a=x=

¥ X N O e

Vx(P(x) = JyR(y,x)) P
—(dzR(z,a) V—=¥xP(x)) P
P(a) P
P(a) = JyR(y, a) evx, 1
JyR(y, a) e=,3,4
2o : R(zg, a) \%Y
JzR(z, a) idz, 6
JzR(z, a) V =VxP(x) iV, 7
1 e, 8,2
1 edy, 5, 6-9
—P(a) i—. 3-10
VxP(x) P
P(a) evx, 12
L e—, 13,11
—VxP(x) i—, 12-14
JzR(z, a) V =VxP(x) iVyp, 15
1 e—, 16,2
——(3zR(z, a) V =VxP(x)) i—, 2-17
JzR(z, a) V =VxP(x) e, 18
=c)
1 a=b P
2. —(b=bAb=c) P
3 a=c P
4 b=c e= 1,3
5. | b=Db i=
6. | b=bAb=c i\, 5,4
7 1 e, 6,2
8. —(a=¢c) i—, 3-7
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1. a=>b P
2. X0 D
3. Xp=a P
4. Xop=D> e= 1,3
5. Xp=a=%x9=D>0 i=,3-4
6. Vx(x =a=x=D) ivx, 2-5
7. Vx(x =a=x=D>) P
8. a=a i=
9. a=a=a=b evx, 7
10. a=b e=,8,9
11. a=beWx=a=x=b) ie.1-6,7-10
3. IxVy(x =y) - xVy(x =y)
1. IxVy(x =y) P
2.1 zo:Wylzo=y) W
3. X D
4. Zo = Xo evy, 2
5. Yy(xp = y) e=, 4,2
6. YxVy(x = y) ivx, 3-5
7. VxVy(x = y) edx, 1,2-6
4. P(a), =P(b) F =(a =)
1. P(a) P
2.  —P(b) P
3. | a=b P
4. | P(b) e=, 3,1
5. | L e, 4,2
6. —(a=b) i—,35
5. P(b) AQ(b), ¥x(P(x) =x=a)F Q(a)
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7. VxVy((P(x) A (x

1. P(b)AQ(b) P
2. Yx(P(x)=x=a) P
3. P(b)=b=a evx, 2
4. P(b) e\, 1
5. b=a e=,4,3
6. Q(b) e/\y, 1
7. Q(a) e=,5,6
1. Vx((x=a)V(x=Db)) P
2. IxP(x) P
3. —P(a) P
4. w: P(w) \%Y
5. (w=a)V(w=D>b) evx, 1
6. w=a P
7. P(a) e=,6,4
8. il e, 7,3
9. P(b) el,9
10 w=D> P
11 P(b) e=, 10,4
12 P(b) eV, 5,6-9,10-11
13 P(b) edx, 2,4-12
14 —P(a) = P(b) i=, 3-13

y)) = ~Q(y)) - Vz=(P(z) A Q(2))
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L WW((Px)A(x=y)) = —Qy)) P

2. Zy D

3. || Plzo) A Q(z0) P

4. || Yyl(P(zo) A (zo=y) = ~Q(y))  evx,1

5. (P(z0) A\ (z0 = z9) = —Q(z0) evy, 4

6. P(zp) e/\1, 3

7. zZ0 = 2 i=

8. P(zo) N (zg = 2¢) i, 6,7

9. _‘Q(Zo) e=,8,5
10. Q(z) e/\y, 3
11. 1 e—, 10,9
12. —(P(z9) N\ Q(z9)) i—, 3-11
13. Vz—(P(z) A Q(z)) ivz, 2-12

8. VxVy(R(x,y) & x =y) F VxR(x, x)

1. WYy(R(x,y)<ex=y) P
2. | xp D
3. | YYy(R(x,x9) & x=x%9) eVx,1
4. | R(xg,X0) & xp0 = X0 evy, 3
5. X0 = X0 i=
6. | R(xo,x0) e, 4,5
7. VxR(x,x) ivx, 2-6
9. Vx—R(x,x), R(a,b) F IxIFy—(x =y)

1. ¥x—R(x,x) P

2. R(a,b) P

3. | a=Db P

4. | R(b,Db) e=, 3,2

5. | =R(b,b) evx, 1

6. | L e, 4,5

7. —(a=Db) i—, 3-6

8. Jy—(a=vy) idy,7

9. IxIJy—(x=y) idx, 8
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10. IxFyR(x,y), IxVy(x =y) F VxVyR(x,y)

1. IxJyR(x,y) P

2. XWy(x=y) P

3. X0 D

4. Yo D

5. u:VWylu=y) W

6. a:dyR(a,y) W

7. b:R(a,b) \W

8. u—a evy, 5

9. a=1u sym=, 8
10. R(u, b) e=9,7
11. R(u,b) edy, 6, 7-10
12. u="> evy, 5
13. b=u sym=, 12
14. R(w, u) e=, 13,11
15. R(u, u) edx, 1,6-14
16. u = xq ey, 5
17. R(xq, 1) e=, 16, 15
18. u =y eVy, 5
19. R(x9,yo) e=, 18,17
20. R(x0,yo) edx, 2, 5-19
21. YyR(xo,y) ivy, 4-20
22. VxVyR(x,y)  ivx, 3-21

11. - ¥xP(x,x) & VxVy(—P(x,y) = ~(x =y))

24




N N N N NRRRRARB R R B @ o}
B W D = O 0 0 NN 0k W= o
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YxP(x,x) P

X0 D

Yo D
P(Yo,Yo) evx, 1
—P(x0,Yo) P

X0 = Yo P
—P(yo,Yo) e=,5,4
1 e, 4,7
—(x0 =yo) i—6-8
—P(x0,Yo) = —(x0 = yo) i=, 5-9
Vy(—P(x0,y) = ~(x0 =y)) ivy, 3-10
VxVy(—P(x,y) = ~(x =y)) ivx, 2-11
vy (—P(x,y) = ~(x =y)) P

X0 D
Vy(—P(xo,y) = —(x0 =y)) evx, 13
—P(x0,%0) = ~(x0 = x0) evy, 15
—P(x0,x0) D

X0 = X0 i=

—(x0 = %o) e=, 17,16
L e—, 18,19
——P(xo,%0) i, 17-20
P(x0,%0) e, 21
VxP(x, x) ivx, 14-22

VxP(x,x) & YxVy(—P(x,y) = —(x
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12. ¥x3y(R(x, y) AP(y)), Vx—R(x, %) by =¥xVY(P(x) = (P(y) = (x

i<, 1-12,13-23




1. Zo D

2. vx3y(R(x,y) AP(y)) P

3. Vx—R(x, x) P

4. VxVy(P(x) = (P(y) = (x=y))) P

5. Fy(R(zo,y) APly)) evx, 2

6. Yo : R(zo, yo) A P(yo) w

7. Fy(R(yo, y) APly) evx, 2

8. X0 : R(yo, x0) /A P(xp) W

9. P(yo) e/\o, 6
10. P(xg) e/\p, 8
11. Yy(Plyo) = (P(y) = (yo=y)))  e¥x 4
12. P(yo) = (P(x0) = (yo = x0)) evy, 11
13. P(xg) = (yo = xp) e=,9,12
14. Yo = Xo e=, 10, 13
15. R(yo, x0) e/\1, 8
16. R(yo,yo) e=, 14,15
17. —R(yo, Yo) evx, 3
18. € e—, 16,17
19. 1 edy, 7, 8-18
20. 1 edy, 5, 6-19
21. —xVy(P(x) = (P(y) = (x=y))) i~,4-20
22.
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