Uloha 1. Jazyk predikatové logiky L je
dén nésledujici volbou symboli:

Pred = {R}, ar(R)=2
Func =10
Kons =0

Méjme tfi sentence

01 = VzR(z,z)

Uloha 2. Rozliste sentencemi matema-
tické struktury (N, <), (Z, <) a (Q, <). Po-
uzivame jazyk predikatové logiky s jedi-
nym (bindrnim) predikidtovym symbolem
<, ktery zapisujeme infixné a v danych
matematickych strukturach ho interpretu-
jeme jako skutecnou ostrou nerovnost.

Co znamena rozli$it dve interpretace né-
jakého jazyka predikatové logiky? To zna-
mena najit sentenci, kterd je pravdiva v
jedné intepretaci, ale nepravdivd v druhé

3 = VzVyVz((R(z,y) A R(y, 2)) = R(z, z))intepretaci (¢i naopak).

Sestrojte tfi interpretace, ve kterych jsou
vzdy pravdivé pravé dveé ze tii vyse uve-
denych sentenci. Az se vam to podari,
pokuste se najit nmeymensi takové inter-
pretace (to jest, interpretace s universem,
které ma nejmensi mozny pocet prvki).

ResSeni. Zde jsou feseni danych t¥ech uloh:
vSechna ovéreni ponechavame na Ctenaice
a Ctenafi. Ne vSechna feSeni jsou nejmensi
mozna.

1. @1, s ¥ @3, coz dokazuje interpretace
U={a,b,c}a

ReSeni. Sestrojime dvé sentence ¢ a 1.
Sentence ¢ rozlisi strukturu (N, <) od
ostatnich dvou, sentence 9 rozlisi struk-
turu (Z, <) a (Q, <).

1. Necht ¢ = VzIy(y < z).

2. Necht ¥ = VzVy(z < y = Jz2(z <
zZ Nz <y)).

Sentence ¢ rika, ze ke kazdému Cislu exis-
tuje ¢islo mensi, coz je pravda pro cela
Cisla, ale nepravda pro pfirozena cisla.
Sentence 9y 1ikd pfiblizné toto: ,mezi
kazdymi dvéma c¢isly existuje dalsi ¢islo“.

[R] = {(a,a), (b,b), (c,c), (a,b), (b, a), (b, C);

2. (o, 3 ¥ 1, coz dokazuje interpretace
U ={a,b,c}a

[R] = {(a,a), (b,0),(a,b), (b,a)}.

3. @1, 93 F @y, coz dokazuje interpretace
U={a,b,c}a

TC} ] Cpgﬁlj(da pro raciondlni ¢isla, ale ne pro
celd &sld. Je nutno vsak byt pii formali-
saci opatrny: sentence ¢/ = VzVydz(z <
z A z < y) by nefungovala. Ta sice fika, ze
pro kazdou dvojici ¢isel existuje ¢islo vétsi
nez prvni a mensi nez druhé, ale vSimnéme
si, Ze to napiiklad pro dvojici (12, 7) neni
pravda (naschval jsme vzali prvni ¢islo
vétsi nez druhé). Ze stejného divodu by
nefungovala sentence 9" = VaVy(-(z =

IR] = {(a,a), (b,b),(c,c),(a,b),(bc),(agd)F Fz(z < 2 Az < y)).



Poznédmka: pokud bychom se snazili roz-
lisit (Q, <) a ((R), <), nepovede se ndm to.
(To je pomérné pokrocily vysledek tykajici
se predikatové logiky.)

Uloha 3. Méjme matematickou strukturu
(N, +, ), tedy pfirozena ¢isla s operacemi
s¢itani a nasobeni. Uvazujme piislusny ja-
zyk predikitové logiky (obsahujici dva bi-
narni funkéni symboly, dejme tomu + a -)
a interpretujme tento jazyk v dané mate-
matické strukture. Sestrojte formule s na-
sledujicim vyznamem:

1. Formule ¢, kde free(p) = {z} a
[¢] ) = {0}

2. Formule 9, kde free(p) = {z} a
[¢] ) = {0}

3. Formule a, kde free(a) = {y, 2} a

2.
[2](.2) = {(m,n) € N* | n je naslednikem m}y

4. Formule B, kde free(a) = {y, 2} a
[[:B]](y,z) - {(m’n) € N2 | m < TL}
ReSeni. 1. Necht go(z) = (z + z = z).

2. Necht py(z)=(z-z=2)A~(z+z =
z). Zkracené:

01(z) = (z -z =z) A ~po(z).

3. Necht ¢,(z,y) = Fz((z + z =
¢1(z)), tedy nezkracené:

y) A

4. Necht p,(z,y) = J2((z +2 = y) A
~po(2))-

Uloha 4. Naleznéte sentenci, ktera cha-
rakterisuje

1. vSechny jednoprvkové interpretace,
2. vSechny dvouprvkové interpretace,
3. nulaprvkovou intepretaci.

Co znamend, ze sentence ¢ charakteri-
suje vSechny jednoprvkové interpretace?
To znamend, Ze je ¢ pravdiva prave pro
ty interpretace Z, jejichZz universum ma
presné jeden prvek.

Obecnéji: Co znamend, Ze sentence ¢
charakterisuje tridu interpretaci C? To
znamena, ze je ¢ pravdiva prave pro ty in-
terpretace Z, které lezi v C.

ReSeni. 1. Necht ¢, = JzVy(y = z).
echt ¢, = JzTy(—(z = y) AVz(z =
Vz=y)).

3. Necht ¢y = —Jz(z = z).

pn(2,9) = Fa((e+2 = YA (22 = 2)A~(z+2 = 2))).



