1 Opakovani: indukce na prirozenych cislech
Uloha 1. Pro ka#dé ptirozené &islo n € N definujme
U, =0 +13+2+... 4+ nd

(V sumacénim zdpisu tedy definujeme U, := 31 ;13.)
Dokazte, ze pro vSechna n € N plati rovnost

Un = nz(n4+ 1)2

Uloha 2. Mé&jme = € R, pro které plati z # 1. Dokazte (indukci podle n),
ze pro vSechna n € N plati rovnost

$n+1 -1

l+z4--+2" =
z—1

Dale dokazte, Ze nerovnost

«/5+x/i+---+ﬁ<§(n+1)¢n—ﬂ

plati pro vSechna prirozena n.
Vyrazy, ve kterych se vyskytuji tii tecky, pfevedte do sumacéniho zépisu.

Uloha 3. Dokazte, #e pro kazdé ptirozené &islo n spliwjici n > 3 plati ne-
rovnost
n! 2

nr o n?’

Uloha 4. Predpokladejte, Ze existuji konstanty a, b, ¢, d takové, Ze pro
v8echna kladna cela ¢isla n plati rovnost

> i(i+ 1) = an®+bn® + cn + d.

i=1
Vybérem konkrétnich hodnot pro n odvodte, jakych hodnot by pak dané
konstanty nutné musely nabyvat (vyuzijte své znalosti linedrni algebry).
Poté potvrdte obecnou platnost vasi rovnosti indukci.



2 Induktivneé definované mnoziny

Uloha 5. 1. Induktivné definujte mnozinu vSech sudych prirozenych cisel
(jako podmnoZinu v§ech pfirozenych &isel).

2. Induktivné definujte mnozinu vSech lichych pfirozenych cisel.
Uloha 6. Necht S je podmnozina N x N zadana induktivnimi pravidly
1. (n,0) je v S pro kazdé n € N.
2. Pokud je (n,m) v S, pak jev Si(n,m+1).
e Ukazte, 7Ze (4,3) € S.
e Dokazte, ze S = N x N.
P11 feSeni dlohy vam mftiZe pomoci nakreslit si obrazek.
Uloha 7. Necht T je podmnozina N x N zadana induktivnimi pravidly
1. (0,0) jev T.
2. Pokud je (n,m) v T, pakjevTi(n,m+1).
3. Pokud je (n,m) v T, pak jevTi(n+ 1,m).
4. Pokud je (n,m) v T,pakjevTi(n+1,m+1).
e Dokazte dvéma riznymi zpisoby, ze (4,3) € T
e Dokazte, ze T'=N x N.

e Jak by vypadala mnozina T, kdybyste z jeji induktivni definice ode-
brali prvni, druhé, tieti ¢i ctvrté pravidlo?

Uloha 8. Necht ¥ = {a,b}. (Mno#inu % chapejte jako abecedu o dvou sym-
bolech a, b.) MnozZinu S C ¥* definujeme nésledujicimi induktivnimi pra-
vidly:

1. e € S. (Prazdné slovo nalezi do S.)

2. Pokud w € S, pak awb € S.



3. Pokud w € S, pak bwa € S.
4. Pokudwe SauesS, pkwucs.

Pfipomenuti: MnoZina ¥* je mnoZina vSech (kone¢nych) slov nad abecedou
2, symbolem € oznacujeme prazdné slovo.

e Ukazte, ze S obsahuje slova aabbbbaa i baba.

e Dokazte strukturdlni indukci, Ze vSechna slova v mnoziné S obsahuji
stejny pocet znakd a i b.
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