LGR — sémantika vyrokové logiky

Matéj Dostal

Uloha 1. V této tiloze je mnoZinou atomickych formuli mnozina
At = {a,b,c,d}.

O naésledujicich formulich vyrokové logiky rozhodnéte, zda jsou tautologi-
emi, kontradikcemi, a zda jsou splnitelné.

1. (ma=1b)V ((aA-c) < b).

2. (a=(bVve)V(c= a).

3. ((a=0b)Ac)V(and).
Zakreslete syntaktické stromy téchto formuli.
ReSeni. Reseni je natoteno na videich ke cvigeni.
Uloha 2. Rozhodnéte, zda je mnoZina spojek

1. {~,=},

2. {T,=1},

3. {L,=},

4. {T,®,V},

5. {7, ®,V},

uplnym systémem logickych spojek. (Spojka @ znaci vylucovaci nebo, tedy
zor.)



ReSeni. Regeni prvnich tfech ptipadt je natoéeno na videich ke cviceni.

U ¢tvrtého zadéani si vSimnéte, ze ¢ & T H—p. , Vyrazova sila“ mnoziny
spojek {T,®, V} je tedy nejméné tak silna, jako ,vyrazova sila“ mnoZiny
spojek {—,V}, to je ale Gplny systém logickych spojek. Tedy i mnozina
spojek ze zadani tvori uplny systém.

U péatého zadani si vSimneéte, Zze dand mnozZina obsahuje spojky negace
a disjunkce, coz staci k tomu, aby tato mnozina byla Gplnym systémem
logickych spojek.

Uloha 3. Matematickou indukci definujte zkratky

pro kazdé kladné ptirozené C&islo n, kde pro kazdé pfirozené 7 (1 < 1 < n)
je oy formuli vyrokové logiky.
Promyslete, jak by bylo vhodné dodefinovat dané zkratky pro n = 0.

Reseni. Tato tloha je feSena ve videu ke cviceni.
Uloha 4. Dokazte matematickou indukci zobecnéné De Morganovy zékony:

i, </n\ ai> . S/l(ﬁai),

=1

- <,\—n/1 ai> H Z\l(ﬁai).

Reseni. Jedna z téchto 1loh je feSena ve videu ke cvi¢eni. Druha se dokazuje
duéalné.

Uloha 5. Doka#te matematickou indukci, %e prvni dva ni%e zapsané zobec-
néné distributivni zékony plati pro vSechna kladnd pfirozena ¢isla n. Vyu-
Zijte téchto zédkond k dikazu zbyvajicich dvou distributivnich zdkond. (Pro
lepsi Citelnost jsou do zapisu pfipsany velké zavorky, které bychom ve sku-
teCnosti psat nemuseli/neméli.)

1.

<\_"/ Olz‘) A BH {/(ai/\ﬁ),
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</n\ ai> vﬁl:IZ\l(aivﬁ),
(52) (%) 3 (imrm).
(Ao (As) A (Aevan)

ReSeni. Vyfesime polovinu zadanych podiuloh, druhé polovina se fesi dualng.
1. Postupujeme matematickou indukci podle n.

Zakladni krok Ukazeme, ze tvrzeni plati pro n = 1. Plati
1 1
(\/ai> ANB=ar ANb=\/(a;AB),
i=1 i=1
totozné formule jsou samoziejmé sémanticky ekvivalentni.

Indukcni krok Nasim indukénim predpokladem bude, Ze tvrzeni plati
pro néjaké konkrétni £ > 1. UkdZeme, Ze pak tvrzeni plati i pro
k + 1. Pfedpokladejme tedy, Ze (\/ic 1O ) ABEVY (a; AB). Pak

<’c\7ai> AB = (\'7 oV ani) 19

1=1 7=1

H <<z\i€/1 ai> A ﬁ) V (a1 A B)

k
H\/ (i A B) V (cks1 A B)
i=1
k+1
=\ (as A B).
1=1
V apravach postupné pouzivame
(a) definici velké disjunkce,
(b) klasicky distributivni zakon,

(c) indukéni predpoklad a vétu o substituci,
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(d) definici velké disjunkce.

Indukce Principem matematické indukce jsme dokazali, ze pro kazdé
kladné pfirozené ¢islo n plati sémantickd ekvivalence

(\/ OLL') /\ﬂ':' \/(OLL /\IB)
i=1 i=1
2. Redeni této podilohy je dualni k feSeni pfedchozi podilohy.
3. Pouzijeme jiz dokdzanych tvrzeni z této tlohy.

<\n/ ai) A (j\z ﬁj) ‘:'l\n/(az‘ AJ\Z B;)

1=1 =1

V tupravach postupné pouzivame
(a) zobecnény distributivni zakon,
(b)
(c)

)

(d) sémantickou komutativitu konjunkce a vétu o substituci.

sémantickou komutativitu konjunkce,

zobecnény distributivni zdkon a vétu o substituci,

4. Regeni této podilohy je duélni k fefeni pfedchozi podilohy.

Uloha 6. Které zakony pro sémantickou (tautologickou) ekvivalenci formuli
se spojkou V zlstanou v platnosti, pokud V nahradime spojkou @, neboli
spojkou “vylucovaci nebo”? Bude & splnovat sémantickou idempotenci, ab-
sorpci, komutativitu, asociativitu? Bude A sémanticky distributivni vici &
a @ sémanticky distributivni vaci A7

Reseni. Dané vlastnosti prozkouméme postupné.

1. Spojka @ neni sémanticky idempotentni. Plati o & o H L.
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2. Spojka @ by byla sémanticky absorbujici, pokud by platilo ¢ @& (¢ A
1) H . To ale neplati, misto toho plati ¢ & (@ AY)Hp A =9

3. Spojka & je sémanticky komutativni, coz lze lehko ovéfit. (Sestavte
si vhodnou pravdivostni tabulku.)

4. Spojka @ je sémanticky asociativni, coz lze lehko oveérit.

5. Plati p A (W ® x) H (e A Y) @ (¢ A x)? Ano, sestavte pravdivostni
tabulku.

6. Plati p® (Y Ax)H(p®Y)A (@@ x)? Obecné ne, uvazujte pravdivostni
ohodnoceni u, ve kterém plati u(p) = 1, u(¢) =0, u(x) = 1.

Uloha 7. Dokazte, #e pro kazdou formuli vyrokové logiky ¢ plati:
© je splnitelnd pravé tehdy, kdyz —¢ neni tautologie.

Reseni. Mame dokazat tvrzeni tvaru ekvivalence, kupodivu viak neni tfeba
dokazovat oba sméry zvlast.

Necht ¢ je formule vyrokové logiky. Z definice splnitelnosti plyne, ze
@ je splnitelnd pravé tehdy, kdyz existuje pravdivostni ohodnoceni u, ve
kterém je ¢ pravdiva (tedy plati u(¢) = 1). Ale pro kazdé pravdivostni
ohodnoceni plati u(¢) = 1 pravé tehdy, kdyz u(—¢) = 0. Formule ¢ je tedy
splnitelna pravé tehdy, kdyz existuje pravdivostni ohodnoceni u, pro které
plati u(—¢) = 0. Takové ohodnoceni ale existuje pravé tehdy, kdyz —¢ neni
tautologie.

Uloha 8. Zkuste pfijit na co nejvice co nejriiznorodéjsich ptikladt slov, ktera
jsou

1. sebepopisné (piiklad: ,ctyfslabicné®),
2. sebenepopisna (ptiklad: ,desetipismenné*).

Uloha 9. Mé&jme mnozinu formuli

S={a= (bAc),b= (-aV c)}.
Je S splnitelna?

Vysledky. Tato tloha je reSena ve videu ke cviceni.
Ano, mnoZina S je splnitelna, nebot je pravdiva napf. v pravdivostnim
ohodnoceni u, pro které plati u(a) =0, u(b) =0, u(c) = 0.
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Uloha 10. Mé&jme mnozinu formuli

T={aVbcVvbb= (anb)}.
Plati T |= b?

Vysledky. Ne. Svédkem je napf. pravdivostni ohodnoceni u, pro které plati
u(a) = 1, u(b) = 0, u(c) = 1. V tomto ohodnoceni je T pravdiva, ale b
nepravdiva.

Uloha 11. Pro danou formuli ¢ naleznéte CNF 1, ktera je sémanticky ekvi-
valentni (tautologicky ekvivalentni) s ¢. Pokuste se formuli ¢ zjednodusit.

l.o=(anb)®(bVc)
2.9=(a=(bArc))@® (b= (a V)
3. p=(alb) = ((a@c)V(b®C))
4. p=((@and)=(bVvc)) = (a=1D)
5. p="((a=d)Vv(bArc)) @ (ald)

Vysledky. Zde ukazujeme pouze jeden z mnoha moznych vysledkd.
1. (ma Vv —b)A(bVec)
2. (aVvbd)A(=bV —c)
3.avbve
4. ma Vb
5. ma A (—bVec)

Uloha 12. Naleznéte disjunktivni a konjunktivni normalni formy nasleduji-
cich Booleovych funkci f, g a A. Proménné z, y a z representujte atomic-



kymi formulemi a, b a c.

R PR, PO O O O Ol
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_ O, O L, O~ ON

Vysledky. Ke kazdé funkci uvaddim jen jeden z moznych tvar prislusné for-
mule v disjunktivni a konjunktivni normalni formé.

Funkce f DNF: (z A—yA2z)V(zZAyA-2z)V(TAYAZ)
CNF:a A (bVec)
Funkce g DNF: (mz A—yA—2) V(2 AyA—2)V(—zAyAz)V(zV-yV2)
CNF: (bV —¢) A (—a Vv —b)
Funkce h DNF: (ma Ac)V (bA —c) V (a A —b)
CNF: (aVbVec)A(—aV bV -c)
Uloha 13. Naleznéte nega¢ni normalni formy (NNF) nésledujicich formuli:
1. =(a A (bA )
2. °((a=0b)Vve)
3. °((an-b)V ((and)=c))
Reseni. S jednim mo#nym postupem tprav do nega¢ni normalni formy:
1. "(aAN(bA-Cc)H-aV(bA—c)H-aV bV -—cH-aV-bVc
2. "((a=bd)Vve)H=(a=b)A—-cH(aAb)A—c
3.

“((an-b)V((and)=c)))H=(aA-b)A-((aAb)=c)
H(—a VvV ==b) A ((@ A b) A —c)
H(—aVb)A ((aANb)A—c)



Uloha 14. Ukaite, #e plati nasledujici disledky.

1. {a=BB=ta=n

[\o]

. {a = B,7B} = - (modus tollens)

w

Aavpa=r,=1}tE"
4. {a= B,a= p} =«
5. {(anb)=c(an-b)=c}Ea=c

Reseni. Prvni poduloha je feSena na videu ke cvigeni.
K ovéfeni ostatnich diisledkd mizete vyuzit napiiklad generator prav-
divostnich tabulek ze stranky http://logictools.org/prop.html.

Uloha 15. At je Con(a) mnozina viech sémantickych disledkd formule a.
Dokazte, ze o = f pravé tehdy, kdyz Con(B) C Con(a).

Reseni. Uvedeme kratky dikaz opirajici se o nékolik snadnych tvrzeni. Do-
kazte je samostatné.

Predpokladejme, Ze plati a = . Vezméme libovolné v € Con(B). Plati
B = 7. Z transitivity vztahu = (dokaZte) odvozujeme o = v, a tedy
v € Con(a).

Predpokladejme, Ze plati Con(f) C Con(a). Jelikoz B = B, plati f €
Con(f), a proto z pfedpokladu plati i § € Con(a). To ale znamena, Ze
o = B, coz jsme méli dokéazat.

Uloha 16. Jako vysetfovatel(ka) znate néasledujici fakta:

—

. Pokud byla Sarah opil4, pak James vrazdil nebo Sarah lhala.

[\o]

. Urcité€ nastala alespon jedna moZnost z:

e James vrazdil.

e Sarah nebyla opilad a vrazdilo se o piilnoci.
3. Pokud se vrazdilo o ptilnoci, tak James vrazdil nebo Sarah lhala.

4. Sarah strizliva nelze.

D4 se na zakladé téchto fakt zjistit, zda vrazdil James?


http://logictools.org/prop.html

1.

2.

Vyse zminénd fakta a hypotézu formalisujte pomoci vyrokové logiky.

Zjistéte, zda je tvrzeni, Ze James vrazdil, sémantickym disledkem
fakt z vySetrovani.

ce,

Uloha 17. Jsme na ostrové, na kterém #iji jen poctivci a padousi. Poctivci

mluvi vzdy pravdu a padousi vzdy lzou. Zkuste vyTesit nasledujici hadanky.

1.

Tt obyvatelé ostrova, A, B a C si povidaji na zahradé. Kolem jde
cizinec a pta se A: ,Jste padouch, nebo poctivec?“ A odpovi, ale
nezfetelné, takze cizinec nevi, co A fekl. Cizinec se nato zeptd B:
,Co fikal A?“ B odpovi: , A fikal, ze je padouch.“ V tom okamziku C
fekne: , Nevérte B, ten 1ze!“

Co jsou B a C?

Cizinec prijde k dalSim tfem obyvateltim ostrova. Zepta se A: ,,Kolik
je mezi vami poctivci?“ A odpovi nezfetelné. Cizinec se zepta B: ,,Co
fikal A?“ B odpovi: ,,A fikal, Ze je mezi ndmi jediny poctivec.” Nato

fekne C: ,,Nevérte B, ten 1ze!“

Co jsou B a C?

. Ted mé&me dva obyvatele ostrova, A a B. A prohlasi: ,,Alespon jeden

z nas je padouch.”

Co jsou A a B?

Zase mame tti, A, B a C. A a B prohlasi:
A: , Vsichni jsme padousi.“
B: ,Pravé jeden z néas je poctivec.“

Co jsou A, B a C?
Co kdyby v pfedchozim piikladu A a B fekli:

A: ,,Vsichni jsme padousi.*
B: ,,Pravé jeden z nés je padouch.

Dé se urcit, co je B? D4 se urcit, co je C?

Uloha 18. Jste na ostrové poctivcii a padouchii. Provadite s¢itant (a rozfa-
zovani) lidu. To jest, chcete zjistit, kdo je poctivec a kdo padouch.

1.

Vstoupite do prvniho domu, otevie vAm muZ se Zenou. Zeptate se,
kdo je kdo, muz odpovi: ,,Oba jsme padousi.*
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2. Vstoupite do druhého domu, oteviou vam dva muzi. Zeptate se, zda
jsou padousi, prvni muz odpovi: , Alespon jeden z néas je.“

3. Vstoupite do tretiho domu, oteviou vam dvé Zeny. Zeptate se prvni,
zda je poctiva. Odpovi: ,,Pokud jsem poctiva, pak je poctiva i mé
Zena.“

4. Vstoupite do ¢tvrtého domu, otevie vAm muz se Zenou. Zeptate se, co
jsou za¢. Muz odpovi: ,,Se zenou jsme jednoho druhu — oba poctivci
nebo oba padousi.“
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