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Sémantika výrokové logiky - pravdivostńı hodnoty

Sémantika p̌rǐrazuje formuĺım (syntaktickým objekt̊um) význam.
Ve výrokové logice vyhodnocuje pravdivost formuĺı.

Booleovské (pravdivostńı) hodnoty

Pravdu znač́ıme jako 1, nepravdu jako 0.
Množinu pravdivostńıch hodnot označujeme jako Bool = {0, 1}.

Pravdivostńı ohodnoceńı formuĺı bude speciálńı funkce typu

u : Fm(At)→ Bool.

I Pravdivost formule záviśı na pravdivosti jej́ıch část́ı.

I Je nutno znát (či zadat) pravdivost atomických formuĺı.



Sémantika výrokové logiky - logické spojky

Funkce typu Booln → Bool (n ∈ N) se nazývá booleovská funkce.
Význam logických spojek a konstant je dán booleovskými funkcemi
(pravdivostńımi tabulkami):

vstup 1 vstup 2 J∧K J∨K J⇒K J⇔K
0 0 0 0 1 1

0 1 0 1 1 0

1 0 0 1 0 0

1 1 1 1 1 1

vstup 1 J¬K
0 1

1 0

J>K J⊥K
1 0



Sémantika výrokové logiky - pravdivostńı ohodnoceńı

Pravdivostńı ohodnoceńı
Pravdivostńı ohodnoceńı u je zobrazeńı u : Fm(At)→ Bool
respektuj́ıćı sémantiku logických spojek, tj., splňuj́ıćı:

I u(>) = J>K = 1.

I u(⊥) = J⊥K = 0.

I u(¬α) = J¬K(u(α)).

I u(α ∧ β) = J∧K(u(α), u(β)).

I u(α ∨ β) = J∨K(u(α), u(β)).

I u(α⇒ β) = J⇒K(u(α), u(β)).

I u(α⇔ β) = J⇔K(u(α), u(β)).

u(α) = 1 znamená, že formule α je pravdivá v ohodnoceńı u,
u(α) = 0 znamená, že formule α je nepravdivá v ohodnoceńı u.



Sémantika výrokové logiky - pravdivostńı ohodnoceńı

Tvrzeńı
Každé pravdivostńı ohodnoceńı u : Fm(At)→ Bool je jednoznačně
určeno svými hodnotami na atomických formuĺıch a ∈ At.
To jest: k zadáńı pravdivostńıho ohodnoceńı u : Fm(At)→ Bool
stač́ı zadat zobrazeńı uAt : At → Bool (ohodnoceńı atomických
formuĺı).

Důsledek
Máme-li |At| = n atomických formuĺı, pak počet všech r̊uzných
pravdivostńıch ohodnoceńı je 2n.

Pravdivostńı hodnoty formule o n logických proměnných ve všech
r̊uzných ohodnoceńıch lze zapsat do tabulky o 2n řádćıch. Každý
řádek representuje jiné ohodnoceńı.



Sémantika výrokové logiky - splnitelnost

Definice
Formule ϕ ∈ Fm(At) se nazývá

I splnitelná formule, jestliže je pravdivá v alespoň jednom
ohodnoceńı,

I tautologie, jestliže je pravdivá ve všech ohodnoceńıch,

I kontradikce, jestliže neńı pravdivá v žádném ohodnoceńı.

Př́ıklad
Formule ϕ = (a ∧ b)⇒ (b ∧ c) je splnitelná, protože je pravdivá
nap̌r. v ohodnoceńı u daném hodnotami
u(a) = u(c) = 0, u(b) = 1.
Formule ϕ však neńı tautologie, svědkem je ohodnoceńı ũ dané
hodnotami ũ(a) = ũ(b) = 1, ũ(c) = 0, v němž je ũ(ϕ) = 0.



Sémantika výrokové logiky - splnitelnost

Definice
Množina formuĺı S se nazývá splnitelná, pokud existuje alespoň
jedno pravdivostńı ohodnoceńı u, ve kterém jsou pravdivé všechny
formule ϕ ∈ S (najednou). Jinak ji nazveme nesplnitelnou.

Př́ıklad
Množina S = {a⇒ b,¬b} je splnitelná. Svědkem splnitelnosti je
ohodnoceńı u, pro které plat́ı u(a) = 0, u(b) = 0.

Př́ıklad
Množina S = {a ∨ b,¬a,¬b} je nesplnitelná. Přitom každá
jednotlivá formule z S je splnitelná.



Sémantika výrokové logiky - sémantická ekvivalence

Definice
Řekneme, že formule ϕ a ψ jsou sémanticky ekvivalentńı, jestliže
pro každé ohodnoceńı u plat́ı u(ϕ) = u(ψ). Znač́ıme

ϕ |=| ψ.

Definice
Mějme formuli ϕ ∈ Fm(At). Jej́ı význam je jej́ı pravdivostńı
tabulka: booleovská funkce

JϕK : BoolAt → Bool

uAt 7→ u(ϕ).



Sémantika výrokové logiky - sémantická ekvivalence

Poznámka
Formule ϕ a ψ jsou sémanticky ekvivalentńı, pokud maj́ı stejný
význam: to jest, pokud JϕK = JψK (pravdivostńı tabulky ϕ a ψ se
shoduj́ı).

Př́ıklad
a⇒ b |=| ¬a ∨ b.

Tvrzeńı
Sémantická ekvivalence je relace ekvivalence na množině Fm(At).
To jest: necht’ α, β, γ ∈ Fm(At). Pak

I α |=| α (reflexivita).

I Pokud α |=| β, pak β |=| α (symetrie).

I Pokud α |=| β a β |=| γ, pak α |=| γ (transitivita).



Sémantika výrokové logiky - substituce

Tvrzeńı
Jsou-li α, β, γ a δ formule splňuj́ıćı α |=| γ a β |=| δ, pak plat́ı

I ¬α |=| ¬γ
I (α ◦ β) |=| (γ ◦ δ), kde ◦ označuje libovolnou binárńı spojku.

Sémantická ekvivalence respektuje logické spojky.
Můžeme substituovat podformule za sémanticky ekvivalentńı
podformule a neporuš́ıme sémantickou ekvivalenci.

Př́ıklad
Jelikož plat́ı a⇒ b |=| ¬a ∨ b a c |=| c, plat́ı i

(a⇒ b) ∨ c |=| (¬a ∨ b) ∨ c .



Sémantika výrokové logiky - jak
”
negovat“ tvrzeńı?

Jak p̌revádět tvrzeńı v
”
negativńım“ tvaru do

”
positivńıho“ tvaru?

I
”
Neńı pravda, že neńı pravda, že přśı.“

I
”
Neńı pravda, že jsem byl v klubu a propil nájemné.“

Chceme p̌revádět formule tvaru ¬ϕ na sémanticky ekvivalentńı
formule, jejichž hlavńı spojka neńı negace.

I ¬> |=| ⊥, ¬⊥ |=| >
I ¬¬ϕ |=| ϕ
I ¬(ϕ ∧ ψ) |=| ¬ϕ ∨ ¬ψ, ¬(ϕ ∨ ψ) |=| ¬ϕ ∧ ¬ψ
I ¬(ϕ⇒ ψ) |=| ϕ ∧ ¬ψ
I ¬(ϕ⇔ ψ) |=| (ϕ ∧ ¬ψ) ∨ (¬ϕ ∧ ψ)



Sémantika výrokové logiky - negačńı normálńı forma

Definice
Literál je bud’ atomická formule, nebo jej́ı negace.

L ::= a | ¬a, a ∈ At

Definice
Formule ϕ ∈ Fm(At) je v negačńı normálńı formě, pokud byla
syntakticky sestavena z literál̊u bez použit́ı spojky negace.

N ::= L | > | ⊥ | N ∧ N | N ∨ N | N ⇒ N | N ⇔ N

Tvrzeńı
Každá formule je sémanticky ekvivalentńı nějaké formuli v negačńı
normálńı formě.
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