Matematickd vyrokova logika

13. bfezna 2024

Tento text slouZi jako kompilace piiprav k pfedndskdm z vyrokové logiky predmétu
Logika a grafy. Omluvte prosim mirnou nevyvazenost textu: pribéznym dopliiovdnim po-
drobnosti mohou nékteré sekce ptisobit celkem pIné, zatimco nékteré sekce jsou zatim stéle
pouhé lecture notes k pfednaskam.

V sekci 1 zavedeme syntax vyrokové logiky a pfedvedeme, jak induktivni definice
jazyka vyrokové logiky umoziiuje definovat funkce na formulich vyrokové logiky re-
kursivne.

Sekce 2 je kompilaci pfikladii slouZicich k osvétleni dtikazového systému prirozené de-
dukce ve vyrokové logice. Zavadime zde odvozovaci pravidla a ukazujeme, jak jsou vyu-
zivana ve formdlnich diikazech.

Klasickou sémantiku vyrokové logiky zavadime v sekci 3: definujeme pojem vijznamu
formule jako jisté booleovské funkce, zavddime pojem splnitelnosti formule, sémantickou
ekvivalenci, a studujeme pojem sémantického diisledku.

Zodpovime otdzku, zda je kazda booleovska funkce representovatelnd néjakou for-
muli vyrokové logiky.

Kratka sekce 4 zmiriuje bez diitkazu dilezity vysledek propojujici pojmy logického a
sémantického dtsledku: tzv. vétu o korektnosti a iiplnosti.

1 Syntax vyrokové logiky

Definice 1.1 (Jazyk vyrokové logiky). Méjme mnoZinu atomickijch formuli At. MnoZina vSech
formuli vyrokové logiky nad mnoZinou At je definovana induktivné:

Kazda atomicka formule a € At je formule.

T a L jsou formule.



¢ Je-li ¢ formule, pakjei (—¢) formule.

* Jsou-li @ a @, formule, pakjei (@1 /\ @2) formule.
¢ Jsou-li 1 a @, formule, pakjei (@1 V @2) formule.
* Jsou-li @ a @, formule, pakjei (@1 = ¢,) formule.
* Jsou-li @1 a @, formule, pakjei (@1 < ¢2) formule.

Retézec znakti je formule pouze tehdy, kdyZ o ném tuto skute¢nost mtizeme odvodit pomoci
vyse zminénych pravidel v kone¢né mnoha krocich.
MnoZinu vSech formuli vyrokové logiky nad mnoZzinou At znac¢ime Fm(At).
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Poznamka 1.2. K jednodussimu popisu formdlnich jazykt se ¢asto pouzivd Backusova-
Naurova forma (BNF). Pro nas jazyk vyrokové logiky by pfislusnd forma vypadala nésle-
dovné:

Fe=al|T|LIRH[IFAFR[FVFI[(F=F)I|(F&F)

kde a oznacuje atomickou formuli a F formuli vyrokové logiky. BNF slouzi ke kratkému
popisu toho, jakym zptisobem 1ze formule konstruovat. Jednotlivé zptisoby konstrukce jsou
oddéleny svislou carou |. Formuli I1ze tedy zkonstruovat tak, Ze vybereme atomickou for-
muli, symbol T & L, nebo vezmeme jiz zhotovené formule, propojime je nékterou z dostup-
nych logickych spojek a obalime zdvorkami. Spojka — (negace) je undrni, zbylé spojky A
(konjunkce), V (disjunkce), = (implikace) a < (ekvivalence) jsou binarni.

Priklad 1.3. Necht At = {a,b,c,d}. Pfikladem formuli z mnoziny Fm(At) jsou napfiklad
formule
(aN(bVc)), (—=b), ¢ ((—a) = (—b)).

Poznamka 1.4. Formule z Fm(At) splituji takzvanou unique readability property (URP), ¢esky
jednoznacnou Citelnost. Neformdlné feceno, u kazdé formule ¢ € Fm(At) Ize jednoznacné
urdcit

1. pravidlo BNEF, kterym byla ¢ vytvofena,

2. stavebni ¢asti (,,pfimé podformule”), které byly pfi konstrukci ¢ podle pravidla BNF
pouZzity.

Napfiklad u formule ¢ = (a/\ (b V c)) je vidét, Ze

1. jeji hlavni spojkou je konjunkce /\ (vznikla spojenim dvou formuli ¢; a ¢, logickou
spojkou N),

2. formule @1 a @ jsou jednoznaéné dané; jsou to formule aa (b 'V c).



Pozorovani 1.5. Formule jsou jednozna¢né citelné diky svému uzavorkovani. Dopliite za-
vorky v néjaké formuli na ovaly, a tyto ovaly ve vasi formuli vytvoii systém , vrstevnic”,
které umoznuji ,,detekovat” hlavni spojky a pfimé podformule.

Znaceni 1.6. Dovolime si pfi zdpisu formuli dvéma zptisoby relaxovat znacenti:

1. U formuli nebudeme psét vnéjsi zavorky. Napiiklad formuli
(=(p = (—q)) V (—(—71)))

muZeme zapisovat jako
(=P = (=q)))V (=(=r).

2. U formuli, ve kterych se vyskytuje negace, nebudeme kolem negace pouzivat zadvorky.
Vyse zminénou formuli

(=P = (=a)))V (=(=r))
tedy mlizeme zapisovat jako
~(p = —q)V
Striktné vzato fetézec
~(p=—q)V oo

podle nasi definice formule formuli neni. JelikoZ je vSak tento zapis Citelnéjsi a lze z négj
jednoznacné urcit, jakou formuli by popisoval, kdybychom znaceni nerelaxovali, nebude
nase dohoda o zapisu délat Zadné problémy.
Pozor! V fetézci
—(p=—q)
jsou zavorky duleZité. Retézec
“P="q

je v relaxovaném znacenti jinou formuli, a to formuli

((=p) = (=q)).

Definice 1.7 (Syntakticky strom formule). Syntakticky strom formule ¢ je kofenovy strom
synt(¢) s oznaenymi vrcholy zadany rekursivnim vypoctem nasledovné:

1. Pokud je ¢ atomickou formuli ¢i pokud ¢ = T nebo ¢ = L, pak synt(¢) je jediny
vrchol s oznacenim ¢.

2. Pokud ¢ = — pro néjakou formuli \, pak synt(¢) je strom

-

|
synt(1)).



3. Pokud ¢ =1 ox (kde o je jakakoli bindrni logickd spojka), pak synt(¢) je strom

@)

TN

synt(p) synt(x).

Piiklad 1.8. Sestrojime syntaktické stromy formuli
x=(aN(bVc)), B =—b, Y =—a= —b.
Syntakticky strom formule o vypada nasledovné:

A\

/N

a V

b ¢

Syntakticky strom formule (3 vypadd nasledovné:

|

b

Syntakticky strom formule 'y vypadda nasledovné:

=

||
a b
Definice 1.9 (Hloubka formule). Hloubka formule ¢ je pfirozené ¢islo hl(¢) zadané rekur-
sivnim vypoctem nasledovné:
1. Pokud je ¢ atomickou formuli ¢i pokud ¢ = T nebo ¢ = L, pak hl(¢) = 0.

2. Pokud ¢ = — pro néjakou formuli P, pak hl(¢) =1+ hl().
3. Pokud ¢ =1 oy (kde oje jakdkoli bindrni logicka spojka), pak hl(¢) = 1+ max(hl(1), hl(x)).



Pfiklad 1.10. U formule a /\ (b V ¢) spoctéme jeji hloubku:

hi(a A (bVc)) =1+ max(hl(a),hl(bV c))
=1+ max(0,1+ max(hl(b),hl(c)))
=1+ max(0,1+ max(0,0))
=1+ max(0,1)
=1+1=2.

Definice 1.11 (Podformule). Mnozina podformuli formule ¢ € Fm(At) je podmnozina pf(¢) C
Fm(At) zadana rekursivnim vypoctem nésledovneé:

1. Pokud je @ atomickou formuli ¢i pokud ¢ = T nebo ¢ = L, pak pf(¢) = {¢}.
2. Pokud ¢ = — pro néjakou formuli ¥, pak pf(¢@) = {¢} U pf(P).

3. Pokud ¢ =1 o (kde o je jakdkoli bindrni logicka spojka), pak pf(¢) = {@} U pf() U
pf(x).

Piiklad 1.12. U formule a /\ (b V ¢) spo¢téme mnoZinu jejich podformuli:

pflaN(bVc)) ={aN
={aA
={aN
={aA

bVe)lupf(a)Upf(bVe)
bVe)lu{alu{bV ctupf(b)Upf(c)
bVe), a, bVclu{btuic}

bVe), a, bVe, b, ¢}

—~ —~ —~

2 Ptirozena dedukce ve vyrokové logice

Ptirozena dedukce je ditkazovyj systém. Jeji hlavni ¢asti jsou odvozovaci pravidla, jejichz sklada-
nim je moZné tvorit (formdlni) ditkazy.

Zakladni tlohou, kterou budeme fesit, je ovéfovani logického diisledku.

Méjme formule @1, @3, ..., @n (tzv. pfedpoklady) a formuli P (zdvér). Je P logickym da-
sledkem predpokladt @1, @2, ..., 9n? Pokud ano, budeme tento vztah znacit jako

(pll(PZr---r(Pn'_ll)/

kde - je znak pro vztah logického dtsledku, a celému zédpisu @1, @2,..., on F P fikdme
sekvent.

Rozhodnout, Ze je \ logickym diisledkem piedpokladi @1, @2, ..., n, miZeme kon-
strukci formdlniho ditkazu formule \ z mnoZiny pfedpokladt {¢1, @3,..., ¢n}. Tvorbu di-
kazt pfedvedeme na vhodné zvolenych pfikladech, které budou ilustrovat odvozovaci pra-
vidla pro préci s jednotlivymi logickymi spojkami.
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Konjunkce a implikace

Spojka | Zavedeni spojky Eliminace spojky
A e Yy @ A AP
o A i\ 0 e/\1 b
¢
N : o=V
P L
o=v T

Ptiklady ilustrujici odvozovaci pravidla pro konjunkci a implikaci

Ptiklad 2.1. Dokazme logicky tisudek

a/Ab, b=ctec.

Diikaz.
1. aNb P
2. b=c P
3. b e/\p, 1
4. ¢ e=,3,2

Ptiklad 2.2. Dokazme logicky tisudek

a=b,b=c¢c, aFbAc.

Diikaz.
1. a=b P
2. b=c P
3. a P
4. b e=,3,1
5. ¢ e=, 4,2
6. bAc iN 4,5

e/\z



Ptiklad 2.3. Dokazme logicky tisudek

a=>b, b=>ctFa=c.

Diikaz.
1. a=b P
2. b=c P
3. | a P
4. | b e=,3,1
5.1 c e=,4,2
6. a=c¢ i1i=,35

Ptiklad 2.4. Dokazme logicky tisudek

a=b, c=dF (aNc)= (bAd).

Diikaz.

1. a=bD P

2. b=c P

3. | alc P

4. | a e/\1,3
5. | ¢ e/\n, 3
6. | b e=,4,1
7. | d e=,5,2
8. | bAd iN, 6,7
9. (aAc¢)=(bAd) i=, 3-8

Ptiklad 2.5. Dokazme logicky tisudek
at a.

Diikaz.



Ptiklad 2.6. Dokazme logicky tisudek

Fa=a.
Diikaz.
L [a P |
2. a=a i=,1-1
O
Ramecky je ob¢as nutné vnorovat.
Ptiklad 2.7. DokaZme logicky tsudek
(aAb)=cka= (b=c)
Diikaz.
1. (aAb)=c P
2. a P
3. b P
4. a/\b iN, 2,3
5. c e=,4,1
6. b=c i=, 3-5
7. a=(b=c) i=,6 26
O

Pomocné pravidlo iterace umozZziiuje na fadku zopakovat tvrzeni, které jiz bylo odvozeno
dfive a které je z daného faddku viditelné (j. nelezi mimo scope, tedy obor platnosti daného
fadku).

Ptiklad 2.8. Dokazme logicky tisudek

Fa= (b= a).

Diikaz.
1 a P
2. b P
3. a it, 1
4 b=a i=, 2-3
5 a=(b=a) i=, 14



Disjunkce

Spojka Zavedeni spojky Eliminace spojky
¢ v
VA s (2 L Y : :
Vv 2
eV oV oV 1 X X
X eV

Priklady ilustrujici pravidla pro disjunkci
Ptiklad 2.9. DokaZme logicky tsudek
aVb, a=(cAd), b=dkFd

Diikaz.
1. aVVb P
2. a=(cANd) P
3. b=d P
4. | a P
5. | cAd e=, 4,2
6. | d e/\p, 5
7.1 Db P
8. | d e=,7,3
9. d eV, 1,4-6,7-8

Priklad 2.10. DokaZme logicky tsudek
aVbkFbVa.
Diikaz.

aVb P

a P

bVa iVp, 2

b P

bVa iV, 4

bVa eV,1,2-3,4-5

SANBCAN N



Negace a absurdita (spor, ,false”)

Spojka

L

Zavedeni spojky

¢

1
%

i_|

neni

Eliminace spojky

Ptiklady ilustrujici pravidla pro negaci a absurditu

Piiklad 2.11. DokaZme logicky tsudek

Diikaz.

a=b, a=—bF —a.

Ptiklad 2.12. Dokazme logicky tsudek

Diikaz.

1. a=b P

2. a=—"b P

3. | a P

4. | b e=,3,1
5.1 —b e=,3,2
6. | L e—, 4,5
7. —a i—, 3-6

a=bkFk—-b= —a.
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1. a=D> P

2. —b P

3. a P

4, b e=,3,1
5. il e, 4,2
6. —a i—, 3-5
7. —b=—a i=,2-6



Priklad 2.13. DokaZme logicky tisudek
aVb, bl a.

Diikaz.

el,5
eV, 1,3-3,4-6

NSl XN

a
b
1 e, 4,2
a
a

Ekvivalence a verum (, true”)

Spojka Zavedeni spojky Eliminace spojky
® P
= i
T ?i‘l— neni
Nepiimy dukaz

Do této chvile jsme zavedli pravidla pfirozené dedukce pro takzvanou intuicionistickou vijro-
kovou logiku. Nase posledni pravidlo, eliminace dvojité negace, upravi chovani spojky negace:

T 1
—(p—(p e
Ptiklad 2.14. Dokazme logicky tisudek
—(a/Ab)F—aV —b.
Diikaz.
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g S = W S Gy WY
SN Uk W= O

NS A S o I e

—(a/\Db) P
—(—aV—-b) P

—a P

—aV —b iV, 3

1 e—, 4,2
——a i—, 3-5

a e, 6
—b P

—aV —b iVp, 8

1 e—, 10,2
——b i—, 8-10
b e—, 11
a/Ab iN, 7,12
1 e—, 13,2

——=(—aV—-b) i-, 2-14

—aV—b

e—, 15

]

Uzitim pravidla e——lze dokdzat korektnost odvozeného pravidla: pravidla vylouceného
tretiho (anglicky law of excluded middle, LEM):

Ptiklad 2.15. DokaZme logicky tsudek

Diikaz.

¥ 0 NSO

WLEM
FoV—o.

—“(eV—e) P

© P
oV iVy, 2
1 e, 3,1
() i—, 2-4
oV iV, b
1 e, 6,1
——(eV—e) i, 17
oV e, 8
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]

Poznamka 2.16. Pravidlem e——lze téZ odvodit pravidlo ,dtikazu sporem”, takzvané re-
ductio ad absurdum (RAA):

%

L
— ¢ RAA

Pozor! Toto pravidlo neni totoZné s pravidlem zavedeni negace, i kdyZz vypada podobné. V kla-

sické matematice se vSak dikazové postupy odpovidajici zavedeni negace (diikaz negace)

a dikazu sporem (reductio ad absurdum) obvykle nerozlisuji, nebot’ klasicka logika rozdily

mezi nimi stird.

Poznamka 2.17. Nabizi se otdzka, pro¢ nezavést nasledujici pravidlo zavedeni dvojité ne-

gace (oznacené tfeba i——)
i_|_|
=@
kdyZz jsme zavedli pravidlo eliminace dvojité negace e——. Toto pravidlo, a¢ korektni, 1ze
odvodit z jizZ zavedenych pravidel:

1. o P

2. | T P

3. | L e, 1,2
4. —¢ i—,2-3

Na nésledujici strané naleznete soupis vSech pravidel pfirozené dedukce zavedenych na
pfednasce.
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Spojka Zavedeni spojky Eliminace spojky
A e U . @ AP e AP A
oA i\ %) e/\1 ¥ e/\2
® L
\/ 2
oV oV oV X X
X eV
¢
N : » o=
VP Y
o=1v 7
@ v
N : @ @@¢e©1 peP P
Y @ v @
= i
@
- : DL TQ o
1 L
o I
T T ir neni
4L neni % el
—— (netfeba) % i—— ;;(p— e

Pomocné pravidlo: pravidlo iterace (it).
Odvozené pravidlo LEM (zdkon vylouceného tietiho, tertium non datur):

—— LEM
eV

14
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Ekvivalence a negace jako ,syntactic sugar”

Spojka ekvivalence (<) je v naSem jazyce v jistém smyslu ,nepotfebnd”: miizeme ji chapat
jako konjunkci dvou implikaci (tedy tak, jak ji v matematice obvykle pouzivame). K forma-
lisaci naseho pozorovani zavedeme pojem logické ekvivalence:

Definice 2.18. Rekneme, Ze formule @ a 1\ jsou logicky ekvivalentni, pokud plati @ - ¥ a
soucasné \p - @.

Ptiklad 2.19. Necht' ¢ a1 jsou dvé formule vyrokové logiky. DokaZme, Ze formule ¢ < 1
a(e=1VP)A\ [ = @)jsoulogicky ekvivalentni.

Diikaz. Sestrojme nejprve diikaz

eV (e=VP)A = 9).

1. o<V P
2.1 @ P
3. | Vb esq,2,1
4. =P i=, 2-3
5| ¥ P
6. | @ esn, 1,5
7. Vb=0 i=, 5-6
8 (o=V)ANMW =) iN47
Nyni sestrojme diikaz
(p=V)INW=0)F ¢
L (¢e=Y)NWY=0e) P
2. o=y e/\1, 1
3. Vv=oe¢ e/\p, 1
4. | @ P
5.1 ¥ e=,4,1
6. | VP P
7. 1 @ e=,6,3
8. oo&Y i<, 4-5, 6-7

Podobneé je také mozné ,vypustit” logickou spojku negace:
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Pfiklad 2.20. Necht' je ¢ formule vyrokové logiky. Dokazme, Ze formule —¢ a ¢ = L jsou
logicky ekvivalentni.

Diikaz. Sestrojme nejprve diikaz

—pF o= 1
1. —o P
2. | @ P
3. | L e, 2,1
4., o= 1 i=,2-3
Nyni sestrojme diikaz
©=1F—o.
1. =1 P
2.1 o P
3. | L e=,2,1
4. —o i, 2-3

]

Pro¢ byly pfedchozi dva dtiikazy trividlni? Pravidla pro zavedeni a eliminaci negace
pfesné odpovidaji pravidlim pro praci s implikaci ve specidlnim p¥ipadé, kdy za formuli
dosadime formuli L.

3 Sémantika vyrokové logiky

Sémantika je, obecné fec¢eno, nauka o vyznamu. V této sekci se budeme zabyvat sémantikou
vyrokové logiky. To znamen4, Ze vezmeme nés formdlni jazyk (jazyk vyrokové logiky), a for-
mulim z tohoto jazyka se pokusime pfifadit jejich vyznam. Nejprve je nutno mit pfedstavu,
co by vyznam formule mél byt. Obecné se formule pouZivaji k representaci vijrokii, u nichz
nds zajima jejich pravdivost. Vyznam néjaké formule ¢ by tedy mél byt bud’ pravda, nebo
nepravda. Pravdivost vétsiny formuli v8ak neni pojem absolutni, nybrz relativni: to, zda je
formule pravdivd, zavisi na tom, zda jsou pravdivé jeji jednotlivé ¢asti (podformule). Tento
problém vyfesime elegantné: definice vyznamu a pravdivosti formule bude mit rekursivni
charakter. Zptisob, jakym vyznam (sémantiku) formuli vyrokové logiky zavedeme, je velmi
podobny zptlisobu, jakym se v teoretické computer science popisuje sémantika programova-
cich jazykd.

Definice 3.1. Cislem 0 budeme oznatovat nepravdu a &slem 1 budeme ozna¢ovat pravdu.
Tyto dvé hodnoty budeme oznacovat jako pravdivostni hodnoty, a mnoZzinu pravdivostnich

hodnot oznac¢ime jako
Bool ={0, 1}.
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Booleovské funkce
Definice 3.2. Necht' n je pfirozené ¢islo. Funkci f typu
f : Bool™ — Bool

nazveme n-drni booleovskou funkci.

Poznamka 3.3. Mirné obecnéji mtiZeme definovat booleovské funkce jako funkce tvaru
f : BoolX — Bool,

kde X je jakakoli kone¢nd mnozZina. Pro ,booleovskost” je podstatné, aby vystupy i vstupy
dané funkce byly booleovské hodnoty (resp. jejich n-tice).

Ptiklad 3.4. Ptikladem booleovské funkce pro n = 3 je funkce f zadand nasledovné:

f : Bool®> — Bool
(0,0,0
(0,0,1
(0,1,0
(0,1,1
(1,0,0
(
(
(

— 0
— 0
— 0
— 1
— 0
1,0,1)—1
1,1,0
1,1,1

— 1

—

— 1

Poznamka 3.5. Abychom definovali terndrni (n = 3) booleovskou funkci, musime definovat
jeji vystup pro vsech 2™ = 2% = 8 moznych vstupti. To jsme uéinili v pfedchozim ptikladu.
Nas zépis je vSak (pro booleovské funkce) mirné typograficky nestandardni — zpravidla se
k Gplnému popisu booleovské funkce pouziva tabulka, pfesnéji feceno pravdivostni tabulka
dané booleovské funkce. Pro funkci f z pfedchoziho pfikladu by tabulka vypadala nésle-
dovné:

vstup 1 vstup 2 vstup 3 | f
0 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 1 1 1
1 0 0 0
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 1
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Casto jsou vstupy né&jak pojmenovany. Kdyby v nagem ptipadé byl prvni vstup pojmenovan
x1, druhy vstup x; a tfeti vstup x3, mohli bychom oznacit mnoZinu ,vstupi” jako X =
{x1,%2,x3}, a danou booleovskou funkci representovat jako funkci

f : BoolX — Bool

zadanou pravdivostni tabulkou

X1 X2 X3 f
0 00/|0
0 0 1,0
01 00
01 1|1
1 0 010
1 0111
1 1 0|1
1 1 111

Rozdil je spiSe kosmeticky, v dalSim textu se ndm ale druhy zptisob popisu booleovskych
funkci bude hodit vice.

Poznamka 3.6. Casto je vhodné si booleovské funkce piedstavovat jako krabi¢ky (black bo-
xes), do kterych vede n dratt (jeden pro kazdy vstup) a ze kterych vede jeden drat (vy-

stupni).

Podle toho, jaky vstup (j. kombinaci nul a jednicek) ,posildme” do vstupnich dratt, boole-
ovska funkce vysle nulu ¢ijednicku do vystupniho dratu. Pfesné chovéani booleovské funkce
je dano jeji tabulkou. Tento pfistup je velmi Casty v praktické computer science pii tvorbé
logickych obvodii pomoci logickijch hradel (vice viz napt. pfedmét Architektura pocitaci).

Sémantika formuli vyrokové logiky

Pfedstavme si naivni pfistup ke snaze o definici vyznamu formuli. Kazda formule by méla
byt bud’” pravdivd, nebo nepravdiva. Jak u formule rozhodnout, zda je pravdiva ¢i neprav-
diva? Pokud by nasim cilem bylo pouze pfitadit kazdé formuli pravdivostni hodnotu, sta-
¢ilo ndm zvolit si zcela libovolnou funkci

s : Fm(At) — Bool.
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Funkce tohoto typu by pfesné splnila nd$ pozadavek: mnoZinou vstupti je mnoZzina vSech
formuli naseho jazyka, a vystupem pro kazdou formuli ¢ je jedna z hodnot 0, 1. Tento pii-
stup ma vSak nékolik zjevnych vad:

1. JelikoZ na s neklademe dals$i pozadavky, miize néjaké dvé formule @1, @, € Fm(At)
obé ohodnotit jako nepravdivé:

s(p1) =s(@2) =0.

Soucasné miize s ohodnotit formuli @1 /A @7 jako pravdivou:

s(p1 AN ) =1

To je v8ak v ostrém kontrastu s nasim ocekdvanim toho, jak by konjunkce dvou prav-
divych formuli méla byt ohodnocena. Konjunkci se snazime modelovat spojku ,a”,
a jsou-li oba dva konjunkty @1, @, pravdivé, méla by byt pravdiva i celd konjunkce
©1/\ @2.

2. Formule | formalisuje absurditu. Nas pfistup vsak funkci s nezakazuje pfifadit for-
muli | pravdivostni hodnotu 1.

3. Predchozi dva problémy naraZzi na to, Ze formule obsahujici logické spojky by nemély
mit vyznam dany ,nahodné”, ale jejich vyznam by mél byt dan vyznamem jejich pod-
formuli a vyznamem jednotlivych logickych spojek. Nabizi se tedy nésledujici postup:

(a) Formuli L je nutné pfifadit pravdivostni hodnotu 0.

(b) Formuli T je nutné pfifadit pravdivostni hodnotu 1.

(c) Kazdé logické spojce o je nutné néjaky ,ndvod”, ktery urcuje vyznam formuli
typu @1 o @3, pokud zndme vyznam formuli ¢; a @ (a pro unédrni spojku — po-
psat, jak vyznam formule typu —¢ zdvisi na vyznamu formule ¢).

Tim se vSak nabizi dalsi otdzka: jak zjistit pravdivost formuli, které zZadné logické
spojky neobsahuji? UvaZujme napfiklad néjakou atomickou formuli a € At. M4 byt
pravdivd? Ma byt nepravdivd? Kdo to rozhodne? UkaZeme, Ze tuto nepfijemnost 1ze
vyfesit elegantné: v piipadé, Ze pravdivost atomickych formuli zndme piedem (a pri-
ori), o pravdivosti vSech neatomickych formuli uz bude rozhodnuto automaticky. Po-
kud pravdivost atomickych formuli pfedem nezndme, pak vijznamem formule ¢ bude
zobrazeni
[o] : BoolAt — Bool,

které jako vstup ocekdva ohodnoceni atomickych formuli, tedy zobrazeni typu
up; : At — Bool,

a jako vystup vrati pravdivostni hodnotu formule ¢ za predpokladu, Ze pravdivost
atomickych formuli je ddna zobrazenim ua;.
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Poznamka 3.7 (odvozeni booleovskych funkci pro logické spojky). NeZ prejdeme k tplné
definici sémantiky vyrokovych formuli, pokusime se popsat sémantiku samotnych logic-
kych spojek. Logické spojky, velmi zhruba feceno, pouzivame jako formdlni protéjsek spojek
z pfirozeného jazyka. Timto zptisobem tedy jejich sémantiku (vyznam) budeme motivovat.

Kazdé logické spojce prifadime booleovskou funkci, a tuto funkci budeme chépat jako
vyznam dané spojky.

Konjunkce Spojka A, tedy konjunkce, ptiblizné odpovida spojce ,a” pfirozeného jazyka v
pomeéru slucovacim. Vyrok ,,A a B” chdpeme jako pravdivy pfesné v piipadech, kdy
jsou pravdivé oba vyroky, ,A” i ,B”".

Disjunkce Spojka V, tedy disjunkce, pfiblizné odpovida spojce ,nebo” prirozeného jazyka
(a nechdpeme ji v poméru vylu¢ovacim). Vyrok , A nebo B” chapeme jako pravdivy v
pfipadech, kdy je pravdivy alesponi jeden z vyroka ,A“a ,B”.

Negace Spojka —, tedy negace, odpovida pfiblizné slovnimu obratu ,neni pravda, Ze...".
Vyrok ,neni pravda, Ze A” chapeme jako pravdivy presné v piipadé, kdy , A" prav-
divy neni.

Implikace Spojka =, tedy implikace, velmi volné odpovidd obratu ,pokud ..., pak ...”.
Vyrok ,pokud A, pak B” 1ze chédpat jako slib: ten je pravdivy, pokud slib neporusime.
Jediny zptibob, jakym Ize slib , pokud A, pak B” porusitje v piipad¢, Ze ,A” je pravda
a ,B”jenepravda.

N AL

Ekvivalence Spojka <, tedy exvivalence, odpovida obratu ,praveé tehdy, kdyz“. Vyrok ,A
pravé tehdy, kdyz B” chapeme jako pravdivy v pfipadé, Ze se pravdivost A a B sho-
duje: jsou oba pravdivé ¢i oba nepravdivé.

Definice 3.8 (booleovské funkce pro logické spojky). Viyjznam negace je booleovskd funkce
[—] zadana nasledujici pravdivostni tabulkou:

vstup 1 \ [
0 1
1 0

Vijznamy bindrnich spojek konjunkce, disjunkce, implikace a ekvivalence jsou booleovské funkce
[N, V], [=] a [«] zadané nasledujicimi pravdivostnimi tabulkami:

vstup1 | vstup 2 | [A] | V] | [=] | [<]
0 0 0 0 1 1
0 1 0 1 1 0
1 0 0 1 0 0
1 1 1 1 1 1
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Vijznamy logickych konstant L a T jsou pravdivostni hodnoty [ L] =0a [T] = 1:

| [1] | [T]
o[ 1

Definice 3.9. Zobrazeni u : Fm(At) — Bool nazveme pravdivostnim ohodnocenim, pokud spl-
fiuje nasledujici podminky (pro kazdou dvojici formuli ¢, € Fm(At)):

e w(T)=[Tl=1.

e u(l)=1[L] =0,

(@ AP) = [N (ule), u()).
(@ V) = [VI(ule), uld)).
(@ =) = [=](ule), u()).
* ue <) =lel(ule),u)).
* u(—e) = [-I(u(e)).

Pozorovani 3.10. Z definice vidime, Ze kazdé pravdivostni ohodnoceni je ,,svdzdno” nasimi

poZadavky na to, jak interpretovat jednotlivé logické spojky. UkdZeme, Ze jedind , volnost”,

kterou pravdivostni ohodnoceni m4, je volnost v pfifazeni pravdivostnich hodnot atomickym
)

formulim.

e

e

e

Definice 3.11. Zobrazeni tvaru ua; : At — Bool fikdme ohodnoceni atomii. Pokud pro pravdi-
vostni ohodnoceni u : Fm(At) — Bool plati

uat(a) = u(a)
pro vSechna a € At, fikdme, Ze je u rozsifenim ohodnoceni atomti ua;.

N PA

Poznamka 3.12. Kazdé ohodnoceni atom@ ua; 1ze jednozna¢né rozsifit na pravdivostni
ohodnoceni u. Mame-li zadano ohodnoceni atomt

up: - At — Bool,
zptisob konstrukce pravdivostniho ohodnoceni
u: Fm(At) — Bool

rozsifujictho ua; je rekursivni: vime, Ze pro atomické formule a € At musi platit u(a) =
tvaru @1 = @3, vime z definice pravdivostniho ohodnoceni, zZe u(¢@; = @) musi byt rovno
[=1(u(e1),u(e@z)). Pokud jiz formule @1 a ¢, umime pomoci pravdivostniho ohodnoceni
u vyhodnotit (coZ je nds indukéni predpoklad), umime zjevné vyhodnotit i formuli .

Principu, kdy vyznam sloZitého objektu (u nds formule) 1ze vyvodit z vyznamu jeho
jednodussich ¢asti, se ¥ika komposicionalita, cesky mozna skladatelnost.
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Pozorovani 3.13. Kazdé pravdivostni lze omezit na ohodnoceni atomii: mame-li zadano
pravdivostni ohodnoceni u : Fm(At) — Bool, mtizeme definovat zobrazeni

up; - At — Bool
a— u(a).
Pravdivostni ohodnoceni u rozsifuje uas.

Dusledek 3.14. Kazdé pravdivostni ohodnoceni u : Fm(At) — Bool je jednozna¢né zadano
svym ohodnocenim atomti. Skute¢né: jakmile zjistime, Ze dvé pravdivostni ohodnoceni u

rozsifit na pravdivostni ohodnocenti jednoznacné, a tedy plati u = v.
Poznamka 3.15. Kolik existuje rtiznych pravdivostnich ohodnoceni
u: Fm(At) — Bool,
kdyZz At obsahuje pfesné n prvka?
Jelikoz je kazdé u jednoznaéné zaddno zobrazenim
up: - At — Bool,
a zadat zobrazeni
up; : At — Bool
a; — by
ap — by

an — bn

znamend zadat n-tici booleovskych hodnot (by, by, ..., byn), je takovych riiznych ohodnoceni
pfesné 2™ (pocet raznych n-tic booleovskych hodnot).

Dusledek 3.16. Pravdivostni tabulka formule ¢ € Fm(At) pro n-prvkovou mnozinu At ob-
sahuje 2™ radka.
Piiklad 3.17. Naleznéme z pravdivostni tabulky né&jaké pravdivostni ohodnoceni u, ve kte-

rém je formule ¢ = (a/Ab) = (b /Ac) pravdivd, a néjaké pravdivostni ohodnoceni v, ve
kterém je ¢ nepravdiva.

abc| (aANb)=(b Ac)
000 000 1 000
001 000 1 001
010 001 1 100
011 001 1 111
100 100 1 000
101 100 1 001
110 111 0 100
111 111 1 111

N
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Formule ¢ je pravdiva napfiklad v pravdivostnim ohodnoceni u : Fm(At) — Bool, kde

Formule ¢ je nepravdiva v pravdivostnim ohodnoceni v : Fm(At) — Bool, kde
Y 1,
v(b) =1,
v 0.

Definice 3.18. Méjme formuli ¢ € Fm(At). Jeji vijznam je jeji pravdivostni tabulka, tedy boo-
leovska funkce

[¢] : Bool*t — Bool
uap = u(@).

Definice 3.19. Formule ¢ a \ jsou sémanticky ekvivalentni, jestlize pro kazdé pravdivostni
ohodnoceni u plati, Ze
Tento fakt zna¢ime @ H.

Poznamka 3.20. Formule ¢ a 1 jsou sémanticky ekvivalentni, pokud maji stejny vyznam:
to jest, pokud [@] = [W] (pravdivostni tabulky ¢ a1 se shoduj).

Ptiklad 3.21. Formule a = b a —~a Vb jsou sémanticky ekvivalentni. To Ize zjistit napfiklad
porovndnim jejich pravdivostnich tabulek.

ab| a=0D» —aVb
00 1 1
01 1 1
10 0 0
11 1 1

Tvrzeni 3.22. Vztah (relace) sémantické ekvivalence je relaci ekvivalence. To znamend, Ze
pro kazdou trojici formuli @, P, x plati:

Reflexivita ¢ H .
Symetrie Pokud ¢ H1, pak { H o.
Transitivita Pokud ¢ H{p a{p Hy, pak ¢ Hx.
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Diikaz. Tvrzeni plyne pfimo z pozorovéni, Ze sémanticky ekvivalentni formule jsou ty se
stejnym vyznamem:

Reflexivita Pro ¢ plati [@] = [¢], tedy ¢ H .
Symetrie Pokud ¢ H, pak [¢] = [¥], tedy [W] = [@], coz znamend, Ze P H .

Transitivita Pokud ¢ H{ a ¥ Hx, znamena to, ze [¢] = [Y] a [Y] = [x], z ¢ehoz plyne
[¢] = [x]. To znamena, Ze @ Hx.

]

Pozorovani 3.23. Relace sémantické ekvivalence rozkladd mnozinu vSech formuli Fm(At)
na tfidy ekvivalence: pro kazdou formuli ¢ € Fm(At) mdme mnoZinu E, = {1p € Fm(At) |
¢ H1} vSech formuli sémanticky ekvivalentnich s ¢ (synonyma formule o).

K zamysleni. Kolik formuli obsahuje kazda tfida ekvivalence z pfedchoziho pozorovani?
Umime uz , detekovat synonyma®, to jest, mame algoritmus, ktery o dvojici formuli roz-
hodne, zda jsou sémanticky ekvivalentni?

Tvrzeni 3.24. Pro kazdé dvé formule ¢ a1 plati:
@ H1 pravé tehdy, kdyz je formule ¢ < 1 tautologie.

Diikaz. Formule ¢ a 1 jsou sémanticky ekvivalentni pravé tehdy, kdyZz pro kazdé pravdi-
vostni ohodnoceni u plati u(¢) = u(). To je pravda praveé tehdy, kdyz pro kazdé pravi-
vostni ohodnoceni plati u(¢ < ) =1, coz pfesné znamena, Ze ¢ < 1 je tautologie. O

Definice 3.25. Formuli ¢ nazveme
1. splnitelnou, pokud je pravdiva v alespor jednom pravdivostnim ohodnoceni,
2. tautologii, pokud je pravdivd ve vSech pravdivostnich ohodnocenich,
3. kontradikci, pokud neni pravdiva v Zddném pravdivostnim ohodnoceni.

Priklad 3.26. Formule ¢ = (a/Ab) = (b /A c) z pfedchoziho pfikladu je splnitelnd, ale neni
to tautologie.

Pojem splnitelnosti 1ze rozsitit na mnoZiny formuli.

Definice 3.27. MnoZina formuli S je splnitelnd, pokud existuje alespor jedno pravdivostni
ohodnoceni, ve kterém jsou pravdivé vSechny formule ¢ € S (zaroveri). Jinak mnoZzinu S
nazveme nesplnitelnou.

Pokud jsou v pravdivostnim ohodnoceni u pravdivé vsechny formule z mnoziny S, zna-
¢ime tuto situaci jako u(S) = 1.
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Pfiklad 3.28. MnozZina S = {a Vb, —a, —b} je nesplnitelna.

ab| aVb |[—al|—Db
00 0 1 1
01 1 1 0
10 1 0 1
11 1 0 0

Pfitom kazd4 jednotlivd formule z mnoZiny S je sama o sobé splnitelna.

3.1 Sémanticky disledek

Definice 3.29. Formule ¢ je sémantickym diisledkemn mnoziny formuli S, pokud je v kazdém
pravdivostnim ohodnoceni, v némz je S pravdivéd, pravdivé i formule ¢. Tento fakt znacime
SFE o.

Ptiklad 3.30. Formule b je sémantickym diisledkem mnoziny formuli {a,a = b}, to jest,
plati {a,a = b} F b. (Je castym zvykem nepsat nalevo od znaku F mnoZzinové zavorky,
a psat misto toho napiiklad a,a = b F b.) To lze ovéfit napiiklad studiem pravdivostni
tabulky:

ab| a=0D»
00 1
01 1
10 0
11 1

V kazdém fadku (pravdivostnim ohodnoceni), ve kterém jsou pravdivé obé formule a a
a = b, musi byt pravdiva i formule b.

Pozorovani 3.31. Nasledujici vlastnosti sémantického dtsledku je snadné ovéfit:
1. @ H1 plati pravé tehdy, kdyz plati soucasné ¢ Fp a F o.
2. Pro S =0 plati, ze S F ¢ pravé tehdy, kdyZ je ¢ tautologie.

3. MnoZina formuli N je nesplnitelna pravé tehdy, kdyZ pro vSechny formule ¢ plati
N F o.

4. ¢ F 1 plati prave tehdy, kdyz je ¢ = 1 tautologie.

Tvrzeni 3.32 (Véta o dedukci). Pro kaZdou mnozZinu formuli S C Fm(At) a vSechny formule
@, € Fm(At) plati:

SU{@} F 1 praveé tehdy, kdyzZ S F ¢ = 1.
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Diikaz. DokéZeme kazdy smér ekvivalence zvlast'.

1. Necht' plati SU{¢} F . DokdZeme, Ze S F ¢ = . Méme pravdivostni ohodnoceni
u takové, Ze u(S) = 1. Nasim tkolem je ukdzat, Ze u(¢@ = ) = 1. Pokud u(¢p) =0,
pak u(¢ = 1) = 1. Pokud naopak u(¢) = 1, znamena to, Zze u(S U{p}) = 1, a tedy
z predpokladu u() = 1. To znamenad, Ze u(¢ = P) = 1. Dlsledek S F ¢ = 1 tedy
plati.

2. Necht plati S F @ = 1. Dokdzeme, ze S U{@} = 1. Méme pravdivostni ohodnoceni u
takové, Ze u(S U{@}) = 1. Nasim tkolem je ukédzat, ze u(p) = 1. Jelikoz u(SU{ep}) =1,
pakiu(S) =1, a z pfedpokladu tedy plyne, Ze u(p = ) = 1. JelikoZ u(SU{ep}) =1,
pak i u(¢@) = 1. Jediny zptisob, jak miize platit u(@) = u(e = V) = 1, je ten, Ze
u(yP) =1, coz jsme méli dokazat.

]

Definice 3.33. At' S C Fm(At). MnoZinu
{@ € Fm(At) | S E o}

vSech sémantickych dtsledkdt mnoziny formuli S oznacujeme jako Con(S), tzv. diisledkovy
obal mnoziny S.

Dissledkovy obal mnoZiny S skute¢né md vlastnosti, na které jsme u pojmu ,obalu”
zvykli:

Tvrzeni 3.34. At' S, T C Fm(At). Pak plati:
1. S C Con(S).
2. Pokud S C T, pak Con(S) C Con(T).
3. Con(Con(S)) C Con(S).

Diikaz. Cviceni. O

K zamysleni. Vzpomeiite si na své studium linedrni algebry. Navrhnéte definici pojmu
,sémanticky disledkové nezdvisla mnozina formuli”. Uved'te piiklad z4vislé a nezavislé
mnoZiny formuli.
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3.2 Normalni formy

Kazda formule ¢ € Fm(At) uréuje pravdivostni tabulku, tedy booleovskou funkci

[l : Bool** — Bool.

Lze kazdou booleovskou funkci ,representovat” néjakou formuli vyrokové logiky? Uvi-
dime, Ze ano, a pfedvedeme dokonce dva (duélni) zptsoby.

Definice 3.35. Kazdou formuli tvaru a ¢i —a (kde a € At) nazveme literdl.

Poznamka 3.36. Literdly mtizeme definovat téZ pomoci Backusovy-Naurovy formy, a to
nésledovné:
Li=al—a.

Poznamka 3.37. Pfipomerite si znaceni , velké disjunkce” a ,velké konjunkce” z materidli
ke cviceni.
Disjunktivni normalni forma

Definice 3.38. Rekneme, Ze formule o je v disjunktioni normdlni formé, pokud

n my

o=\ Ao

i=1j=1
pron&jaké n € IN, n¢jakd m; € N (i =1,...,n), a viechny formule @ ; jsou literaly.

Tvrzeni 3.39. Kazda formule ¢ € Fm(At) (kde At je konecnd) je sémanticky ekvivalentni
néjaké formuli P v disjunktivni normélni formé.

Diikaz. At
1: At x BoolAt — Fm(At)
=1
(0, und) a pokud uai(a) ,
—a pokud up(a) =0.
Oznacme
P ={uat [u(e) =1}
Pak ¢ H, kde

lb = \/ /\ 1((1,LLAt).

up:€P acAt
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Konjunktivni normalni forma

Definice 3.40. Rekneme, Ze formule ¢ je v konjunktioni normdlni formé, pokud

n my

(P:/\\/(Pi,j

i=1j=1
pronéjaké n € IN, n¢akd m; € N (i =1,...,n), a vSechny formule ¢ ; jsou literaly.

Tvrzeni 3.41. Kazda formule ¢ € Fm(At) (kde At je konecnd) je sémanticky ekvivalentni
néjaké formuli P v konjunktivni normalni forme.

Diikaz. At
nl: At x Bool™ — Fm(At)
kud =0,
(aup) s { & Pokuduada)

—a pokud uai(a) =1.

Oznalme
N = {ua [ u(e@) =0}

Pak @ H, kde

v="A 'V nlla,un).

uat€N acAt

Negaéni normalni forma

Definice 3.42. Formule v negacni normdlni formé jsou formule vymezené nasledujici BNF
(Backusovou-Naurovou formou):

No=L|T[LI(NAN)[(NVN)[(N=N)[(N&N).
(Symbol L oznacuje literal, viz Definici 3.35.)

Tvrzeni 3.43. Kazda formule ¢ € Fm(At) je sémanticky ekvivalentni né&jaké formuli v ne-
gacni normdlni formé.

Diikaz. Ukazeme algoritmus, ktery pro zadanou formuli ¢ sestroji sémanticky ekvivalentni
formuli v nega¢ni normalni formé (viz Algoritmus 1). Dany algoritmus na vystupu zjevné
vraci formuli v nega¢ni normdlni formeé, coz 1ze dokédzat indukci. Formule NNF(¢) je sé-
manticky ekvivalentni formuli ¢, coZ 1ze dokazat indukci podle struktury formule ¢. [
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Algoritmus 1: Rekursivni algoritmus pro pfevod do nega¢ni normdlni formy

Vstup: Formule ¢ € Fm(At).

Vystup: Formule NNF(¢) v NNF splniujici ¢ HNNEF(g).
switch ¢ do

case T 1, a, —~a do return o;

case — 1 do return L;

case —1 doreturn T;

case P ox do return NNF(1{) o NNF(x);

case = do return NNF();

case —(p Ax) do return NNF(—p) V NNF(—x);

case —( V x) do return NNF(—p) A NNF(—x);

case —( = x) do return NNF({) ANNF(—x);

case — (P < x) do return (NNF(1{p) ANNF(—x)) V (NNF(—p) ANNF(x));

K zamysleni. Promyslete, zda (a pfipadné jak) by k hledani nega¢ni normalni formy $lo
i vyuZit konstrukce disjunktivni ¢i konjunktivni normalni formy z pfedchozich odstavct.

3.3 Uplné systémy logickych spojek
Z podsekce 3.2 plyne, Ze kazdou booleovskou funkci
b : Bool** — Bool

1ze representovat néjakou formuli ¢ € Fm(At), tj. existuje ¢ € Fm(At) takova, Ze

[e] =b.

Odvodili jsme dokonce silnéjsi vysledek: formuli ¢ 1ze zvolit tak, aby byla v konjunktivni
(¢i disjunktivni) normalni formé. To znamenad, Ze kaZdou booleovskou funkci 1ze represen-
tovat formuli, kterd ve své konstrukci vyuZivd pouze logickych spojek A, V a —, pfipadné
logickych konstant T a L.

V ptfipadé, Ze se omezime na booleovské funkce

b : Bool™t — Bool
kde At je neprdzdnd mnozina, 1ze snadno ukézat, Ze takové funkce 1ze dokonce representovat

formulemi, které vyuZivaji pouze logickych spojek /A, V a —, a nevyuzivaji logické konstanty
Tadl.
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K zamysleni. Cim je zptisobeno, Ze pro neprazdné mnoziny At nepotfebujeme logické
konstanty T a L? Nebo dudlné: v ¢em je problém, pokud uvaZujeme prdzdnou mnozinu
atomickych formuli At, a jak tento problém logické konstanty T a L fesi?

4 Vztah logického a sémantického diasledku

Tvrzeni 4.1 (Véta o korektnosti a dplnosti). At' S C Fm(At) a ¢ € Fm(At).
S = o plati pravé tehdy, kdyz S F .

Poznamka 4.2. Pfedchozi tvrzeni ma dvé ¢asti, korektnost a iiplnost pfirozené dedukce ve
vyrokové logice:

Korektnost Pokud S+ ¢, pak S F o.
Uplnost Pokud S F @, pak S - @.

Diikaz. Dtikaz aplnosti je relativné naro¢ny, bude proveden v ptipadé dostatku casu na
pfednasce. O

Poznamka 4.3.
e Jak zjistit, zda S F @? Staci nalézt dtikaz ¢ z mnozZiny pfedpokladi S.

¢ Jak zjistit, zda S F ¢? Pokud |At| = n, je tfeba ovéfit 2™ pravdivostnich ohodnoceni
(tabulku o 2™ ¥adcich).

o Jak zjistit, Ze neplati S = @? (Tojest, S ¥ ¢.) Museli bychom dokdzat, Ze neexistuje Zadny
ditkaz ¢ z mnoziny predpokladt S.

e Jak zjistit, ze neplati S F @? Stali nalézt jediné pravdivodstni ohodnoceni u : Fm(At) —
Bool, kde u(S) =1au(e) =0.
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