LGR — Sémantika PL 2

Matéj Dostal

Poznamka (Pfipomenuti definice z minulé pfednasky). At L je jazyk pre-
dikatové logiky. Interpretace Z jazyka L sestava z

1. mnoZiny U (takzvaného universa)
2. pfifazeni [—], které
(a) symbolu P € Pred arity ar(P) = n > 1 pfifadi mnoZinu
[P] C U™,

symbolu P € Pred arity ar(P) = 0 pfifadi pravdivostni hodnotu
0 nebo 1,

(b) symbolu a € Kons pfifadi prvek
[a] €T,
(c) symbolu f € Func arity ar(f) = n pfifadi zobrazeni
[f]:U" = U.
Piiklad (Piiklad z minulé pfednasky). Jazyk £ vyberme volbou symbolt
1. Pred ={S, M}, ar(S) =1, ar(M) = 2.
2. Func = {f}, ar(f) = 2.
3. Kons = {a}.
Definujme interpretaci Z néasledovné:

1. Jako universum U zvolme mnoZinu pfirozenych ¢isel N (véetné nuly).

2. Necht [S]={2-k|keN}a [M]={(mn) e NxN|m < n}.
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3. Necht [f] : N x N — N je s¢itani pfirozenych Cisel:
[fI(m,n) =m +n.

4. Necht [a] = 1.

V minulé pfednéSce jsme jiz Castecné zavedli sémantiku formuli pre-
dikdtové logiky. Co nadm jeSté€ chybi: zavést sémantiku logickych spojek.
Nastésti se logické spojky chovaji stejné jako ve vyrokové logice, zavedeni
jejich vyznamu nebude prekvapujici.

Definice (Rozsifeni rekursivni definice sémantiky na formule obsahujici
logické spojky). Necht Z je interpretace jazyka £ predikatové logiky a necht
p je kontext proménnych. Méjme dveé formule ¢, 9 jazyka L, jejichz volné
promeénné jsou v defini¢nim oboru kontextu proménnych p. Pak rozsifujeme
definici vztahu = nasledovné:

o 7 =, ~¢ pravé tehdy, kdyz neplati Z =, ¢ (to jest, kdyz Z [, ).

Tk, ¢ Ny prave tehdy, kdyz Z =, ¢ a T |=, 9.
T W, oV 9 prave tehdy, kdyz Z (=, ¢ a T [, 9.
T W, p = 1 pravé tehdy, kdyz Z =, ¢ a T [~, 9.

T =, ¢ < 9 pravé tehdy, kdyz jsou v interpretaci Z a kontextu p
formule ¢ a ¥ obé pravdivé, nebo ob€ nepravdivé.

Priiklad. UvaZujme nas$i interpretaci Z a kontext proménnych

p:{z,y} = N
T 2

y— 4.

Plati
I, S(y) = S(f(a,y))?
Ne, protoze formule S(y) se vyhodnoti jako pravdiva a formule S(f(a,y))

se vyhodnoti jako nepravdiva: ¢islo 4 je sudé (Jy], =4 a 4 € [S]), ¢islo 5
sudé neni ([f(a,y)], =1+4=5ab5¢[S]).



Priklad. Uvazujme nasi interpretaci Z a kontext proménnych

7:{z} > N

T 1.

Plat{
Ik, S(z)VvizM(a,z)?

Ano. Prestoze 7 }~, S(z) (¢islo 1 neni sudé), plati Z =, JzM(a,z). Uva-
zujme update 7|z := 2]. V tomto kontextu proménnych je formule M(a, z)
pravdiva:

7 |:"'[33::2} M(a” :Z?),

nebot 1 < 2. Pozor na ¢astou chybu: mohlo by se zdat, Ze Z (£, 3z M (a, ),
nebot 1 < 1 (kontext proménné x je 1), ale existenéni kvantifikdtor v nasi
formuli ndm umoznuje pokusit se nalézt alespon jeden update kontextu 7 v
z takovy, aby v ném nase formule po odstranéni existen¢niho kvantifikdtoru
byla pravdiva.

Definice. Sentence ¢ je splnitelnd, pokud ma néjaky model; je to tau-
tologie, pokude je kazda interpretace jejim modelem; a je to kontradikce,
pokud nema model.

Priklad. Formule
Y= va(w7 f(a’1 CI)))

je sentence splnitelna: staci vzit nasi interpretaci Z, ta je modelem sentence
@. Sentence ¢ ale neni tautologie. (Naleznéte dvouprvkovou interpretaci,
kterad to dokazuje!) Naopak sentence

Vz(S(z) v ~S(z))

je tautologie. (Ukazte to tak, Ze pro kaZdou interpretaci naseho jazyka L
dokazete, Ze je v ni tato sentence pravdiva.)

Definice. Mnozina sentenci S je splnitelnd, pokud existuje interpretace Z,
kterd je modelem vSech sentenci ¢ € S (tj., jestlize md model). Mno%ina
S je nesplnitelnd, jestlize nemda model.

Priklad.

1. Prazdna mnozina S = 0 je splnitelnd, dokonce je kazda interpretace
jejim modelem.



2. Mnozina T' = {3zS(z),dz—S(z)} je splnitelnd. Ukazte to na vhodné
zvolené dvouprvkové interpretaci.

3. MnoZina K = {Jz—S(z),VzS(z)} je nesplnitelni. (Myslenka: bud
vlastnost S vSechny prvky dané interpretace maji, nebo vlastnost S
néjaky prvek nemd, nelze splnit oboje zarovei.)

Definice. Sentence ¢ je sémantickym disledkem mnozZiny sentenci S ,
pokud je kazdy model mnoziny S také modelem ¢.

Znaceni. Sémanticky disledek znac¢ime
S E .

Pokud S = {¢} (S je jednoprvkova), alternativné muZeme pouZit znaceni
1 | . Pokud je S prazdna, mtizeme pouzit znaceni = .

Piiklad. Piikladem sémantického disledku je
JyVzM(z,y) = VzIyM(z,y).

(Peclivé ukazte, ze kazdy model sentence JyVzM(z,y) je i modelem sen-
tence VziyM(z,y).) V obraceném sméru ale disledek neplati:

VzdyM(z,y) = JyVzM(z,y).

Prikladem interpretace, kterd tento diisledek vyvraci, je naSe interpretace
T

Pozorovani.
1. Je-li ¢ tautologie, pak S |= ¢ pro kazdou mnozinu sentenci S.
2. |= ¢ plati prave tehdy, kdyz je ¢ tautologie.

3. MnoZina sentenci S je nesplnitelnd pravé tehdy, kdyz S = ¢ pro
vSechny sentence ¢.

4. S = L pravé tehdy, kdyZ je S nesplnitelna.



