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Grafové algoritmy

Vyznamnou &3sti teorie grafil jsou grafové algoritmy, testujici
vlastnosti grafli nebo hledajici jisté typy grafi.

Algoritmus bude orientovan na problém (problem-oriented),
nebudeme se zabyvat psanim programu s konkrétnimi datovymi
strukturami (machine-oriented).

Algoritmus vZdy pfedstavime (p¥ipadn& sepiSeme v pseudokddu),
dokazeme jeho korektnost a odhadneme jeho &asovou sloZitost.
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Korektnost algoritmu
Totalni korektnost algoritmu zahrnuje dvé& ¢&3sti:
@ terminace - algoritmus zastavi pro kaZdy pFipustny vstup

@ parcidlni korektnost - pokud algoritmus zastavi, tak poskytne
ocekdvany vystup
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Korektnost algoritmu
K ovéFovani totdlni korektnosti algoritmu pouZivame:
@ variant - veli¢ina, kterd se b&hem vykonavani algoritmu ménti,
a jejiz jistd hodnota zaru&i, Ze algoritmus skon&i (terminace)
@ invariant - vlastnost, ktera se v pribé&hu algoritmu neméni a
kterd p¥i skon&eni zaru&i spravny vystup (parcialni korektnost)

Neménnost invariantu se vétSinou dokazuje indukci podle
poctu cykld.
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Slozitost algoritmu

Budeme odhadovat ¢asovou a prostorovou sloZitost grafovych
algoritm@ vzhledem k po&tu vrcholi n a k poétu hran m daného
grafu.

Bude nas zajimat pouze asymptoticka sloZitost. Zakladni operace
budeme odhadovat jednotkou &asu (coZ p¥i konkrétni implementaci
nemusi byt odpovidajici odhad).
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Slozitost algoritmu

Necht f a g jsou redlné funkce a g(x) > 0 (stadi, aby funkce byly
definované a g byla nezaporna " pro viechna dostatetn& velkd x").

Rekneme, Ze funkce f je O(g), kdy# existuje ¢ > 0 a existuje
xo € R tak, Ze pro v8echna x > xp je |f(x)| < c g(x).

Aneb funkce f je O(g), kdyZ asymptoticky neroste rychleji nez
konstantni ndsobek funkce g pro né&jakou vhodnou konstantu.
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Representace grafu

Pro uloZeni grafu do paméti po&itate muzeme zvolit riizné datové
struktury. Na volb& datové struktury bude pak zaviset &asova a
prostorova naro€nost grafového algoritmu.

Necht G = (V, E) je neorientovany graf s |V/| = n vrcholy
a |E| = m hranami.

Vrcholy budeme ozna&ovat &isly V = {1,...,n}.

Hrany miiZzeme zadat né&kterym z nasledujicich zpiisobi.
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@ Seznam v3ech hran - Ize realizovat jako dvé& pole délky m,
napt. pole U a V, pfi¢emZ hrana ¢; = {U]i], V[i]}.
Hrany mohou byt &aste¢né setfidéné, napt. tak, Ze pro kazdou
hranu e; uloZime jeji mensi koncovy vrchol do pole U a toto
pole setfidime vzestupné.

@ Pro kaZzdy vrchol mame seznam hran incidentnich s timto
vrcholem - u neorientovaného grafu je kazda hrana e = {/,j}
v obou seznamech, jak pro vrchol i, tak pro vrchol j.
Variace na toto téma - pro kazdy vrchol je dan seznam jeho
sousednich vrchold.
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@ Matice sousednosti je &tvercova matice A = (a; ) typu n x n
takovd, Ze plati:

oo Lkdyz{ijyeE
YL 0, kdyz{i,j} ¢ E

Pro obecny graf je a; j = pocet hran s krajnimi vrcholy i a j.

Matice sousednosti neorientovaného grafu je symetricka.
Variace na toto téma - matice délek hran, matice cen hran.
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Tvrzeni
Necht A je matice sousednosti neorientovaného grafu G.
@ Matice A2 m4 na pozici (i, i) stupei vrcholu i.
@ Matice AK m4 na pozici (i, j) potet sledii délky k z vrcholu i
do vrcholu j.
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@ Matice incidence je obdélnikovd matice B = (b; ) typu n x m
takova, Ze plati:

b — 1, jestlize i je krajni vrchol hrany e;,
/71 0, v ostatnich p¥ipadech.

Definice matice incidence predpoklada, Ze hrany jsou
uspofadany. Je-li j—td hrana e = {i, k}, pak v j—tém sloupci
jsou jedni¢ky pravé na i—té a k—té pozici.
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Tvrzeni
Necht B je matice incidence neorientovaného grafu G s n vrcholy.

© Graf G obsahuje kruZnici, pravé kdyz jsou sloupce v matici B
linedrné zavislymi vektory nad télesem Z5.

© G je souvisly graf, pravé kdyz hod B = n — 1.
© G ma p komponent souvislosti, pravé kdyz hod B = n — p.
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Problém sedmi mosti mésta Kralovce

Obyvatelé pruského mésta Kralovce (Konigsberg, Kaliningrad)
uzavirali sazky, zda lIze projit pFes pres kazdy ze sedmi mostl pravé

jednou a nejlépe vratit se tam, odkud jsme vysli.
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Problém sedmi mosti mésta Kralovce

Tento problém vyfesil Leonhard Euler v roce 1736 jeho prace dala
vznik teorii grafii. Euler znazornil mapu mésta grafem, jehoz
vrcholy odpovidaji pevnindm a hrany mostim.

Problém Ize nyni formulovat takto: Da se dany graf nakreslit
jednim tahem, aniZ bychom néjakou hranu kreslili dvakrat? Bude

to navic uzavfeny tah?
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Definice
Eulerovsky tah v neorientovaném grafu G je tah, ktery obsahuje
v8echny hrany a vSechny vrcholy grafu G.

Eulerovsky tah v G tedy obsahuje kazdou hranu grafu pravé jednou
(v tahu se hrany nesmi opakovat) a kazdy vrchol aspoil jednou.

Eulerovsky tah miZe byt uzavfeny nebo otevfeny.

Veskeré nasledujici Gvahy plati nejen pro oby&ejné grafy, ale i pro
grafy obecné - i Eulerlv graf pro Kralovec ma paralelni hrany.
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Definice

Graf, ve kterém existuje uzavreny eulerovsky tah, se nazyva
eulerovsky graf.

Tvrzeni

Neorientovany graf je eulerovsky, pravé kdyZ je souvisly a kazdy
jeho vrchol ma sudy stupen.
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Algoritmus na eulerovsky tah

Vstup: souvisly graf G s vrcholy sudého stupné
Myslenka algoritmu:

@ Vybereme libovolny vrchol v v grafu G.

© Z vrcholu v prodluZzujeme nahodné tah T pomoci dosud
nepouzitych hran, dokud to jde.

© Jestlize tah T obsahuje vSechny hrany, tak skonéime.
Pokud ne, pak v T existuje vrchol w, v némZ zadina jesté
nepouzitd hrana. Tah T ve w rozpojime, poloZzime v := w
a opakujeme krok 2.

Vystup: tah T je uzavfeny eulerovsky tah v G
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Lemma 1

Ma-li graf v8echny vrcholy sudého stupné, pak tah, ktery uz nejde
prodlouZit (ve smyslu, Ze nelze p¥idat hrany na jeho konec), je
uzavienym tahem.

Lemma 2

Je-li graf souvisly a neni-li libovolny tah v ném eulerovskym tahem,
pak je v tahu vrchol, ktery je koncovym vrcholem néjaké hrany,
kterd neleZi v tahu (= vrchol, z n&hoZ tréi nepouZitd hrana).
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Korektnost algoritmu

@ Terminace - variant = polet nepouZitych hran, tj. té&ch, které
nejsou v tahu T. (Ten po kaZzdém opakovani kroku 2 klesa a
klesne aZ na nulu - viz lemma 2.)

@ Parcidlni korektnost - invariant = " KaZdy neprodluZitelny tah,
ktery najdeme v kroku 2, je uzavienym tahem.” (Lze dokazat
indukci z lemmatu 1.)

Jelikoz algoritmus zastavi, az kdyz jsou v tahu T v8echny
hrany, tak je T uzavfeny eulerovsky tah.
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Algoritmus na eulerovsky tah

Vstup: Souvisly graf G = (V, E), v némz kazdy vrchol ma kladny
sudy stupefi. Oznatme |E| = m.

Vystup: Eulerovsky tah T = (wejvies...emVm)

Datové struktury: Tah bude representovam jako seznam, vloZeni
jednoho tahu do druhého se provede prepsanim dvou ukazateli.
Representace grafu - pro kaZzdy vrchol v je dan seznam vSech hran
incidentnich s vrcholem v. Nepouzitou hranu z vrcholu v lze najit
v jednotkovém case.
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Algoritmus na eulerovsky tah

(inicializace)

e vyber (ndhodng) vrchol v € V

o vy Vv, T < (w), k<0 (zatneme s tahem délky k = 0)
e j <+ 0 (j=délka zkontrolované &3sti)

e viechny hrany jsou nepouZité

(p¥idavani hran)

e while k < m (v tahu T nejsou vdechny hrany) do

@ while neexistuje nepouZitd hrana z v; do j <— j 4+ 1 enddo
(kontrola tahu - najde prvni vrchol v; tahu T, z n&hoZ tréi
nepouZita hrana)
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@ up < Vvj, F < (up), i <=0 (tah F délky /)
@ while existuji nepouZité hrany z u; do
e vyber nepouzitou hranu e = {u;, w}
e i+ i+1 fi+ e u+ w (pfidej e do tahu F)
e oznac hranu e za pouZitou enddo
(prodluzovéni tahu F po nepouzitych hrandch, dokud to jde;
ziskdme uzavfeny tah F = (upfuy ... fiu;) z vj do vj)
o T<—(voe1...vj: uoflul...f;u,-: \/j...ekvk)
@ k< k+i
(vloZeni tahu F do tahu T v mist& vrcholu v;)

@ enddo

e output T = (vpe1...€emVm)
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Casova naro¢nost algoritmu

Casova ndro¢nost predstaveného algoritmu na nalezeni
eulerovského tahu je O(m) (linedrni v zavislosti na po¢tu hran).

PYes kaZdou hranu " projdeme dvakrat”- jednou p¥i pfiddvani do
tahu T, podruhé p¥i kontrole, zda z tahu T netréi nepouZitd hrana.
Datové struktury jsou zvoleny tak, aby nds nezdrzelo ani
vyhledavani nepouZité hrany z vrcholu v, ani vkladava nového tahu
F do tahu T.
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Tvrzeni

V neorientovaném grafu existuje otevieny eulerovsky tah, pravé
kdyZ je graf souvisly a ma pravé dva vrcholy lichého stupné
(ostatni vrcholy maji sudy stupei).

Algoritmus

Algoritmus na nalezeni otevfeného eulerovského tahu je stejny jako
pro uzavfeny tah, pouze musime zaéit ve vrcholu v lichého stupné.
Inizializace: T < (vp), kde stupei d(v) je lichy.

P¥i prvnim prodluzovani tahu T také skonéime ve vrcholu lichého
stupné. Podgraf obsahujici hrany nepouZité v tomto tahu ma uz
stupné v8ech vrcholl sudé.
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P¥ipomeiimé&, Ze po&et vrcholl lichého stupné v grafu je vzdy sudy.

Tvrzeni

Necht ma souvisly neorientovany graf G celkem 2k > 0 vrcholi
lichého stupné&. Pak jej Ize pokryt k hranové disjunktnimi tahy.

Algoritmus

P¥idame k novych hran, kterymi spojime vrcholy lichych stupfid
(libovoln& do dvojic). Najdeme uzav¥eny eulerovsky tah a pfidané
hrany opét vyhodime. Uzav¥eny tah se rozpadne na k tahi.

P¥idanim hran mohou vzniknout paralelni hrany, coZ nevadi.

Alena Gollova Teorie grafii 26/28



X Hledani eulerovského tahu
Eulerovské grafy

Eulerovské grafy

Problém sedmi mosti mésta Kralovce

Jaké je tedy FeSeni problému sedmi most(? Lze tento graf nakreslit
jednim (uzavfenym) tahem?
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