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konvexńı obálka



Př́ıklad

UVA 218 - Moth Eradication
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https://onlinejudge.org/index.php?option=com_onlinejudge&Itemid=8&category=16&page=show_problem&problem=154


Hledáńı konvexńı obálky

Definice Necht’ S ⊂ R2 je množina bod̊u v rovině. Konvexńı obálka
množiny S je nejmenš́ı možná konvexńı množina taková, že obsahuje S

Neformálně řečeno, jde o natažený gumový provaz, který obeṕıná
všechny body S.
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Naivńı řešeńı

• Začneme bodem nejv́ıce vlevo, ten je určitě v obálce
• Půjdeme bod po bodu a budeme hledat vždy bod, který muśı být z

konvexńı obálky
• Podobné nav́ıjeńı provázku na body (někdy se tomuto ř́ıká provázkový

algoritmus)
• Běž́ı až O(n2)
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• Běž́ı až O(n2)

4



Zametaćı p̌ŕımka

• Sěrad́ıme body podle x-ové soǔradnice
• Tvǒŕıme ”horńı“ a ”dolńı“ obálku - potkaj́ı se v bodu nejv́ıce vlevo a

nejv́ıce vpravo
• Uvažme horńı obálku - p̌ridáme vždy daľśı bod a kontrolujeme, zda jde

o konvexńı útvar
• Př́ıpadně vyhod́ıme existuj́ıćı bod
• Horńı obálka se muśı stáčet vpravo
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Př́ıklad
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Jak ově̌rit zda je trojice bodů orientovaná vpravo

• Pomůže lineárńı algebra
• Uvažme trojici bodů p−2, p−1, p

• Necht’ (x1, y1) = p−1 − p−2 a necht’ (x2, y2) = p − p−1.
• Trojice je levotočivá (a ne kolineárńı), pokud

x1y2 − x2y1 > 0.

• (V následuj́ıćım slide je jiná, ale obdobná podḿınka).
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Pseudokód (Andrew’s Monotone Chain)
function Convex-Hull(S)

P ← Sort-Lexicographically(S)
l← empty stack ◃ Dolńı obálka
for p doP

while Lenght(l) ≥ 2 ∧ Cross(l[−2], l[−1], p) ≤ 0 do Pop(l)
end while
Push(p, l)

end for
Pop(l) ◃ Abychom neměli posledńı bod dvakrát
u← empty stack ◃ Horńı obálka
for each p in Reverse(P ) do

while Lenght(u) ≥ 2 ∧ Cross(u[−2], u[−1], p) ≤ 0 do Pop(u)
end while
Push(p, u)

end for
Pop(u) ◃ Abychom neměli posledńı bod dvakrát
return Concatenate(l,u)

end function
function Cross(o, a, b)

return (a.x− o.x) · (b.y − o.y)− (a.y − o.y) · (b.x− o.x)
end function
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Čas běhu

• Nejdražš́ı je řazeńı v O(n log n)
• Je důležité si uvědomit, že každý bod je maximálně jednou vložen do

zásobńıku
• A tedy maximálně jednou z něj odebrán
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dva nejvzdálenějš́ı body



Hledáńı dvou nejvzdáleněǰśıch bodů

Definice Necht’ S ⊂ R2 je množina bod̊u v rovině. Nalezněte dvojici
bod̊u u, v ∈ S, že ∥u − v∥2

2 je nejvěťśı možné.
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Pozorováńı - poťrebujeme konvexńı obálku

• Dva nejvzdáleněǰśı body muśı ležet na konvexńım obalu.
• Důvod - p̌redstavme si, že u neńı, pak všechny daľśı body muśı ležet v

kružnici procházej́ıćı t́ımto bodem se sťredem v. To je spor - u muśı
být v konvexńı obálce.

• Nemuśıme procházet všechny dvojice bodů.
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Rotating calipers method

• K obálce p̌rilož́ıme dvě rovnoběžné p̌ŕımky, které společně otáč́ıme.
• Jedna se vždy dotýká dvou bodů obálky - těmto ř́ıkáme antipodal.
• Ilustrace na https://codeforces.com/blog/entry/133763.
• Stač́ı nám sledovat úhel a proj́ıt obálku v lineárńım čase.
• Pr̊uměr polygonu je dán jednou z dvojic antipodal bodů
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https://codeforces.com/blog/entry/133763


Pseudokód (Shamos̊uv algoritmus)
function Angle(p, m, n)

return úhel (clockwise) otočeńı p̌ŕımky pmpm+1 do směru pnpn+1
end function

function AntiPodalPoints(S)
p← Convex-Hull(S) ◃ counter-clockwise zleva, index od 1, bez kolinearit
i← 1, j ← 2
while Angle(p, i, j) < π do j ← j + 1
end while ◃ i, j jsou dva antipodálńı body
curr ← i

while j ̸= |S| do
if Angle(p, curr, i + 1) ≤ Angle(p, curr, j + 1) then j ← j + 1, curr ← j

elsei← i + 1, curr ← i

end if ◃ i, j jsou dva antipodálńı body
if Angle(p, curr, i + 1) = Angle(p, curr, j + 1) then

◃ Dvě rovnoběžné úsečky, označ i i + 1, j, i, j + 1 a i + 1, j + 1
if curr = i then j ← j + 1
elsei← i + 1
end if

end if
end while
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Čas běhu

Shamos̊uv algoritmus je lineárńı ve velikosti konvexńı obálky.

Existuje i varianta vyhýbaj́ıćı se poč́ıtáńı úhlu pomoćı orientované plochy
(vektorový součin).

15



minimálńı obdélńık opisuj́ıćı body v rovině



Minimum bounding rectangle

Definice Necht’ S ⊂ R2 je množina bod̊u v rovině. Nalezněte obdélńık,
který obsahuje všechny body S a jeho plocha je minimálńı možná.
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Náznak řešeńı

Věta Obdélńık s minimálńı plochou, který obsahuje všechny body S

obsahuje v jedné ze stran dvojici bod̊u konvexńı obálky.

• Lineárńı řešeńı využ́ıvá dvojici calipers - každá p̌ŕımka odpov́ıdá jedné
straně obdélńıku

• Muśıme vždy spoč́ıst minimálńı úhel, o který muśıme otočit každou z
p̌ŕımek

• Pseudokód nap̌r. na
https://grokipedia.com/page/Minimum_bounding_rectangle
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https://grokipedia.com/page/Minimum_bounding_rectangle
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Děkuji za pozornost.
Čas na otázky!
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