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TOKY V SITICH



Definice Sit je uspofidang Sestice (V, E, s,t,1,c), kde

G = (V, E) je orientovany graf,
c: E— 7 je funkce pfifazujici hranam jejich kapacity,
[ : E — 7Z je funkce prifazujici hranam jejich minimalni povolené toky,

s,t jsou dva riizné vrcholy slouZici jako zdroj a stoka Ci spotrebic.

Ve vétsiné implementaci se setkdvame s VE : i(e) = 0. Rozdil v
algoritmu je ale minimalni. Pro jednoduchost budeme tedy [ misty
vynechavat.

Kapacity uvazujeme pouze celociselné! Divod je, Ze s iracionalnimi
kapacitami mohou algoritmy konvergovat k optimu az po nekone¢ném
poctu krokd.




Definice Tok v siti je funkce [ : E — 7Z, pro niZ plati, Ze
e tok je omezeny kapacitou pro kazdou hranu, tj.
Vee E:le) < fe) < c(e);
e do kazdého vrcholu mimo s a t stejné priteCe, jako odtece, tj.

Yo e V\ {s,t}: Z flu,v) = Z f(v,u).

w:(u,v)EE u:(v,u)EE

Druhému bodu fikdme Kirchhoffovy zakony. Pro jednoduchost je ¢asto
zapisujeme jako

frw)=f(v).

Kirchhoffovy zakony neplati pro zdroj a stok.



Velikost toku

Definice Velikost toku f je rovna prebytku stoku, tj.
F=1re - .

Lemma

f=17(s) = f*(s).



Velikost toku

Definice Velikost toku f je rovna prebytku stoku, tj.
F=1re - .

Lemma
f=F(s)=F"(s).
Dikaz Disledek Kirchhoffovych zakond. |



Hledani maximalniho toku

Definice Prosit (V, E,s,t,c, 1), Ze tok f je maximalni moZné.



Priklad




FORD-FULKERSONUV ALGORITMUS



Zlepsujici cesta

e Co kdyz najdeme cestu z s do t, kde neni zcela vyCerpana kapacita?

o Mizeme na této cesté pridat néjaky tok a zvysit tim f.



Priklad




Protismérna rezerva

Pocitat chybéjici kapacitu pouze ve sméru hran nestadi.

Pottebujeme umét poslat i néco proti sméru hrany.

Pro hranu (u,v) € E mame volnou kapacitu 7+ : e Z ar™ : e — Z:

Pak plati, Ze rezerva r hrany (u,v) je rovna

r(u,v) = 7T (u,v) + 77 (v,u) = c(u,v) — f(u,v) + f(v,u) — (v, ).

Hrana s nulovou rezervou je nasycena.
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Priklad
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Ford-Fulkersoniiv algoritmus

function FORD-FULKERSON(V, FE, s, t, ¢, [) returns shortest path
to each v
f + libovolny tok, napt. f =1
while existuje cesta P, Ze vSechny hrany e € P jsou nenasycené do
e + min{r(e) | e € P} > Rezerva celé cesty
for each (u,v) € P do
0 < min{f(v,u) — l(v,u),e} > Co lze ode&ist v protisméru
F(o,u)  f(v,u) =6
fu,v) + flu,v)+e—=94¢
end for
end while
end function
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Souvislost s fezy

o Rez A, B rozdéluje vrcholy do dvou podmnozin, ze AUB =V.
e Zde volime navics€ Aat € B.

o Definujeme W (A, B) jako tok z A do B a W~ (A, B) jako tok z B
do A (znatené f(A, B), resp. f(B, A)).

13



Souvislost rezu a toku

Lemma Pro libovolny fez A, B plati
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Souvislost rezu a toku

Lemma Pro libovolny fez A, B plati

Diikaz Indukci pres velikost A s vyuzitim Kirchhoffovych zakont. |
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Korektnost Ford-Fulkersona

e Pro libovolny Yez (A, B) plati z definice
f= f(AvB) - f(BaA) < C(A’B) - l(BaA)a

kde ¢(A, B) je souet c(a,b) pro viechny hrany jdouci pfes fez, Ze
a € Aabe B. Podobné I(B, A).

e Cestu P mizeme hledat napf. BFS/DFS na grafu nenasycenych hran.
e Pokud P neexistuje, pak s a t jsou v riznych komponentach.
e Zvolme A rovné komponenté s, a B =V \ A.

e MAa-li fez vSechny hrany nasycené, pak rezervy vsech hran jsou nulové,
coz znamena, Ze vySe plati rovnost.

e Ford-Fulkerson hleda nejenom maximalni tok, hleda i fez s minimalni
kapacitou.

15



EDMOND-KARP




Problémy Ford-Fulkersona

e Nikdo nam nerika, jak vybirame cestu P

o P¥i Spatné volbé mize F-F trvat velmi dlouho, napt. skakat po jedné
az do maximalniho toku

e Pti iraciondlnich vahdch miZze dojit ke konvergenci az v nekonecnu, €

se pak méni napt. 1, 1, 1, ...

17



Edmond-Karpiv algoritmus

Zaridime, ze hleddme zlepsujici cesty v poradi poctu hran

Diky tomu kazda hrana je maximalné |V|-krat kriticka
Diky tomu je ¢as béhu O(|E| - |V]).

Poustime BFS na grafu rezerv (residual graph).
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Edmond-Karp (S. Halim)

int res[MAX_V][MAX_V], mf, f, s, t; // global variables
vi p; // p stores the BFS spanning tree from s
void augment(int v, int minEdge) { // traverse BFS spanning tree from s->t
if (v == s) { £ = minEdge; return; } // record minEdge in a global var £
else if (plv] '= -1) { augment(plv], min(minEdge, res[plv]I[vl));
res[plv]l[v] -= £; res[vl[plvl] += £; } }
// inside int main(): set up res, s, and t with appropriate values

mf = 0; // mf stands for max_flow
while (1) { // 0(VE"2) (actually 0(V"3 E) Edmonds Karp’s algorithm
f = 0;

// run BFS, compare with the original BFS shown in Section 4.2.2
vi dist (MAX_V, INF); dist[s] = 0; queue<int> q; q.push(s);
p.assign(MAX_V, -1); // record the BFS spanning tree, from s to t!
while (!'q.empty()) {

int u = q.front(); q.pop();

if (u == t) break; // immediately stop BFS if we already reach sink t
for (int v = 0; v < MAX_V; v++) // note: this part is slow
if (res[ullv] > 0 && dist[v] == INF)
dist[v] = dist[u] + 1, q.push(v), plv] = u; // 3 lines in 1!
}
augment (t, INF); // find the min edge weight f in this path, if any
if (f == 0) break; // we cannot send any more flow (f = 0), terminate

mf += f; // we can still send a flow, increase the max flow!

}
printf ("%d\n", mf); // this is the max flow value
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Priklad
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Priklad

e 11045 - My T-shirt suits me
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https://onlinejudge.org/index.php?option=com_onlinejudge&Itemid=8&page=show_problem&problem=1986
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DEKUJI ZA POZORNOST.
CAS NA OTAZKY!
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