Stupné vzl

Neni-li vyslovn€ uvedeno jinak, uvazujeme vzdy kone¢ny neorientovany prosty graf bez smycek.

Musi byt pocet uzli lichého stupné v grafu sudy nebo lichy? Pro¢?

[Je sudy. Kazd4 hrana ma dva konce, ¢imz pfispiva hodnotou 2 do celkového souctu stupiili, jenz je tim
padem sudy. Kdyby pocet uzlii liché¢ho stupné v grafu byl lichy, byl by lichy i celkovy soucet stupni, coz
nejde.]

Plati pfedchozi konstatovani o souctu stupiii také obracené, tj. mize kazdé sudé Cislo predstavovat soucet
stupniil v§ech uzli n€jakého grafu G? Nebo nékterd sudé ¢isla nemohou byt uvedenym souctem? Ktera?
[Na cesté délky n je soucet stupni roven 2n.]

Muze existovat graf, jenz mad mén¢ hran nez uzIli a neobsahuje vrchol stupné 1?
[K trojuhelniku K3 pfiddme izolovany uzel.]

Kdyz se dva ucastnici konference setkaji poprvé, vyméni si navstivenky. Je pocet navstivenek, které takto
zménily majitele béhem konference, sudy nebo lichy? Je sudy nebo lichy pocet ti¢astnikt, kteti rozdali lichy
pocet navstivenek?

[Sudy, sudy. Ve druhém piipad¢ plati, ze pocet uzli lichého stupné v kazdém grafu je sudy.]

Turnaj hraje 8 druzstev systémem kazdy s kazdym. Bylo odehrano celkem 9 zapast. Je mozné, ze kazdé
druZstvo sehréalo zatim nejvySe 2 zapasy? Je mozné Ze po odehrani celkem 17 zapast sehralo kazdé druzZstvo
nejvyse 4 zépasy?

[Kazdé druzstvo nejvyse 2 zdpasy = kazdé druzstvo uzel grafu se stupném max 2 = pocet hran v grafu
nejvyse 8, €ili 9 zapast neni moznych. Podobné pro 17 zapasii to neni mozné, 8-4 /2 < 17.]

Mohou byt vSechny stupné uzll v obycejném grafu navzajem rtizné cisla?
[Ne. V souvislém grafu jsou mozné stupné jen 1,2 ... n—1, coz je méné nez n moznosti. Samostatné doplnte
argument pro nesouvislé grafy.]

Dany graf s n uzly mé pravé dva vrcholy stejného stupné. Muze to byt stupen 0 nebo n—1?
[Ne, ani 0 ani n—1.]

Dokazte pomoci pokud mozno co nejjednodussi konstrukce, ze pro kazdé n>2 existuje graf s n uzly, ktery
obsahuje rovnobézné hrany (nikoli smycky) a jehoz v§echny uzly maji rizny stupen. .
[Napi. Vezmeme libovolny souvisly prosty graf, hrany oc¢islujeme 1..m, a na misté hrany j udélame 2’
paralelnich hran.]

Najdéte graf se 7 uzly, v némz pravé dva uzly maji stejny stupeni. Najdéte jesté jiny takovy graf. Jsou
navzajem svymi dopliky?
[Uzly: A, .. G, hrany: BG, CF, CG, DE, DF, DG, EF, EG, FG. Druhy graf je dopliikem.]

Otazka, zda ve spole¢nosti mohou byt zaroven dvé trojice, kde v jedné se vsichni znaji a v druhé vsichni
neznaji, je trivialni. Na pozitivni odpoveéd’ staci pét osob. Nakreslete prislusny graf.
[Osoby A,B,C se navzdjem znaji, D se znd jen s A, E se zna jen s B. Osoby D,E,C se navzdjem neznaji.]

Mize mit souvisly graf méné hran nez uzla?
[Ano, kterykoli strom.]

Muze mit nesouvisly graf vice hran nez uzli?
[Ano, k Uplnému grafu s alespoii 4 uzly ptipojme izolovany uzel.]



Jaky minimalni pocet hran je nutno odebrat z K,,, aby vznikl nesouvisly graf?
[VSechny hrany incidentni s jednim uzlem, jichz je n—1.]

Jaky maximalni pocet hran Ize odebrat z Kn, aby zlstala zachovéana souvislost grafu?
[Rozdil poctu hran K# a poctu hran ve stromu s n uzly, tj. n(n—1)/2 —(n—1) = (n—1)(n—-2)/2.]

Jaky minimalni pocet hran je nutno odebrat z K,,, aby vznikl graf s £ komponentami?
[Postupnym oddélovanim jednotlivych uzla, (n—1) + (n-2) + ... + (n—k) = k(2n—k—1)/2.]

Stromy

Jsou dény tfi kusy papiru. Néktery z nich rozstiihneme na tfi kusy, néktery ze vSech kusi rozstiihneme opét
na tfi kusy, atd. Kolik kust celkem vznikne, kdyz bylo rozstfizeno celkem k kusti papiru (nezavisle na
velikosti)? Reste ulohu rovnéz obecné pro m pocateénich kusii a stithani na » dili. Interpretujte tlohu
grafove.

[Rozsttizeni papiru na n kust je vnitini uzel stupné n kofenového stromu, vysledné kousky ptedstavuji jeho
listy. Kazdym rozsttihnutim ptibyde n—1 kust, ve vysledku mame m + k-(n—1) kusi. ]

Na stole vidime lezet k uzavienych krabic. Kdykoli otevieme jakoukoli krabici, bude bud’ prazdna nebo
bude obsahovat opét & (nejspiSe menSich) uzavienych krabic. Kromé toho vime, ze celkovy pocet
neprazdnych krabic je m. Kdyz otevieme vSechny plné krabice, kolik uvidime uzavienych krabic?

[Zadéni fika, Ze pocet vnitinich uzli kromé kotfene pravidelného kotfenového stromu stupné k& je celkem m.
Pocet listli, coz jsou neoteviené prazdné krabice, je k + m-(k—1) = k+m-k—m. ]

Turnaje ve stolnim tenisu, ktery se hraje vyluGovacim zpiisobem, se zilastnilo celkem 19 hraci. Sest
vylosovanych hraci muselo sehrat o jedno utkéni vice. Nakreslete graf reprezentujici pribéh turnaje a
urcete pocet jeho vnitinich uzli tj. pocet utkani, ktera byla béhem turnaje sehrana.

Kolik utkdni by bylo nutno sehrat pro 147 hracek a hraca?

[Utkéni: 3+15 =18, 19 + 127 = 146.]

Ve stromu s n uzly uré¢ime kazdé hran€ nahodnou orientaci. Jaka je pravdépodobnost, Ze vznikne kotfenovy
strom?

[n/2""'. Kdyz zvolime kofen stromu, je orientace hran jednozna¢né dana. Moznych kofentl je celkem 7, to
je tedy pocet viech piiznivych pripadi. Podet vech moznych piipadii (orientaci hran) je 27°¢ = 2!

Algoritmy a implementace

Uplny binarni strom se sedmi uzly je vyvazeny a uzly jsou o&islovany po patrech zleva doprava 1...7 (jako
v binarni haldé€). Napiste matici sousednosti tohoto grafu. Pfedpokladejme, Ze nas strom obsahuje 2" —1 uzld
(n > 0), tj. ma hloubku n—1 (kofen ma hloubku 0). Popiste algoritmus, jimz matici sousednosti vygenerujete
piimo, bez skute¢ného prochézeni timto stromem.

[Staci pouzit indexaci haldy v poli, prvek na pozici i ma potomky na pozicich 2i—1, 2i, tedy jednicky v
matici sousednosti budou praveé na pozicich (i, 2i—1), (i, 2i). ]

Druh4 mocnina grafu G je graf G*, jehoz mnozina uzli se shoduje s mnoZinou uzli grafu G a jehoZ mnozina
hran je urcCena takto: G2 obsahuje hranu (u,v) jen a jen tehdy, pokud G obsahuje zaroven hrany (u,w) a
(w,v), kde w je libovolny uzel grafu G. Jinymi slovy, G* vznikne z G tak, 7¢ do G pfidame hrany mezi
viemi uzly spojenymi cestou délky 2 a odstranime piivodni hrany. Popiste, jak vytvotite G kdyZ jsou grafy
zadany (a) spojovou reprezentaci (b) matici sousednosti. Ktera varianta bude rychlejsi?



Modifikujte algoritmus (nebo vas funkéni program) DFS tak, aby vypsal kazdou hranu grafu (kazdou pravé
jednou).

Reste piedchozi ulohu pro BFS.

Napiste funkéni DFS kéd rekurzivné i nerekurzivng.



