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Modely prosťred́ı

senzorická mapa - reprezentace prosťred́ı na nejnižš́ı úrovni
abstrakce, využ́ıvá př́ımo senzorická mě̌reńı - mř́ıžka
obsazenosti

geometrická mapa - reprezentace prosťred́ı geometrickými
entitami a jejich vzájemnou polohou

topologická mapa - grafová reprezentace volných oblast́ı a
jejich vzájemnými vztahy

symbolická mapa - jména a relace nad mapou, pojmenováńı
objekt̊u a ḿıst v mapě
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Vlastnosti a použit́ı model̊u prosťred́ı

senzorická mapa - vhodná pro fúzi senzor̊u, velká pamět’ová
náročnost

geometrická mapa - problém extrakce geometrických primitiv
př́ımo ze senzorických dat, složitá fúze geometrických primitiv,
menš́ı pamět’ová náročnost, organizace dat

topologická mapa - výhodná pro plánováńı na velkých datech,
efektivńı reprezentace, složitěǰśı tvorba

symbolická mapa - nadstavba nad topologickou mapou,
souviśı s porozuměńım řeči, učeńı robota
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Mř́ıžky

Co je mř́ıžka

Mř́ıžka obsazenosti je datová struktura, která rozděluje prostor na
pravidelné části - buňky. V př́ıpadě 2 rozměrné mapy je prostor
rozdělen na čtverce, pro 3 rozměrné mapy se prostor děĺı na
krychle (existuje i děleńı na šestiúhelńıky, ale v praxi se nepouž́ıvá).
Pro každou buňku je uchovávána hodnota, nebo hodnoty, které
reprezentuj́ı obsazenost, nebo volnost prostoru reprezentovaného
dannou buňkou.
Použ́ıvaj́ı se ťri základńı př́ıstupy:

Pravděpodobnostńı př́ıstup - Bayes

Věrohodnostńı př́ıstup - Dempster-Shaferova teorie

Fuzzyfikuj́ıćı př́ıstup - fuzzy množiny
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Mř́ıžky

Pravděpodobnostńı mř́ıžka

Pravděpodobnost obsazeńı buňky a za podḿınky mě̌reńı r je dána
formuĺı

P(s(a) = o|r) =

∑

m∈M∧s(ma)=o P(m|r)
∑

m∈M P(m|r)
,

kde M je množina všech možných svět̊u, ma je buňka odpov́ıdaj́ıćı
buňce a ve světě m a P(m|r) je pravděpodobnost světa m při
provedeném mě̌reńı r - kombinatorická exploze
Zjednodušuj́ıćı předpoklady:

buňky jsou na sobě nezávislé

P(s(a) = v) = 1 − P(s(a) = o)
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Mř́ıžky

Pravděpodobnostńı mř́ıžka

Fúze nového mě̌reńı do mř́ıžky

P(s(a) = o|r) =
p(r |s(a) = o)P(s(a) = o)

p(r |s(a) = o)P(s(a) = o) + p(r |s(a) = v)P(s(a) = v)

kde P(s(a) = o|r) hodnota v mř́ıžce obsazenosti po přidáńı nového
mě̌reńı r

p(r |s(a) = o) je model senzoru
P(s(a) = o) je předchoźı hodnoty buňky v mř́ıžce obsazenosti
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Mř́ıžky

Pravděpodobnostńı mř́ıžka

Hustota pravděpodobnosti p(r |s(a) = o) je definována pomoćı
modelu senzoru následuj́ıćı rovnićı:

p(r |s(a) = o) =
1 + model rO(α, d) − model rV (α, d)

2
,

kde (α, d) jsou polárńı souřadnice buňky a v souřadné soustavě
sonzoru a r je namě̌rená vzdálenost senzoru.
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Mř́ıžky

Pravděpodobnostńı mř́ıžka

Ukázka výsledku mř́ıžky obsazenosti na sonarových datech. Mř́ıžka
má ḿırně ”proděravěné” zdi, které je nutné odstranit následným
zpracováńım mř́ıžky před jej́ım daľśım použit́ım. Informace o tvaru
vzdálených překážek je neurčitá.
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Mř́ıžky

Dempster-Shaffer mř́ıžka

Základńı množina stav̊u je tedy dvouprvková Ω = {V ,O} a
množina všech př́ıpadů je definovaná jako
Λ = 2Ω = {∅,V ,O, {V ,O}}.
Mı́ra důvěry v obsazenost jedné buňky je určena pomoćı
základńıho pravděpodobnostńıho přǐrazeńı p všem prvk̊um množiny
Λ, p : Λ →< 0, 1 > a muśı platit:

p(∅) = 0
∑

A∈Λ

p(A) = 1
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Mř́ıžky

Dempster-Shaffer mř́ıžka

Z toho můžeme vyjádřit ḿıru důvěry v obsazenost, nebo volnost:

Bel({V }) =
∑

A∈Λ,A⊂{V }

p(A) = p({V });

Bel({O}) =
∑

A∈Λ,A⊂{O}

p(A) = p({O});

Často se poč́ıtá také plausibilita, pro kterou plat́ı
Pl(A) = 1 − Bel(Ā). Mı́ru plausibility lze spoč́ıtat ze základńıho
pravděpodobnostńıho přǐrazeńı:

Pl({V }) =
∑

A∈Λ,A∩{V }6=∅

p(A) = 1 − p({O})

Pl({O}) =
∑

A∈Λ,A∩{O}6=∅

p(A) = 1 − p({V })
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Mř́ıžky

Dempster-Shaffer mř́ıžka

Při inicializaci mř́ıžky je přǐrazeńı p({V }) = 0 a p({O}) = 0.
Integrace nového mě̌reńı podle Dempsterova pravidla:

p(A) =

∑

B,C∈Λ,B∩C=A p1(B)p2(C )

1 −
∑

B,C∈Λ,B∩C=∅ p1(B)p2(C )

pN({V }) =
p({V })pr ({V }) + p({V })pr ({V ,O}) + p({V ,O})pr ({V })

1 − p({V })pr ({O}) − p({O})pr ({V })

pN({O}) =
p({O})pr ({O}) + p({O})pr ({V ,O}) + p({V ,O})pr ({O})

1 − p({V })pr ({O}) − p({O})pr ({V })

kde p odpov́ıdá stavu buňky mř́ıžky před přidáńım mě̌reńı, pr

odpov́ıdá stavu buňky aktuálńıho mě̌reńı, pN je výsledek po fúzi.
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Modely prosťred́ı a jejich stavba I.

Mř́ıžky

Dempster-Shaffer mř́ıžka

Základńı pravděpodobnostńı přǐrazeńı je definováno pomoćı
zavedených funkćı modelu senzoru model rO a model rV následuj́ıćım
způsobem:

pr ({O}) = model rO(α, d)

pr ({V }) = model rV (α, d),

kde (α, d) jsou souřadnice zkoumané buňky v souřadné soustavě
senzoru a r je namě̌rená vzdálenost senzoru.
Pro ostatńı algoritmy je poťreba vytvǒrit mř́ıžku s jednou
hodnotou, charakterizuj́ıćı obsazenost a volnost. Lze použ́ıt
pignistickou operaci, kdy výslednou hodnotu definuje

X̃ ({O}) = 1
2 (Belx({O}) + Plx({O}))

= 1
2 (1 + p({O}) − p({V }))
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Mř́ıžky

Dempster-Shaffer mř́ıžka

Tento postup předpokládá porovnatelnost měr obsazenosti a
volnosti. Ukazuje se, že je poťreba použ́ıt koeficientu k, pomoćı
něhož uprav́ıme výpočet výsledné hodnoty na následuj́ıćı vztah:

X̃ ({O}) = 1
2 (1 + k · p({O}) − p({V })) ,

kde k je definováno jako poměr citlivosti obou měr, tedy jako
k = ko−0.5

0.5−kv
, kde ko je mez źıskaná pro obsazenost a kv je mez

segmentace volnosti. Tyto hodnoty byly experimentálně stanoveny
na ko = 0.76 a kv = 0.15 je koeficient k ≈ 0.74.
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Mř́ıžky

Dempster-Shaffer mř́ıžka

Ukázka výsledku mř́ıžky obsazenosti na stejných sonarových datech
jako u Bayesovy mř́ıžky. Mř́ıžka má méně výrazné zdi, ale
použitelné pro strojové zpracováńı. Lidský názor na kvalitu mř́ıžky
se může lǐsit od ”robotického” názoru.
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Mř́ıžky

Fuzzy mř́ıžka

Fuzzy množina volných buněk V a fuzzy množina obsazených O,
definovaná funkci př́ıslušnosti µO(α, δ), resp. µV (α, δ), pro buňku,
jej́ıž polárńı souřadnice vzhledem k senzoru jsou (α, δ).

µO(α, δ) = model rO(α, δ)

µV (α, δ) = model rV (α, δ)

Petr Štěpán Gerstner lab IMR
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Mř́ıžky

Fuzzy mř́ıžka

Operace pr̊uniku dvou fuzzy množin, často také zvaná t-norma, je
funkce i : [0, 1] × [0, 1] → [0, 1], která muśı zachovávat okrajovou
podḿınku (i(x , 1) = x), monotónnost (y ≤ z ⇒ i(x , y) ≤ i(x , z))
a asociativitu (i(x , i(y , z)) = i(i(x , y), z)). Funkce pr̊uniku
použ́ıvaná v mř́ıžkách obsazenosti je nejčastěji definovaná jako
součin, tedy:

i(µA(x), µB (x)) = µA∩B(x) = µA(x) · µB(x)

Funkce doplňku množiny bývá implementována jako doplněk do 1,
tedy pomoćı následuj́ıćı rovnice:

µĀ(x) = 1 − µA(x)
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Mř́ıžky

Fuzzy mř́ıžka

Sjednoceńı je duálńı operaćı k operaci pr̊unik vzhledem k doplňku,
nebot’ podle DeMorganova pravidla plat́ı:

A ∩ B = A ∪ B a A ∪ B = A ∩ B

Funkce sjednoceńı, také nazývaná t-konorma a je definována jako:

µA∪B(x) = µA(x) + µB(x) − µA(x) · µB(x)
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Mř́ıžky

Fuzzy mř́ıžka

Hodnoty funkćı př́ıslušnosti k jednotlivým množinám jsou při
inicializaci mř́ıžky nastaveny na 0. Pro výpočet nové hodnoty µn

O ,
resp. µn

V , pomoćı slučováńı nového mě̌reńı µr
O , resp. µr

V , se starou
hodnotou uloženou v mř́ıžce obsazenosti µs

O , resp. µs
V , jsou

použita následuj́ıćı pravidla :

µn
O(α, δ) = µr

O(α, δ) + µs
O(α, δ) − µr

O(α, δ)µs
O (α, δ)

µn
V (α, δ) = µr

V (α, δ) + µs
V (α, δ) − µr

V (α, δ)µs
V (α, δ)

POZOR: Hodnoty funkćı př́ıslušnosti jsou při integraci mě̌reńı
pouze rostoućı.
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Mř́ıžky

Fuzzy mř́ıžka

Množinu sporných buněk označ́ıme S a definujeme ji jako
S = O ∩ V . Množina neprozkoumaných buněk N je definována
jako N = Ō ∩ V̄ .
Výsledné ohodnoceńı mř́ıžky obsazenosti:

U =
(

V ∩ O ∩ S
)

∪ N

Pa(O) = µU(a)

Petr Štěpán Gerstner lab IMR
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Mř́ıžky

Fuzzy mř́ıžka

Ukázka výsledku mř́ıžky obsazenosti na stejných sonarových datech
jako u D-S a Bayesovy mř́ıžky. Mř́ıžka má výrazné zdi, témě̌r bez
poruch. Hořśı detekce volného ḿısta u vzdálené stěny.
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Petr Štěpán Gerstner lab IMR
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Mř́ıžky

Modely senzor̊u

Modely senzor̊u
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Sonarový model

Model sonaru

Problematické chováńı sonarového hloubkoměru klade velký důraz
na staistické zpracováńı dat ze sonaru.

SonarSonar

Modrá p̌rekážka pohlcuje

utrazvuk, žlutá p̌rekážka jej

odráž́ı

Sonar

Překážka ultrazvuk odráž́ı, ale

nerozptyluje.
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Sonarový model

Sonarová data - p̌ŕıklady
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Sonarový model

Elfes̊uv model sonar̊u

Elfes prvńı zavedl mř́ıžky a na základě ideálńıho senzoru odvodil
model sonaru. Model je definován základńı charakteristikou
senzoru, kterou je š́ı̌rka vyśılaného signálu Ψ a přesnost mě̌reńı
senzoru ǫ. Model pro změ̌renou vzdálenost r je popsán
následuj́ıćımi rovnicemi:

model rv (δ, φ) = Vr (δ)An(φ)
model ro(δ, φ) = Or (δ)An(φ)
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Sonarový model

Elfes̊uv model sonar̊u

Vr (δ) =

{

1 −
(

δ
r

)2
, pro δ ∈< 0, r − ǫ >

0 jinak

Or (δ) =

{

1 −
(

δ−r
ǫ

)2
, pro δ ∈< r − ǫ, r + ǫ >

0 jinak

An(φ) =

{

1 −
(

2φ
Ψ

)2
, pro φ ∈

〈

−Ψ
2 , Ψ

2

〉

0 jinak
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Sonarový model

Statistická analýza sonaru
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mř́ıžky.
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Sonarový model

Statistická analýza sonaru
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Sonarový model

Statistická analýza sonaru
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Petr Štěpán Gerstner lab IMR
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Sonarový model

Statistická analýza sonaru
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Sonarový model

Statistická analýza sonaru

Řez ḿırou obsazenosti pro jednotlivé vzdálenosti
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Obrázek: Maximum ḿıry obsazenosti v závislosti na mě̌rené vzdálenosti.Petr Štěpán Gerstner lab IMR
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Sonarový model

Exponenciálńı modely sonaru

Přesněji je model senzoru definován následuj́ıćımi rovnicemi:

model rv (δ, φ) = V n
r (δ)An(φ)

model ro(δ, φ) = On
r (δ)An(φ)
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Sonarový model

Exponenciálńı model sonaru

Vr (δ) =

{

er , pro δ ∈< 0, r − ǫ >

0 jinak

Or (δ) =

{

(

1
r

)

(

1 −
(

δ−r
ǫ

)2
)

, pro δ ∈< r − ǫ, r + ǫ >

0 jinak
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Laserový model

Model laserového hloubkoměru

Statistická analýza laserové hloubkoměru
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hloubkoměr.
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Modely prosťred́ı a jejich stavba I.

Laserový model

Model laserového hloubkoměru

Model laserového hloubkoměru pouze filtruje hodnoty mě̌reńı větš́ı
než 30m:

model rv (δ) =

{

1 −
(

δ
r−ǫ

)2
, pro δ ∈< 0, r − ǫ >

0 jinak

model ro(δ) =

{

1 −
(

δ−r
ǫ

)2
, pro r < 30m ∧ δ ∈< r − ǫ, r + ǫ >

0 jinak
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Slučováńı sonaru a lseru

Slučováńı dat od sonaru a laseru

Slučováńı dat z laser̊u a sonar̊u:

normálńı použit́ı slučovaćıch pravidel

dvě oddělené mř́ıžky a následné slučováńı:

normálńım použit́ım slučovaćıch pravidel
up̌rednostněńım obsazenosti buněk
zohledněńım p̌resnosti senzor̊u

Petr Štěpán Gerstner lab IMR
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Slučováńı sonaru a lseru

Up̌rednostněńı obsazených buněk

Výsledná pravděpodobnost obsazenosti buňky bude vytvá̌rena
podle následuj́ıćıch pravidel:

pokud je alespoň jedna buňka s určitost́ı obsazená, je výsledná
buňka obsazená

jinak je výsledek dán poměrem ḿıry volnosti a obsazenosti
odpov́ıdaj́ıćıch buněk.

Upřednostněńı je dáno předzpracováńım integrovaných dat:

Pu(s(a) = o) =







1 , pro P(s(a) = o) > 0.75
P(s(a) = o) · 2 − 1

2 , pro P(s(a) = o) ∈< 0.5, 0.75 >

P(s(a) = o) , jinak
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Modely prosťred́ı a jejich stavba I.

Slučováńı sonaru a lseru

Up̌rednostněńı obsazených buněk

Dempster-shafer

pN({O}) = p1({O}) + p2({O}) − p1({O})p2({O})

pN({V }) = p1({V })p2({V }) + p1({V })p2({V ,O}) +

p1({V ,O})p2({V })

Fuzzy př́ıstup upřednostňuje obsazené buňky ze svého principu.
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Slučováńı sonaru a lseru

Zohledněńı p̌resnosti senzor̊u

Necht’ konstanta mez označuje nepřesnost druhého senzoru v
počtu buněk. Pokud označ́ıme P1(s(ai ,j) = o) pravděpodobnost
obsazeńı buňky (i , j) podle přesného senzoru, P2(s(ai ,j) = o)
pravděpodobnost obsazeńı buňky (i , j) podle méně přesného
senzoru a Pmez hranici pro uznáńı obsazenosti buňky.

P1
MAX (o(ax ,y ) = o) = max

x−mez≤i≤x+mez ,y−mez≤j≤y+mez
P1(s(ai ,j) = o)

Petr Štěpán Gerstner lab IMR
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Slučováńı sonaru a lseru

Zohledněńı p̌resnosti senzor̊u

PN
x ,y({O}) =























P1(s(ax,y )=o)P2(s(ax,y )=o)
P1(s(ax,y )=o)P2(s(ax,y )=o)+P1(s(ax,y )=v)P2(s(ax,y )=v)

,

pokud P1
MAX (o(ax ,y ) = o) < Pmez

P1(s(ax ,y) = o),
jinak
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Slučováńı sonaru a lseru

Filtrace sonarových dat podle laseru

sonar ≥ laser mě̌reńı sonar̊u je méně
přesné, při slučováńı pouze mě̌reńı

sonar ≪ laser může být způsobeno
š́ı̌rkou signálu sonaru, je ťreba
porovnat namě̌renou vzdálenost sonaru
s minimem namě̌reným laserovým
hloubkoměrem ve vyzǎrovaćım úhlu
signálu ultrazvukového hloubkoměru.
Pokud je minimum hodnot laserového
hloubkoměru větš́ı o velikost minimálńı
překážky než namě̌rená vzdálenost
sonaru, pak sonarové mě̌reńı přináš́ı
novou informaci o prosťred́ı.

Pøeká�ka detekovatelná pouze sonarem
data laserového hloubkomìru
data ultrazvukového hloubkomìru

R
obot

R
obot

a)
b)

Pouze měřeńı na obrázku b) p̌rináš́ı

novou informaci.
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Slučováńı sonaru a lseru

Filtrace sonarových dat podle laseru

Necht’ s je mě̌reńı sonarového hloubkoměru, {li}
mez
i=0 jsou mě̌reńı

laserového hloubkoměru v oblasti signálu sonarového hloubkoměru
a minprekazka je velikost minimálńı překážky, pak lze uvedený filtr
formálně popsat následuj́ıćım způsobem:

s < min
0≤i≤mez

(li) − minprekazka, integruje pouze mě̌reńı s

jinak se integruj́ı všechna mě̌reńı{li}
mez
i=0
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Mobilńı robotika



laboratory

Gerstner

Modely prosťred́ı a jejich stavba I.

Slučováńı sonaru a lseru

Slučováńı pomoćı jediné mř́ıžky obsazenosti
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Slučováńı sonaru a lseru

Slučováńı pomoćı dvou mř́ıžek obsazenosti
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Data bez filtrace a slučováńı pomoćı
dvou r̊uzně přesných senzor̊u
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Slučováńı sonaru a lseru

Slučováńı pomoćı dvou mř́ıžek obsazenosti
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Filtru a zohledněńı přesnosti
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Model kamery

Model kamery

Vlastńı tvorba mř́ıžky obsazenosti pomoćı dat z barevné kamery se
skládá z následuj́ıćıch krok̊u:

inverzńı perspektivńı zobrazeńı převede obraz z kamery do
souřadného systému robotu

přǐrazeńı ḿıry obsazenosti podle detekované barvy

úprava mř́ıžky s využit́ım informace o viditelnosti objekt̊u
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Model kamery

Model kamery

u

x 0

0

x

v y
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Soǔradné systémy robotu a kamery.
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Modely prosťred́ı a jejich stavba I.

Model kamery

Model kamery

Výsledný model barevné kamery je určen následuj́ıćımi rovnicemi:

modelV (h, s, v) =










volno(h,s,v)
volno(h,s,v)+obsazeno(h,s,v) , pokud volno(h, s, v)+

obsazeno(h, s, v) > 0
0 , jinak

modelO(h, s, v) = 1 − modelV (h, s, v)
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Model kamery

Model kamery
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Model kamery

Model kamery

Akumulovaná ḿıra volnosti je definována rekurzivně pomoćı
následuj́ıćı rovnice:

PAcc(A ∪ {a}) =
P(s(a)=o)PAcc (A)

P(s(a)=o)PAcc (A)+(1−P(s(a)=o))(1−PAcc (A)) ,

kde A je množina buněk od buňky a směrem ke kaměre.
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Model kamery

Př́ıklady mř́ıžek obsazenosti z kamery

X [m]

Y
 [m

]

−6 −4 −2 0 2

−2

−1

0

1

2

3

4

5

6

7

Superpozice dat z kamery
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