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1 Anotace

V tomto ¢lanku se budeme zabyvat vztahem definovanym na mno-
Ziné rovnob&zniku, kterym je prinik rovnob&znikld. Uvedeme vy-
znam divodu feSeni tohoto problému, rozebereme rtizné metody
feSeni a jednu z nich popiSeme podrobné véetné jeji pamétové i
operacni sloZitosti.

2 Motivace

Casto se v po&itatové grafice setkdvame s problémem, kdy potie-
bujeme fesit kolize jednotlivych objektd ve scéné. Obvykle se tento
problém fesi tak, Ze se jednotlivé objekty vloZi do ohranicujictho
obdélniku. Poté uZ staéi pouze detekovat, zda maji tyto obdélniky
prunik, coz ndm v kladném piipadé znadi pfibliznou kolizi objektd.
Ukézka takového obdélniku (Bounding Box) je na obrazku 1.

ohranicujici obdélnik

objekt

Obrazek 1: Objekt v ohranic¢ujicim obdélniku.

3 Specifikace problému

Problém 3.1 U zadané mnoZiny N isotetickych rovnobéZnikii zjis-
téte v§echny jejich pdry prinikii.

RovnobéZnik je isoteticky, pokud jeho hrany leZi na dvou soustavich
pifimek vychdzejich ze dvou bodu jako na obrazku 2.

3.1 Definice priniku

Dva isotetické rovnobéZniky maji prinik tehdy a jediné tehdy, po-
kud sdileji alespori jeden bod. Existuji dvé moznosti prunikd rov-
nob&Znikd jaké mohou nastat. Bud’ inkluze, coZ znamena, Ze jeden
z rovnobéznikt je cely uvnitf druhého nebo prekryti, kdy jeden
z rovnobéznikl prekryva svou ¢asti druhy. Tyto dva piipady jsou
zobrazeny na obrazku 3.

Nejjednodussi piipad pruniku nastivd v jedné dimenzi, kde jsou
,rovnobéZniky* intervaly na pfimce. V d-dimenziondlnim prostoru
vznikne rovnobéznik kartézskym soucinem na d intervalech, pfi-
¢emz kazdy je na jiné soufadnicové ose. Dva d—dimenziondln{
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Obrazek 2: Isoteticky rovnobéZnik

prekryti inkluze

[ ]

prekryti jednim bodem

Obrézek 3: Dva typy pranikd obdélnikd. Vlevo piekryti, vpravo
inkluze a uprostied dva obdélniky prekryvajici se v jednom bodg,
opét piipad prekryti.

rovnobézniky maji priinik tehdy a jediné tehdy jestliZe se jejich x ;-
zobrazeni (dva intervaly) protinaji, pro j = 1,2,...,d. Vidime, Ze
jednorozmérny piipad hraje zdsadni roli a proto si jej rozebereme
podrobn&ji. M&me dva intervaly R’ = [x},x5] a R” = [x],x3]. Pod-
minka R’ NR" # & je ekvivalentni jedné z nésledujicich vzdjemné
se vylucujicich podminek:

Xy <A <x; (1)
¥ <Xy <. 2)

Ctyfi mozné konfigurace krajnich intervald odpovidajici situaci
R N R" # @ jsou zahrnuty v (1) a (2). TudiZ testujeme-li jestli
R' a R” majf priinik, zjistujeme, jestli levy okraj R’ zasahuje do R”
nebo levy okraj R” zasahuje do R'.



4 Mozna reseni

Dale budeme pro zjednoduseni uvazovat pouze obdélniky. Problém
muzZeme feSit naivnim zpusobem tak, Ze budeme hledat priniky
obdélniki kazdy s kazdym, coZ vede na operaéni sloZitost O(N?).
Existuje ovSem lepsi zptsob uvedeny v [Preparata and Shamos
1985], ktery vede na opera¢ni sloZitost O(s + NlogN), kde s je

pocet nalezenych para prisecika. Tento zplisob vyuzivd zametaci
techniky a intervalového stromu.

5 Zametaci technika

VyuZijeme metodu zametaci techniky, kde body udélosti', bu-
dou usecky vertikalnich stran obdélnikd. Stav zametaci piimky je
déan prisecikem obdélnikd se zametaci pfimkou. Obdélniky, které
maji prusecik se zametaci pfimkou se nazyvaji aktivni obdélniky.
Prochdzime-li zametaci piimkou zleva doprava a uvazujeme, Ze
soucasny bod udalosti je leva strana (nového) obdélniku R vime
tedy, Ze obdélnik R miZe mit prisecik se v§emi pravé aktivnimi ob-
déiniky. Jediné co potiebujeme zjistit je, ktery z aktivnich obdélnikui
spliiuje podminku (1) nebo (2) pro y-interval. Takovéto obdélniky,
které splituji jednu z téchto podminek, maji prinik s obdélnikem,
na jehoz levé strané se pravé nachdzi zametaci pfimka. Prichod
zametac{ piimky je naznaCen na obrazku 4.

Novy obdélnik R

Y2
Podm. (1
(C, () > .
y-interval
obdélniku R
Podm. (2)
€ —————— Oy,

Zametaci primka |

Obrazek 4: Situace kterd nastane, pokud zametaci pfimka protne le-
vou stranu obdélniku R. VSechny zobrazené obdélniky jsou aktivni,
protoZe je protind zametaci ptimka. Zdroj [Preparata and Shamos
1985].

Toto se jevi jako dvoji prohleddvani, jedno pro podminku (1) a
druhé pro podminku (2). Spole¢nd povaha téchto dvou hledan{ by
mohla podnécovat pouZiti dvou riiznych datovych struktur a tim i

komplikovanéjsi algoritmy. Vhodného feseni lze v tomto piipadé
docilit pouZzitim intervalového stromu.

6 Intervalovy strom

Oznacme [b(), ()] jako y-interval obdélniku R(), nechdme sefa-
dit sekvenci okraji N y-intervald v posloupnost (y1,y2,...,y2n)-

nebo té7 postupovy pldn, jednd se o body, ve kterych se méni stavy
feSeni

Intervalovy strom bude mit kostru (téZ primdrni struktura) defi-
novanou staticky pro danou mnozinu bodd (v nasem piipadé sek-
vence (y1,y2,---,y2n)) a bude moci skladovat libovolnou podmno-
zinu (aktivni podmnoZinu) intervald, jejiz okraje jsou v mnoZziné
(Y1’y27~ .. 7y2N)-

Intervalovy strom T bude pro posloupnost (y1,y2,...,y2n) @ mno-
Zinu intervali I C {[p() +()]:i=1,... N} definovan ndsledovng:

1. Listy stromu bude tvofit posloupnost (y1,y2,...,y2n) nad niz
bude postaven vyvaZeny bindrni strom (primdrni struktura).
Hodnotu uzlu budeme oznacovat H(v). Ohodnoceni uzld bi-
ndrniho stromu je provedeno tak, Ze hodnota levého syna uzlu
je mensi nebo rovna hodnoté uzlu otce. Hodnota uzlu pravého
syna je vétsi neZ hodnota uzlu otce.

2. Kazdy primdrni uzel v intervalového stromu 7' obsahuje uka-
zatele na dva sekunddrni seznamy. Levy sekunddrni seznam
Z(v) a pravy sekundérni seznam %(v). Levy sekunddrni se-
znam .Z (v) obsahuje vzestupné sefazenou posloupnost levych
koncovych bodi patiici do 1. Pravy sekunddrni seznam % (v)
obsahuje sestupné sefazenou posloupnost pravych koncovych
bodu patficich do 1.

3. Kazdy primdrni uzel T je klasifikovan jako ,,aktivni“ nebo
wneaktivni . Uzel je aktivni bud’ pokud jsou jeho sekunddrni
listy neprdzdné nebo obsahuje aktivni uzly v obou jeho pod-
stromech.

Intervalovy strom bude tedy mit nékolik ndsledujicich zajimavych
vlastnosti:

1. Pfiinorder prichodu primarni strukturou stromu 7', dostaneme
z hodnot uzlii sefazenou posloupnost (y1,...,y2n)-

2. Sekundarni seznamy £ (v) a Z(v), pro nelistovy uzel v, musi
podporovat vkladani a mazani. Jsou obycejné realizovany jako
stromy vyvazované do vysky nebo do §itky.

3. Aktivni uzly mohou byt spojeny jako bindrni strom .7 . Kazdy
z uzld leZi na cesté vychdazejici z kofene stromu 7. Tudiz
kazdy primarn{ uzel v ma dva nové ukazatele LPRT (levy uka-
zatel) a RPTR (pravy ukazatel), které jsou pouZity pfi tvorbé
stromu .7. Jestlize je v neaktivni, potom LPRT[v] = 0 a
RPTP[y] = 0. JestliZe je v aktivni, potom LPRT[v] # O je-
diné v tom pfipadé, Ze jsou v levém podstromu v aktivni uzly.
Podobn& RPRT[v] # 0 jediné v tom pfipadg, jestlize jsou v
pravém podstromu v aktivni uzly. V§imnéme si, Ze vice jak
polovina aktivnich uzli mé neprazdné sekundarni seznamy.

Ukazku intervalového stromu vidime na obrazku 5.

6.1 Vkladani a mazani v intervalovém stromu

Budeme uvaZovat interval vkladani [b,e]. P vklddéni intervalu
budeme postupovat takto: jdeme od kofene stromu 7' dokud nenara-
zime na uzel v* z T takovy, Ze je splnéna podminka b < H(v*) <e.
V tomto uzlu je soufadnice b vlozena do .Z’(v*) a soufadnice e do
Z(v*). Pokud uzel nebyl do doby pfed vloZenim intervalu aktivni,
stavd se aktivnim a je tfeba aktualizovat LPTR ¢i RPTR piedchidce.
Analogicky muZe byt implementovdno mazani. Nasledujici pseu-
dokéd ukazuje vkladani intervalu [b,e] do T:
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Obrazek 5: Ptiklad intervalového stromu. V doln{ ¢4sti stromu jsou
zobrazeny y-intervaly obdélnikt. Nad nimi vidime vzestupné sefa-
zeny jejich okraje, které jsou umistény v listech stromu. Primarn{
struktura je zndzornéna plnymi Carami, sekunddrni seznamy Car-
kovanymi ¢arami a strom .7, ktery je tvofen ukazateli na aktivni
uzly, ¢erchovanymi ¢arami. Na spodnim obrdzku vidime rozloZen{
obdélnikd se zametaci pfimkou protinajici levou stranu obdélnika
¢. Stav intervalového stromu odpovid4 situci po vloZeni y-intervalu
obdélnika c.

if (H(v) <b <e) {
postupuj do pravého syna;
} else if (b < e < H(v)) {
postupuj do levého syna;

}else{ // b=H{) <e ||l b<HW) =¢e

vloz interval;

6.2 Hledani v intervalovém stromu

Ve stromé& 7' mdme najit intervalovou shodu s intervalem [b, e]. Inter-
valova shoda v tomto pfipadé€ znamend prinik s jinym obdélnikem.
Pii prohleddvani mohou nastat tfi piipady:

1. b < H(v) < e - vechny intervaly umisténé v sekundérnich se-
znamech listu v splitujf intervalovou shodu s hledanym inter-
valem [b, e] a tudiZ ohldsime prinik se v§emi obdélniky, které
odpovidaji intervalim umisténym v sekundédrnich seznamech
tohoto uzlu. Prohleddvani ddle pokracuje do pravého i levého
podstromu, pokud obsahuje aktivn{ uzel.

2. b=H(v) <enebo H(v) < b < e - v tomto pfipadé postupnd
prohleddvdme pravy sekundéarni seznam &% uzlu v dokud je
splnéna podminka, Ze prvky seznamu jsou vétsi nebo rovny b.
Vsechny tyto prvky opét znadi prinik. Hledéni déle pokracuje
pouze v pravém podstromé, pokud obsahuje aktivni uzel.

3. b<H(v) =enebo b <e<H(v) - totéZ jako v pfedchozim
piipadg, ale s tim rozdilem, Ze prohleddvame levy sekunddrni
seznam . uzlu v a hleddme prvky, které jsou mensi nebo
rovny e. Hledani déle pokracuje v levém podstromé, pokud
obsahuje aktivni uzel.

Nasledujici pseudokéd zndzorfiuje vyhleddvani v intervalovém
stromé 7'. Hleddn{ iniciujeme hledej (root).

hledej (UZEL* v) {

if (b < H(v) < e) {

i=0;

while (R(v).[i] >= b) {
prinik; i++;

}

if (RPTR(v)) hledej(RPTR(v));
if (LPTR(v)) hledej(LPTR(v));

} else if (b = H(v) < e || H(v) <b < e) {

i=0;

while (R(v).[i] >= b) {
prinik; i++;

}

if (RPTR(v)) hledej(RPTR(v));

} else { // b <HW) =e || b<e < H(v)

i=0;

while (L(v).[i] <=¢) {
prinik; i++;

}

if (LPTR(v)) hledej(LPTR(v));

7 Algoritmus vyhledani vSech para prase-
¢iki na mnoziné N isotetickych rovno-
bézniku

Nynfi si popiSeme algoritmus, ktery fes{ problém 3.1.

1. VloZime do postupového pldnu zametaci pfimky vSechny
svislé hrany vSech N obdélnikd. Hrany jsou v takovém po-
fadi, v jakém bychom na né postupné nardzeli pfi prichodu
po ose x smérem zleva doprava.

2. Vezmeme vsechny y-intervaly v§ech N obdélniki a sefadime
okraje téchto intervald ve vzestupnou posloupnost.



3. Nad touto posloupnosti postavime primarni{ strukturu interva-
lového stromu, pri¢emz posloupnost bude tvofit listy tohoto
stromu.

4. Prochdzime zametaci pfimkou jeji postupovy pldn, tj. vS§echny
svislé hrany obdélnikt zleva doprava po ose x. Pfi tomto pri-
chodu zametaci pfimkou mohou nastat dva pfipady:

e Zametaci piimka protind levou svislou hranu nékterého
obdélniku - v tomto piipadé se provadi v jednom kroku
vyhleddvéni v intervalovém stromé, jak je popsdno v ka-
pitole 6.2 a vkladan{ intervalu jak je popsano v kapitole
6.1. Vyhleddavame a vkladame interval, ktery odpovida
y-intervalu obdélniku, jehoZ levou hranu protind zame-
taci pfimka. Co se tyCe poradi, tak nejprve dany uzel
prohleddme a az poté do jeho sekunddrnich seznamd
interval vloZime, pokud spliiuje podminku pro vloZeni
popsanou v 6.1.

e Zametaci pfimka protind pravou svislou hranu nékte-
rého obdélniku - y-interval tohoto obdélniku je odebran
ze sekunddrnich seznamil uzlu ve kterém se nachaz{
zptsobem, ktery je popsédn v kapitole 6.1.

Uvédomme si, Ze v§echny obdélniky, které protind zametaci pfimka
jsou aktivni obdélniky a jejich y-intervaly jsou umistény v sekun-
dérnich seznamech aktivnich uzli intervalového stromu a tedy pro-
hleddvame pouze intervaly té€chto pravé aktivnich obdélnikii.

8 Pamétova a operacni slozitost algoritmu

Nyni analyzujeme sloZitost metody. Staticky intervalovy strom s
N intervaly md pamé&tova slozitost O(N). Je zde 2N — 1 primér-
nich uzld a nejvice 2N polozek ulozenych v sekundarnich sezna-
mech. Kostra primdrn{ struktury je konstruovand v ¢ase O(NlogN)
s predbéznym setfidénim dsecek. Kazdy interval je vkladdn nebo vy-
mazdvan v ¢ase O(logN). Prohleddvéni primarn{ struktury stromu
se d&e v Case O(logN). Celkova operacni sloZitost tedy bude
O(NlogN +5) s O(NlogN) Casem na piedzpracovéni, kde s zna-
mend pocet nalezenych part praseciku.
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