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pStruktura p̌rednášky

� Motivace pro hledáńı častých podgraf̊u

− praktické p̌ŕıklady, variabilita v zadáńı,

� nutné pojmy z teorie graf̊u

− izomorfńı podgraf,

− častý, uzav̌rený a maximálńı podgraf,

� prohledáváńı prostoru podgraf̊u

− kódová slova,

− kanonická kódová slova,

− v čem to urychluje prohledáváńı,

� shrnut́ı

− co jsme se naučili,

− co jsme nestihli probrat

(p̌rizpůsobeńı pro molekuly, stromy, jeden graf, repozitá̌r fragment̊u).
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p̌Casté podgrafy – ilustrace 1: molekulárńı fragmenty

� urychleńı vývoje lék̊u,

� p̌r.: ochrana lidských CEM buněk p̌red HIV infekćı (věrejná data),

− velkokapacitńı testováńı chemických sloučenin (37,171 substanćı testováno)

∗ 325 potvrzených aktivńıch (100% ochrana proti infekci),

∗ 877 sťredně aktivńıch (50-99% ochrana proti infekci),

∗ ostatńı potvrzené neaktivńı (<50% ochrana proti infekci),

− problém: proč jsou některé sloučeniny aktivńı a jiné ne?, kam dále smě̌rovat test?
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p̌Casté podgrafy – ilustrace 1: molekulárńı fragmenty

� hledáme podstruktury společné pro aktivńı substance – časté aktivńı vzory = podgrafy,

− jaké strukturálńı vlastnosti maj́ı aktivńı látky?

� hledáme diskriminativńı vzory

(tj. p̌ridáváme podḿınku, aby vzory byly ř́ıdké u inaktivńıch substanćı),

− kam smě̌rovat daľśı testy? jak by měl vypadat kandidát na p̌ŕı̌st́ı lék?
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p̌Casté podsekvence – ilustrace 2: dynamika plyn̊u a kapalin

� mě̌reńı: velikost, rychlost a lokalizace v́ır̊u,

� grafová reprezentace: v́ıry = vrcholy, hrany = bĺızkost,

� lze studovat časté vzory nap̌r. p̌redcházej́ıćı vzniku anomálíı

− meteorologie, aerodynamika, hydraulika.
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pGrafy: základńı pojmy

� Množina atribut̊u, resp. značek A = {a1, . . . , am},

− p̌r. atribut̊u pro molekuly:

chemický prvek, náboj, typ vazby (jednoduchá, dvojná, trojná, aromatická),

� ohodnocený graf je trojice G = (V, E, `), kde

− V je množina vrchol̊u/uzl̊u,

− E ⊆ V × V − {(v, v) | v ∈ V } je množina hran,

− ` : V ∪ E → A p̌rǐrazuje značky z množiny A uzl̊um i hranám,

− G je neorientovaný, prostý a bez smyček,

− v́ıce uzl̊u a hran může být označeno stejnou značkou,

� podgraf S ⊆ G

− neformálně: vypust́ıme některé uzly a všechny jejich incidentńı hrany

(úplný, plný, indukovaný podgraf),

− pokud vypust́ım i daľśı hrany jde o podgraf bez p̌ŕıvlastku úplný,

− vlastńı podgraf S ⊂ G.
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pGrafy: základńı pojmy

� souvislá komponenta grafu

− souvislý podgraf, jakýkoli jeho nadgraf neńı souvislý,

� vrchol lze označit za

− izolovaný – nemá žádnou incidentńı hranu,

− list – má právě jednu incidentńı hranu,

� hranu lze označit za

− most (bridge) – odebráńım hrany zvýš́ıme počet souvislých komponent,

− pravý (listový) most (proper (leaf) bridge) – je mostem a neńı (je) incidentńı k listu,

� grafy S = (VS, ES, `S) a G = (VG, EG, `G) jsou izomorfńı (S ≡ G), pokud

− ∃ f : VS → VG (bijekce) taková, že:

∗ `S(v) = `G(f (v))

∗ (x, y) ∈ ES ⇔ (f (x), f (y)) ∈ EG ∧ `S((u, v)) = `G((f (u), f (v))),

� graf S je izomorfńım podgrafem G (S se vyskytuje v G, S v G), pokud

− f omeźıme na injektivńı funkci ∀v ∈ VS,

− S v G ∧G v S ⇔ S ≡ G.

� ově̌reńı zda S je izomorfńım podgrafem G je NP-úplný problém!
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pPř́ıklady izomorfńıch podgraf̊u

S1 i S2 jsou podgrafem G nalezena izomorfńı zobrazeńı f1 a f2

(zachovávaj́ıćı typ atomu i chemické vazby)

S2 má v́ıce výskyt̊u v G pro S3 existuje automorfismus

(S3 lze neidenticky mapovat na sebe samé)

(S3 má v́ıce výskyt̊u na jediné lokaci v G)
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pGrafy: definice podpory

� G pokrývá S pokud

− S v G (současně S je obsaženo (vyskytuje se) v G),

� S je řádně obsažen (̌rádně se vyskytuje) v G pokud

− S @ G⇔ S 6≡ G ∧ S v G,

� máme-li množinu graf̊u G = {G1, . . . , Gn}, pokryt́ı S vzhledem ke G je

− KG(S) = {k∈{1, . . . , n} | SvGk},
− jde o množinu index̊u všech graf̊u, které pokrývaj́ı S,

� (absolutńı) podporou S vzhledem ke G je kladné celé č́ıslo

− sG(S) = |KG(S)|,
− jde o počet graf̊u, které pokrývaj́ı S

(neuvažujeme opakuj́ıćı se výskyty v jednom grafu),

� častý podgraf S vzhledem ke G je každý podgraf, pro který

− sG(S) ≥ smin.
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pProblém vyhledáńı častých podgraf̊u v množině graf̊u

� vstup: grafy G = {G1, . . . , Gn} se značkami A = {a1, . . . , am} a minimálńı podpora smin

� výstup: množina častých podgraf̊u s podporou věťśı než minimálńı

− FG(smin) = {S | sG(S) ≥ smin},

� obvyklé omezeńı

− pouze souvislé podgrafy,

� hlavńı problém

− vyhnout se redundanci p̌ri prohledáváńı

∗ kanonická reprezentace (pod)graf̊u,

∗ částečné uspǒrádáńı prostoru (pod)graf̊u,

∗ efektivńı prǒrezáváńı prohledávaćıho prostoru,

∗ úschovna zpracovaných fragment̊u graf̊u.

� APRIORI vlastnost lze zobecnit i pro grafy

− Každý podgraf častého grafu je častý. (antimonotónńı)

− Podgraf, který neńı častý, nemůže ḿıt častý nadgraf. (monotónńı)

− ∀S : ∀R ⊇ S : sG(R) ≤ sG(S).
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p̌Casté podgrafy: p̌ŕıklad

� G je tvǒrena trojićı molekul,

� existuje 15 podgraf̊u s podporou alespoň smin = 2,

� prázdný podgraf je z definice řádně obsažen ve všech grafech.
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pTypy častých podgraf̊u – uzav̌renost a maximalita

� maximálńı podgraf (maximal subgraph)

− je častý a žádný z jeho vlastńıch nadgraf̊u neńı častý, množina všech maximálńıch podgraf̊u:

MG(smin) = {S | sG(S) ≥ smin ∧ ∀R ⊃ S : sG(R) < smin},
− každý častý podgraf má maximálńı nadgraf,

− žádný nadgraf maximálńıho grafu neńı častý,

− z MG(smin) (a jejich podpory) nelze určit podporu všech častých podgraf̊u,

� uzav̌rený podgraf (closed subgraph)

− je častý a žádný z jeho vlastńıch nadgraf̊u nemá identickou podporu,

− množina všech uzav̌rených podgraf̊u:

CG(smin) = {S | sG(S) ≥ smin ∧ ∀R ⊃ S : sG(R) < sG(S)},
− každý častý podgraf má uzav̌rený nadgraf s identickou podporou,

− z CG(smin) (a jejich podpory) lze určit podporu všech častých podgraf̊u,

� evidentńı vztahy mezi pojmy

− každý maximálńı i uzav̌rený podgraf je zároveň častý,

− každý maximálńı podgraf je uzav̌rený.
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pUzav̌rené a maximálńı podgrafy: p̌ŕıklad

� G je tvǒrena trojićı molekul, smin = 2,

� existuj́ı 4 uzav̌rené podgrafy, 2 z nich jsou maximálńı.

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � A4M33SAD



pProhledáváńı částečně uspǒrádané množiny podgraf̊u

� Izomorfismus podgraf̊u definuje částečné uspǒrádáńı podgraf̊u

− lze vytvǒrit Hasse̊uv diagram, prázdný podgraf je infimem, p̌rirozené supremum neexistuje,

− diagram lze úplně prohledat směrem od prázdného podgrafu,

− pro velký větv́ıćı faktor up̌rednostńıme obvykle prohledáváńı do hloubky.

� hlavńı problém

− jak zajistit, že podgraf nebude generován v́ıce způsoby?

− diagram muśıme p̌revést na strom – každý podgraf má jediného rodiče.
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pProhledáváńı částečně uspǒrádané množiny podgraf̊u

� Algoritmus prohledáváńı stromu podgraf̊u

− (podgrafy s jediným rodičem),

� Počátečńı cyklus

− prozkoumej všechny možné atributy uzlu,

− rekurzivně rozv́ıjej všechny časté atributy jako podgrafy,

� Rekurzivńı zanǒrováńı pro každý častý podgraf S

− generuj všechna rozš́ı̌reńı R podgrafu S p̌ridáńım hrany nebo uzlu a hrany

∗ p̌ridáváme hranu (u, v) 6∈ ES, u ∈ VS ∨ v ∈ VS,

∗ pokud u 6∈ VS ∨ v 6∈ VS, p̌ridáme i chyběj́ıćı uzel,

− S muśı být unikátńım rodičem R,

− je-li R časté, dále jej rozšǐruj, jinak STOP.
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pPřǐrazeńı jediného rodiče

� Jak lze množinu rodič̊u podgrafu S vymezit

− podgrafy, které obsahuj́ı právě o jednu hranu méně než S,

− jde o maximálńı vlastńı podgrafy,

� Kanonický (unikátńı) rodič pc(S) podgrafu S

− zavedeńı p̌redcháźı definice uspǒrádáńı hran podgrafu S,

− nechť e∗ je posledńı hranou podgrafu S, která neńı řádným mostem,

− pak pc(S) je podgrafem S bez hrany e∗,

− je-li e∗ listovým mostem odebereme také izolovaný uzel, který vznikne,

− pro situace s jedinou hranou v S poťrebujeme zavést i pǒrad́ı uzl̊u.

� Pǒrad́ı hran bude vycházet z kanonické reprezentace grafu

− graf bude popsán kódovým slovem,

− to bude jednoznačně identifikovat graf (nerozlǐśı pouze automorfismus),

− pokud existuje v́ıce slov pro jeden graf, lexikograficky vybereme jediné slovo.
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pKanonická reprezentace graf̊u

� Základńı myšlenka

− znaky kódového slova poṕı̌śı hrany grafu,

− značky ale nejsou jednoznačné, je ťreba zavést jednoznačné č́ıslováńı vrchol̊u,

� obvyklý požadavek na kanonickou formu

− prefixovost – každý prefix kanonického kódového slova je také kanonickým kódovým slovem,

− odebráńım posledńı hrany e∗ vznikne kanonické slovo a půjde o kanonického rodiče,

� dopad prefixovosti na algoritmus prohledáváńı stromu podgraf̊u

− z rodiče vygenerujeme následńıka rozš́ı̌reńım jeho kanonického kódového slova,

− stač́ı ově̌rit, že jde o kanonické kódové slovo,

− důsledek: rychle generujeme neredundantńı následńıky rodič̊u,

� nejčastěǰśı p̌ŕıstupy ke kanonické formě

− kostry grafu,

− matice sousednosti.
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pKanonická reprezentace graf̊u vycházej́ıćı z koster

� Kódové slovo grafu je tvǒreno p̌ri vytvá̌reńı kostry grafu

− vrcholy jsou č́ıslovány v pǒrad́ı daném pǒrad́ım pr̊uchodu kostrou,

− hrany jsou popsány č́ısly výchoźıho a koncového vrcholu, svoj́ı značkou a značkami uzl̊u,

− kódové slovo popisuje hrany, v pǒrad́ı jejich pr̊uchodu kostrou

(hrany mimo kostru muśı být zǎrazeny také v jiném režimu),

� jak lze kostru tvǒrit

− prohledáváńı: do hloubky × do š́ı̌rky,

− každý ze způsobů vyžaduje vlastńı způsob konstrukce kódového slova,

� jeden graf může být vyjáďren velkým množstv́ım kódových slov

− graf má v́ıce koster (počátečńı uzel, volby p̌ri větveńı),

− jak rychle naj́ıt to lexikograficky nejmenš́ı = kanonické?

− prefixová vlastnost je zajǐstěna p̌ridáváńım hran na konec,

− stač́ı ově̌rit, že rozš́ı̌reńı je také kanonické.

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � A4M33SAD



pKanonická reprezentace graf̊u vycházej́ıćı z koster

� Zavedeme uspǒrádáńı značek

− kv̊uli efektivitě je vhodné p̌rihĺıžet k frekvenci,

− časté značky vrchol̊u je vhodné řadit dozadu,

� Regulárńı výrazy pro kódová slova

− do hloubky: a (id is b a)m,

(výjimka: indexy v klesaj́ıćım pǒrad́ı)

− do š́ı̌rky: a (is b a id)
m (nebo a (is id b a)m),

− vysvětleńı symbol̊u:

n počet vrchol̊u grafu,

m počet hran grafu,

is index výchoźıho vrcholu hrany, is ∈ {0, . . . , n− 1},
id index ćılového vrcholu hrany, id ∈ {0, . . . , n− 1},
a značka vrcholu,

b značka hrany.
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pKanonické kostry: p̌ŕıklad

� Zavedeme uspǒrádáńı značek

− vrcholy: S ≺ N ≺ O ≺ C, hrany: − ≺=,

� Kódová slova

A: S 10-N 21-O 31-C 43-C 54-O 64=O 73-C 87-C 80-C

B: S 0-N1 0-C2 1-O3 1-C4 2-C5 4-C5 4-C6 6-O7 6=O8
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pRekurzivńı ově̌reńı kanonicity slova

� vyjdi ze všech vrchol̊u se značkou s nižš́ım a stejným pǒrad́ım než je současný kǒren kostry,

� rekurzivně p̌ridávej hrany, srovnej slovo s potenciálně kanonickým

− je-li nova hrana lex. věťśı než aktuálńı v ově̌rovaném slově, backtrack

− je-li nova hrana lex. menš́ı než aktuálńı v ově̌rovaném slově, ově̌rované slovo neńı kanonické,

− je-li nova hrana lex. identická s aktuálńı v ově̌rovaném slově, pokračuj v rozvoji.

A: S 10-N 21-O 31-C 43-C 54-O 64=O 73-C 87-C 80-C

B: S 0-N1 0-C2 1-O3 1-C4 2-C5 4-C5 4-C6 6-O7 6=O8
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pRychlé odḿıtnut́ı rozš́ı̌reńı kanonického slova

� Postup p̌ri rekurzivńım prohledáváńı stromu podgraf̊u

− generuj všechna rozš́ı̌reńı kanonického kódového slova častého rodiče,

− rozš́ı̌reńı vznikaj́ı doplněńım hrany, která rozšǐruje daný podgraf,

− prefixová reprezentace: popis hrany p̌ridáme na konec kódového slova,

− ově̌ŕıme kanonicitu slova, pokud je splněna pokračujeme rekurzivně, jinak větev ukonč́ıme,

� jak ově̌rit, zda jde o kanonické slovo?

− obecně nutno nalézt lex. menš́ı slovo se stejným kǒrenovým vrcholem,

− lze uplatňovat jednoduchá pravidla, která rozš́ı̌reńı odḿıtaj́ı na základě lokálńıho kritéria

∗ k některým vrchol̊um nelze hranu p̌ripojit,

∗ některé cykly nelze uzav̌ŕıt,

∗ jde o podḿınky nutné, nikoli postačuj́ıćı.
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pRychlé odḿıtnut́ı rozš́ı̌reńı kanonického slova

� Do hloubky: rozš́ı̌reńı nejpravěǰśı cesty

− rozšǐritelné vrcholy

∗ muśı ležet na větvi nejv́ıce vpravo

(k jiným vrchol̊um nelze hranu v dané větvi prohledávaćıho stromu p̌ripojit),

∗ pokud vrchol neńı listem, nelze p̌reskakovat hrany

(značka hrany nesḿı p̌redcházet značku stávaj́ıćı nejpravěǰśı hrany,

p̌ri shodě značek muśı totéž platit pro ćılové vrcholy hran),

− hrany uzav́ıraj́ıćı cykly

∗ muśı zač́ınat v rozšǐritelném vrcholu,

∗ muśı končit v rozšǐritelném listu

(jediný vrchol v podgrafu),

∗ index počátečńıho vrcholu muśı p̌redcházet indexy všech počátečńıch vrchol̊u hran ve-

doućıch do rozšǐritelného listu,
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pRychlé odḿıtnut́ı rozš́ı̌reńı kanonického slova

� Do š́ı̌rky: rozš́ı̌reńı podle maximálńıho počátku

− rozšǐritelné vrcholy

∗ pouze s indexem stejným nebo vyšš́ım než je maximálńı index počátečńıho vrcholu v

podgrafu,

∗ pokud má hrana stejný počátečńı index jako je ten maximálńı, je ťreba ově̌rit i precedenci

hran (viz do hloubky)

− hrany uzav́ıraj́ıćı cykly

∗ muśı zač́ınat v rozšǐritelném vrcholu,

∗ muśı vest vp̌red, od vrcholu s nižš́ım indexem do vrcholu s vyš̌śım.
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pRozš́ı̌reńı kanonického slova: p̌ŕıklad

� Rozšǐritelnost

− vrcholy: ad A: 0, 1, 3, 7, 8, ad B: 6, 7, 8,

− uzav́ıraćı hrany: ad A: žádná, ad B: hrana od 7 k 8,

� Rozš́ı̌reńı: p̌ridej jednovazebńı uhĺık k nejlevěǰśımu kysĺıku

A: S 10-N 21-O 31-C 43-C 54-O 64=O 73-C 87-C 80-C 92-C

S 10-N 21-O 32-C · · ·

B: S 0-N1 0-C2 1-O3 1-C4 2-C5 4-C5 4-C6 6-O7 6=O8 3-C9

S 0-N1 0-C2 1-O3 1-C4 2-C5 3-C6 · · ·

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � A4M33SAD



pProhledávańı prostoru častých podgraf̊u s kanonickými slovy: p̌ŕıklad

� Začneme s jádrovým vrcholem,

� p̌ridáme hranu (a možná i uzel) v každém kroku,

� rychle odḿıtáme nekanonická rozš́ı̌reńı, ově̌ŕıme kanonicitu zbylých,

� ově̌ŕıme podporu kandidát̊u (mimo prostor kódových slov),

� prǒrežeme podgrafy s nedostatečnou podporou.
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pKanonická reprezentace graf̊u vycházej́ıćı z matice sousednosti

� Matice sousednosti

− častá reprezentace grafu, v́ıce tvar̊u závislých na č́ıslováńı vrchol̊u,

− graf G s n vrcholy je popsán matićı n× n matićı A = (aij),

− aij = 1 pokud mezi vrcholy s č́ısly i a j vede hrana, jinak aij = 0.

� Rozš́ı̌rená matice sousednosti

− pro ohodnocený graf G (se značkami u vrchol̊u a hran),

− obsahuje nav́ıc sloupec se značkami vrchol̊u,

− aij obsahuje značku hrany, pokud nějaká hrana mezi vrcholy s č́ısly i a j vede, jinak

aij = ×.
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pOd matice sousednosti ke kódovému slovu

� jednoduchým zápisem element̊u matice po řádćıch,

� pro neorientované grafy je matice symetrická – stač́ı zapsat horńı trojúhelńık,

� zahuštěná reprezentace kódového slova

− zapisujeme pouze existuj́ıćı hrany,

− je nutné p̌rǐradit i identifikátory sloupc̊u,

− vhodné pro ř́ıdké matice.
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pKanonické rozš́ı̌rené matice sousednosti

� kĺıčovým problémem je nalezeńı kanonického kódového slova

− opět vycháźı z lexikografického uspǒrádáńı značek

vrcholy: S ≺ N ≺ O ≺ C, hrany: − ≺=,

− kanonické slovo je lexikograficky nejmenš́ı,

− u matic sousednosti je ještě věťśı počet kandidátských slov než u koster,

− konstrukce slova z horńı matice po řádćıch má výhodu prefixovosti.

� ukázka kanonického a nekanonického kódového slova

� triviálńı pozorováńı

− jeden z vrchol̊u s minimálńı značkou muśı ḿıt index 1,

− r̊uzně značkované hrany definuj́ı pǒrad́ı daľśıch vrchol̊u jednoznačně,

− nejsnažš́ı konstrukce pro unikátńı značky, jinak nutný backtracking.
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pKanonické rozš́ı̌rené matice sousednosti

� jak rozlǐsit mezi vrcholy a hranami se stejnou značkou?

− zavedeme podpis vrcholu

− pro každý vrchol zaznamenáme celou sousedńı strukturu grafu,

− tu rozšǐrujeme tak dlouho, dokud nerozlǐśıme podpisy libovolné dvojice vrchol̊u,

− iterativně rozdělujeme ťŕıdy ekvivalence vrchol̊u.
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pDaľśı témata

� Repozitá̌r fragment̊u

− dominantńı způsob omezeńı redundance jsou kanonická slova,

− alternativou je uchovávat už zpracované grafy, ty už se znovu neprocházej́ı,

− kĺıčová témata: pamě̌t, rychlý p̌ŕıstup (hash),

� p̌rizpůsobeńı pro molekuly

− často se vyskytuj́ıćı fragmenty molekul zpracovávat najednou,

− cykly, uhĺıkové řetězce, ťŕıdy ekvivalentńıch atomů,

� jeden graf

− jiná definice podpory (obt́ıžněǰśı),

� stromy

− uspǒrádané × neuspǒrádané,

− v zásadě snazš́ı než obecné grafy.
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p̌Casté podgrafy – shrnut́ı

� Problém podobný vyhledáváńı častých množin položek

− APRIORI vlastnost,

− komplikovaněǰśı je ale zamezeńı redundance p̌ri prohledáváńı,

∗ věťśı větv́ıćı faktor,

∗ množiny položek nemaj́ı strukturu,

− netriviálńı kanonická reprezentace graf̊u

∗ zajist́ı, že četnost každého podgrafu ově̌rujeme nejvýše jednou

(daľśı nutnou podḿınkou je četnost rodiče),

∗ volba reprezentace souviśı s volbou prohledávaćıho algoritmu,

∗ prefixovost reprezentace umožńı rychlé zaḿıtnut́ı nekanonických kandidát̊u,

− dvě ukázky kanonické reprezentace

∗ založená na kostrách,

∗ založená na matici sousednosti,

� p̌ŕı̌stě: aplikačńı a p̌rehledová p̌rednáška – texty a web.
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pDoporučené doplňky – zdroje p̌rednášky

:: Četba

� Borgelt: Frequent Pattern Mining.

− p̌rednáška je výběrem z grafového bloku z tohoto kurzu,

− http://www.borgelt.net/teach/fpm/slides.html.

� Nijssen, Kok: The Gaston Tool for Frequent Subgraph Mining.

− často použ́ıvaný nástroj Gaston, aplikace na molekulárńı databáze,

− http://www.liacs.nl/~snijssen/gaston/index.html,

� Yan, Han: gSpan: Graph-Based Substructure Pattern Mining.

− často použ́ıvaný nástroj gSpan,

− http://www.cs.ucsb.edu/~xyan/software/gSpan.htm.
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