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Chceme najmout zameéstnance. Predchozi pokusy nebyly uspésné, takze
vyuzijeme sluzeb personalni agentury. Ta nam posila jednoho kandidata za
den. Udélame s nim interview a rozhodneme, zda ho najmeme, Ci nikoliv.
Predpokladame, ze umime rozpoznat lepsiho kandidata ihned pfi interview
(lepSiho oproti dfive vybranym). Toho pak najmeme, ale pokracujeme

s vybérem do celkového poctu kandidatd n.

hledani_zaméstnance(n)

best = 0; // nejhorsi (neexistujici) zaméstnanec
fori=1ton
pohovor se zaméstnancem i
if zaméstnanecii je lepsi nez zaméstnanec best
best =i
najmuti zaméstnance best
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Nasim ukolem je spocitat naklady na vybér nejlepsiho kandidata, ¢as zde
neni rozhodujici.

Oznacme ¢, cenu za provedeni interview a ¢, cenu za najmuti jednoho
kandidata. Celkovy pocet kandidatu je n, z toho m kandidati najmeme (a
pozdéji pripadné nahradime jinym).

Obecné jsou naklady: ¢n + ¢,m

Nejhorsi pripad (najmeme vSechny, jsou ve vzrustajicim pofadi): (¢, + ¢, )n
Nejlepsi pfipad (najmeme jen toho pravého, ktery je hned prvni): ¢,n + ¢,
Ani jeden z téchto pripadl neni obvykly, musime udélat néjaky odhad, co
se stane v primérném pripadé.
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Pravdépodobnostni analyza — vyuziti znalosti z teorie pravdépodobnosti
pfi analyze slozitosti algoritmu.

Abychom mohli algoritmus analyzovat, musime udélat néjaky odhad
pravdépodobné distribuce vstupnich dat (pokud to neumime udélat, nelze
pravdépodobnostni analyzu pouzit).

Pak udélame primeér za vSsechny mozné vstupy dle distribuce - vysledku
fikame prumérny odhad ceny (nebo c¢asu).

Pro problém najmuti zameéstnance predpokladejme, ze umime porovnat
libovolné dva kandidaty (existuje tedy uplné usporadani na schopnostech
kandidatu).

Oznaéme kandidaty i = 1..n a jejich schopnosti rank(i) — vyssi ,,rank”
znamena lepsi schopnosti.
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Pfichazejici kandidaty miZzeme modelovat posloupnosti:

(rank(1), ..., rank(n)),
kterou mUZeme povazovat za permutaci posloupnosti (1, ..., n).
Protoze je poradi nahodné, mame n! moznosti, kazda z nich stejné
pravdépodobna — tzv. uniformni rozdéleni — kazda moznost ma stejnou
pravdépodobnost.
Pro fesSeni této ndhodnosti mizeme vyuzit ndhodny vybér kandidatt. Od
agentury dostaneme seznam kandidatl a my si kazdy den jednoho
vybereme nahodné.

Tomu fikdame nahodny algoritmus (randomized) — vybér kandidata zalezi
na konkrétni distribuci vstupu, ale také na generatoru nahodnych Cisel,
kterym kandidata vybirame.

Predpokladejme, Ze mame k dispozici funkci random(a,b), ktera
vygeneruje nahodné celé cCislo v intervalu a..b.

Napr. random(0,1) vrati O s pravdépodobnosti 2 a 1 s pravdépodobnosti %.
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Pro pravdépodobnostni analyzu vyuzivdme tzv. indikator( nahodnych
promeénnych.

Predpokladejme, ze mame dan prostor S moznych hodnot a néjakou
udalost A. Pak indikator nahodné proménné /{A} je urcen:

HAY = { 1 — pokud A nastane
0 — pokud A nenastane
Uvazme priklad hazeni minci — stavovy prostor je S = {orel,panna}
s pravdépodobnostmi: Pr{orel} = Pr{panna} =% . M{zZeme definovat
indikator nahodné proménné X__,, pfifazeny k udalosti, kdy padne orel —

pak pro dany hod nabyde hodnoty 1, jinak O.

X = Horel} {1 — pokud padne orel
orel = NOTCU =10 — pokud padne panna
Ocekavany pocet, kolikrat padne orel pro danou hru, je prosté hodnota

indikatorové proménné X_ .
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Nejjednodussi a nejlépe pouzitelny odhad distribuce hodnot nahodné
proménné je “prumér” hodnot, kterych nabyva.

Ocekavana hodnota (ocekavani, primér) E[X] diskrétni nahodné
promeénné X je:

EIX] =) x-Pr{X =x}

Tato suma je dobre definovana, jestlize je konecna, nebo konverguje.

Nékdy se o€ekavana hodnota X zapisuje L, (pokud je nahodna proménna X
zfejma z kontextu, staci p).
Ocekavani pro soucet nahodnych proménnych je suma jejich ocekavani
(linearita ocekavani), tj.:

E[X+ Y] = E[X] + E[Y]
Linearita oCekavani plati, i kdyz X a Y nejsou nezavislé, plati i pro konecny
pocCet proménnych, i pro konvergujici rady.
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Datové struktury a algoritmy

Priklad

e Uvazme hru, kdy hazime dvéma mincemi. Vyhra je S3 za
kazdého orla, ale -S2 za kazdou pannu.

* Ocekavana hodnota nahodné proménné X reprezentujici Vasi
vyhru je:
E[X] =6-Pr{2xorel}+
+1-Pr{l1 xorel, 1 x panna}—
—4 - Pr{2 x panna} =

=6-U+1-%-4-"%=1

Karel Richta a kol. (FEL CVUT) Randomizované algoritmy B6B36DSA, 2017, Lekce 5, 8/36




Ocekavany pocet, kolikrat padne orel:
E[X, ] = E[I{X,,o}] =1 x Pr{orel} + O x Pr{panna} =
=1x%+0x)a=0
Je to tedy %5 . Lze ukazat, Ze je to vlastné pravdépodobnost udalosti.
Lemma: Bud prostor S moznych hodnot a méjme udalost A z prostoru S.
Necht X, = {A}. Pak E[A] = Pr{A}.
Dukaz: E[A] = E[/{A}] =1 x Pr{A} + O x Pr{—A} = Pr{A}
kde —A je komplement A, tj. —A =S - A. g.e.d.
Bud' X; = {vysledek i-tého hodu}. Pak:
X=2ie1 X,
A ocekdvany pocet, kdy padne orel je (linearita ocekavani):
E[X] = E[Y/, X, = XL, EIX] =27, 5 =n/2
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Datové struktury a algoritmy

Analyza prumeérnych nakladu

e Zajima nas pocet najmuti X: n
E[X] =) xPr{X =x}
x=1

Pouzijeme indikatory: X; = 1 pokud je kandidat / najat, 0 jinak. Potom
X=X1+...+ X,
Pokud jsou vSechna poradi stejné pravdépodobna (linearita ocekavani), pak

E[Xi] =1/i. Soucet harmonické fady

E[X]=E :iE[x,-] :zn:m:lnw 0(1)

n
X
i=1

* Prestoze tedy mdme n kandidatl, v priméru najmeme v oCekdvaném
pfipadé jen: In n kandidatd. Primérné naklady tedy Cini: O(c, % In n)
oproti nejhorsimu pfipadu: O (c, x n), pokud pouZijeme nahodny vybeér.
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Proberme rozdil mezi pravdépodobnostni analyzou a randomizovanymi
algoritmy.

Ukazali jsme, Ze pokud predpokladame, ze kandidati prichazeji

v nahodném poradi, je oCekavany pocet najmuti In n.

Algoritmus je deterministicky — pro jakykoliv konkrétni vstup je pocet
najmuti stejny. Pocet najmuti se pro rlizné vstupy lisi a zavisi na
schopnostech kandidatu.

Protoze pocet najmuti zavisi pouze na schopnostech kandidat, mizeme
vstup reprezentovat posloupnosti jejich schopnosti:

<rank(1), rank(2), ..., rank(n)>.
Uvazime-li posloupnost schopnosti: A1 =<1, 2,3,4,5,6,7,8,9, 10>,
budeme najimat 10x (kazdy novy kandidat je lepSi, nez vSichni predchozi).
Uvazime-li posloupnost schopnosti: A2 =<10,9,8, 7, 6,5, 4, 3, 2, 1>,
budeme najimat jen jednou (prvni je nejlepsi).
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Uvazime-li posloupnost schopnosti: A3 =<5, 2,1,8,4,7,10,9, 3, 6>,
budeme najimat 3x (po interview s kandidaty se schopnostmi 5, 8 a 10).
Cena za najimani zavisi na poctu najmuti, vidime, ze existuji drahé vstupy
(A1), ale i levné (A2) a stredné obtizné (A3).

Uvazime-li na druhé strané randomizovany algoritmus, ten nejprve
permutuje vstup a pak vybira kandidaty — neni zavisly na vstupni distribuci.
Napf. pro vstup A3 nemuzeme pocet najmuti stanovit —to je dano
randomizovanym algoritmem — muze to byt 1 az 10.

Pro randomizovany algoritmus nejde vybrat ,,nejhorsi“ vstup, zavisi pouze
na generatoru ndhodnych &isel. Spatné je, pokud vidy generuje
,hestastnou” permutaci (napft. Al).

Pri randomizaci resSeni najimani zameéstnance, staci pridat nahodnou
permutaci vstupu.
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Co kdyz je personalni agentura nespolehliva?

Poradi kandidatd mohu nahodné poprehazet, tim si zajistim linearitu
ocCekavani.

Generovani nahodné permutace:

permutuj_tridénim(A)

vytvoreni nového pole P (se stejnou délkou, jako pole A)
vygenerovani nahodnych hodnot z rozmezi 1. . . A.length3 do pole P
setfidéni pole A s pouzZitim pole P jako klict

Volime interval 1...n3 aby bylo pravdépodobné, Ze vSechny priority v P jsou
unikatni.

Lze ukazat, Ze permutace tridénim generuje uniformni rozdéleni.

VvvV/

porovnanim je O(n In n) a stejna je i slozitost permutace.
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randomizované_hledani_zameéstnance(n)

uloz posloupnost kandidatli délky n do pole A
permutuj_tfidénim(A) // nahodné permutuj seznam kandidatu
hledani_zaméstnance(n) // stejné jako dfive

Tj.:
best = 0; // nejhorsi (neexistujici) zaméstnanec
fori=1ton

pohovor se zaméstnancem i

if zaméstnanecii je lepSi nez zaméstnanec best
best =i
najmuti zaméstnance best

* Ocekavana cena randomizovaného hledani je O(c, In n) — viz
slozitost hledani zameéstnance.
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Datové struktury a algoritmy

Rovnomeérnost ocekavani

Pr{E1 M E2 AR En} — Pr{El} . PF{EQ‘E]_} . Pr{E3|E1 M Eg} . u e

* Rychlejsi algoritmus:

permutuj_prohazovanim(A)

n = A.length
fori=1ton
prohod' A[i] s A[random(i,n)]

e Rovnomeérnost ocekavani:

Pomoci invariantu: pro kazdou permutaci prvki vstupniho pole plati, ze na
zacatku 7té iterace cyklu obsahuje pole A na indexech 1 az i — 1 prvnich
i — 1 prvki této permutace s pravdépodobnosti (n — i + 1)!/n!.
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Uvazme problém hledani maxima v poli Cisel a[1..n]:

m:=a[1]; for i:=2 to n do if a[i] > m then m:=a[i]

Kolikrat se provede prirazeni m:=ali]?

V nejhorsim pripadé se vykona v kazdé iteraci, tj. n-1-krat.

V nejlepsSim pripadé neni vykonano ani jednou (maximum je prvni).

Co v primérném pripadé? Zacneme definici pravdépodobnostniho
prostoru. Predpokladdame, Ze pole obsahuje n rlznych elementu a Ze jejich
libovolné poradi je stejné pravdépodobné. Jinymi slovy — nas prostor
obsahuje n! permutaci. Kazda permutace je stejné pravdépodobna a je;ji
pravdépodobnost je 1/n!.

Protoze konkrétni hodnoty v poli nejsou dllezité, mizeme predpokladat,
ze pole obsahuje Cisla od 1 do n v néjakém porad..

Co nas nyni bude zajimat, je primérny pocet tzv. maxim zleva-do-prava
(left-to-right).
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Maximum zleva-do-prava v posloupnosti je prvek, ktery je vétsi nez
vSechny predchozi prvky. Napf.: posloupnost (1,2,4,3) ma 3 takova
maxima, (3,1,2,4) ma 2 maxima zleva-do-prava.

Pro permutaci mt celych Cisel od 1 do n, ozna¢me M _(mt) poCet maxim zleva-
do-prava.
Jaké bude ocekavani E[M_]? Lze to popsat dvéma zpusoby:

— Pro mala n, mbZzeme E[M,_] pfimo spocitat. Pro n = 1 existuje jen jedna
permutace (1) a ma jedno maximum, tj. E[M,] = 1. Pro n = 2, existuji
dveé permutace (1,2) a (2,1). Prvni ma 2 maxima a druha ma 1
maximum, E[M,] = 1.5.

— Pro vetsi n postupujeme nasledovné — oznacme M, sumu
indikatorovych proménnych |, az |, tj. M_ =1, +.. .+1_, kde |, je rovho 1
pro permutaci i, kde k-ty element mt je maximum zleva-do-prava.
Napf.: 15((3,1,2,4)) =0 and 1,((3,1,2,4)) = 1.

B6B36DSA, 2017, Lekce 5, 17/36



Vzhledem k linearité E a protoze I, jsou indikatorové promenné.
EIM ] =E[l,+L+.. .+ ]=E[l,]+E[L]+...+E[l]=
=Pr{l;=1}+ Pr{l,=1}+...+ Pr{l =1}

Zbyva urcit pravdépodobnost, Ze | = 1. Plati, Ze k-ty element nahodné
permutace je maximum zleva-do-prava tehdy a prave tehdy, kdyz je k-ty
element nejvétsi ze vSech predchazejicich prvnich k elementu.

V nahodné permutaci je pro kazdou pozici stejné pravdépodobné, ze
obsahuje maximum, takZze hledana pravdépodobnost je Pr{l = 1} = 1/k.

E[M,] = ZlSkSn Pr{lk =1}= Z1sksn 1/Kk
Pak napf.: E[M,]=1+1/2+1/3+1/4=(12+6+4+3)/12=25/12.

Soucet )1 <x<n 1/k se pocitd jako ,,n-ta harmonickd” a znaci se H.. Je
znamo, ze plati: Inn<H <1+Inn,tj.:H =Inn.

Proto muzeme usoudit, Ze prumérny pocet maxim zleva-do-prava je
mnohem mensi (In n), nez v nejhorsim pripadé (n).
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Predpokladejte, ze mate Sanci ucastnit se TV show.

Je tam 100 skrinék, které budete otevirat v poradi, které si stanovite Vy,
moderator Vam muze napovidat.

Skrinka s Cislem i obsahuje mi penéz. Nevite, kolik to je, ale po otevreni to
Zjistite.

Zadné dvé skiifiky neobsahuji stejné mnoZstvi penéz.

Pravidla hry jsou jednoducha:

Na zacatku hry dostanete 10 Zetonu.

Kdyz otevrete skrinku, ktera obsahuje vice penéz, nez je obsah dosud
otevrenych skrinék, musite vratit 1 Zzeton.

Kdyz musite vratit zeton a nemate ho — prohral jste.

Kdyz se VAm podari otevrit vSechny skrirfiky, vyhral jste a mUzete si
ponechat vSechny penize.
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Analyzujme nejprve pripad, kdy vzdy date na radu moderatora — jeho
napoveda bude ridit hru.

Nejhorsi pripad bude, kdyz Vas necha otvirat schranky v obraceném poradi
dle obsahu. Kdykoliv otevrete skfinku, musite vratit zeton a po otevreni
11-té skfinky prohravate. To by se ale nelibilo divakiim a proto to asi takto
nebude.

Nejlepsi pripad by byl, kdyby Vam hned prozradil nejdrazsi skrinku. To by
se libilo hraci, ale nebyl by prostor pro reklamy béhem hry, a proto to asi
takto také nebude.

Problém Ize prirovnat k hledanim maxima zleva-do-prava. Kdykoliv
narazime na maximum zleva-do-prava, musime vratit Zeton. Jak jsme
ukazali dfive, je oCekavany pocet maxim zleva-do-prava v nahodné
posloupnosti ,,n-ta harmonicka® H,. Pro n=100, H,,, < 1+In 100 = 1+4.61 a
H oo < 6. Pokud Vam moderator ukazuje skrinky v nahodném poradi, méli
byste v primeéru vratit 6 ZetonU a vyhrat.
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ProC by Vam ale moderator ukazoval skrinky v nahodném poradi, kdyz by
to v primérném pripadé vedlo k Vasi vyhre. On prece po Vasi vyhre
netouzi — presneji netouzi po mnoha vyhercich, obcas ale musi nékoho
nechat vyhrat — mohli byste to byt prave Vy.

Redeni je vzit véci do svych rukou, ignorovat ndpovédu moderatora a
otevirat skrfinky v nahodném poradi. Vyberte si nahodné jednu skfinku a
otevrete ji. Pak si opét nahodné vyberte skrinku ze zbyvajicich a tak dale.

Jak nahodné vybrat skrinku? Pokud zbyva k skrinék, hodte si kostkou

s k stranami a dostanete Cislo v intervalu 1..k. Timto zplsobem generujete
nahodnou permutaci a analyza bude stejna, tj. v priméru budete muset
vratit méné nez 6 Zetond, ale protoze jich mate 10, vyhravate.

To je randomizovany algoritmus. MuzZete se obavat, ze ackoliv to
matematicky vychazi, ve skutecnosti jste vydani na milost moderatorovi.
To ale plati pouze tehdy, kdyz nechate na ném, zda Vam radi skrinky
skutecné v nahodném poradi, nebo ne. V pfipadé randomizovaného
algoritmu na tom nezalezi. Jistotu vyhry nemate, ale |épe to nejde.
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Zhodnotime-li celkovou situaci, mdme 10 Zetonu. Ocekdvany pocet
vracenych Zetonl je méné nez 6. Jak si mUzete byt jisti, Ze odejdete
s vyhrou?

MUZzeme to postavit tak, ze pravdépodobnost M je vétsi nez 11, pokud
otevrete vice nez 11 skrinék, nebo vice nez maximum zleva-do-prava.

Markovova nerovnost ndm umozfiuje omezit tuto pravdépodobnost. Rika,
ze pro nezapornou nahodnou proménnou X a libovolnou konstantu c > 1,
plati, ze:

Pr{X>c- E[X]} < 1/c.
Pokud tuto nerovnost aplikujeme pro X =M, a c=11/6, dostavame:

Pr{M, > 11} < Pr{M, 2 = E[M,]} <

Pravdépodobnost vyhry je proto vice nez 5/11.
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Formalné lze situaci resit tak, ze naS RAM model obohatime o novou
instrukci: x:=randInt(C), ktera celoCiselné proménné x priradi ndahodné celé
Cislo z intervalu mezi 0 a C-1.

Cena za nahodny vybeér je jedna Casova jednotka, jako u vSech ostatnich
instrukci.
Algoritmy (programy), které ji nepouziji nazyvame deterministické.

Cas b&hu randomizovaného algoritmu obecné zavisi na generovanych
hodnotach. Neni to tedy cislo, ale nahodna promeénna zavisla na
nahodnych vybérech.

Zavislost muZeme eliminovat tim, Ze nas stroj vybavime ¢asovacem. Na
zaCatku vypoctu nastavime casovac na hodnotu T(n), kterd muze zaviset na
velikosti problému (n).

Stroj se po plynuti ¢asu T(n) zastavi — muzZeme garantovat, Ze ¢as je
omezen na T(n). Nemusi ale v této dobé spocitat vysledek.
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e Také vystup randomizovanych algoritmU muze zaviset na generovanych
nahodnych hodnotach.

* Muze se zdat, Ze to zpUsobi nepouzitelnost algoritmu — odpovéd na
stejnou instanci problému muze byt jednou ,ANO“ a podruhé ,NE*“. Pokud
maji oba pripady stejnou pravdépodobnost, odpovéd neni k nicemu.
Pokud ma ale spravna odpoved mnohem vétsi pravdépodobnost, ma
vystup urcitou hodnotu.

Priklad:

* Alice a Bob jsou ve spojeni pomoci pomalé telefonni linky. Alice ma celé
Cislo x, a Bob ma celé Cislo xg, obé Cisla maji n cifer. Chtéji si ovérit, Ze maji
stejné Cislo. Protoze je komunikace pomala, snazi se minimalizovat
mnozstvi predavané informace. Lokalni vypocty de-facto nic nestoji.

* Jedno mozné reseni je, ze Alice posle své Cislo Bobovi, ten ho porovna se
svym a vrati vysledek (0/1). Toto feSeni vyzaduje prenos n+1 cifer.
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Alternativné: Alice muze posilat cifru za cifrou, Bob prenos zastavi

v okamziku, kdy uz zna vysledek — bud' shodu, nebo neshodu. V nejhorsim
pripadé se ale musi opét prenést n+1 cifer (v nejlepsim 2).

Pokusime se to vylepsit randomizaci. Po prenosu O(In n) cifer, mlze byt
rovnost Ci nerovnost rozhodnuta s vysokou pravdépodobnosti.

Alice a Bob se budou ridit nasledujicim protokolem. Kazdy si pfipravi
usporadany seznam prvocisel p. Seznam obsahuje nejmensich L prvocisel,
které maiji k a vice cifer a zaCinaji cifrou 1. Kazdé takové prvocislo ma
hodnotu nejméné 2k, DllezZité je, Ze je garantovano, ze Alice i Bob generuji
stejny seznam.

Pak Alice vybere nahodné indexi, 1<i<L, a posleia (x, mod p,) Bobovi.
Bob spocita x; mod pi. Pokud x, mod p, # x; mod p,, deklaruje, Ze Cisla jsou
odlisna. Jinak jsou shodna.

Pokud x, # Xz, ale x, mod p, = x; mod p,, Bob chybné oznaci ¢isla jako
stejna. Jaka je pravdépodobnost chyby?
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Chyba nastane, pokud x, # x;, ale x, mod p, = x; mod p.. Tj. x, = xz(mod p,).
Posledni podminka je ekvivalentni podmince, ze p; déli rozdil D = x, — xs.
Rozdil je nejvyse 2" v absolutni hodnoté. ProtozZe kazdé prvocislo p, ma
podle zadani hodnotu nejméné 2%, seznam obsahuje nejvyse n/k prvodisel,
ktera déli rozdil a proto pravdépodobnost chyby je nejvyse (n/k)/L. Tuto
pravdépodobnost mizeme libovolné snizit volbou dostatecné velkého L.

Pokud napr. chceme, aby pravdépodobnost byla mensi nez 0.000001 =
107, staci zvolit L = 10%(n/k).

Jak zvolime vhodné k? Mezi Cisly s k bity je priblizné 2%/k prvocisel. Proto,
pokud 2¥/k > 10%(n/k), bude seznam obsahovat jen celd Cisla délky k.
Podminka aby 2% > 10°n je stejnd jako k > Inn + 6 In 10.

Pro tuto volbu k, protokol prenadsi:InL+ k=Inn+ 12 In 10 bitd. To je
exponencialné lepsi, nez naivni reseni.
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Datové struktury a algoritmy

Formalni model randomizace (pokr.)

 Coudélame, pokud budeme chtit, aby pravdépodobnost chyby byla mensi
nez 107127

* Mulzeme prepocitat predchozi kalkulaci pro L=10%n.

e Alternativné, mlzZeme pouzit protokol dvakrat a deklarovat jind Cisla
(pokud se daji najit). Tento dvou-stavovy protokol bude chybovy, pouze
pokud budou chybové obé faze — pravdépodobnost chyby je nejvyse
soucin pravdépodobnosti: 107® - 107 = 10712,

Karel Richta a kol. (FEL CVUT) Randomizované algoritmy B6B36DSA, 2017, Lekce 5, 27/36



* Existuji dvé varianty randomizovanych algoritmu: Las Vegas a Monte Carlo.

e Algoritmy typu Las Vegas vzdy spoctou spravny vysledek, ale ¢as béhu je
nahodna proménna. Redeni pro TV show bylo typu Las Vegas — v
prumeérném ocekavaném pripadeé vzdy najdete skrifikku obsahujici
maximum, pocet maxim zleva-do-prava je nahodna proménna.

e Algoritmus typu Monte Carlo pracuje vzdy ve stejném case, ale mize davat
nekorektni vysledky. Pravdépodobnost nekorektni odpovédi je nejvyse
1/4. Algoritmus pro porovnani dvou Cisel po telefonni lince je typu Monte
Carlo. Ukazali jsme ale, ze pravdépodobnost chyby lze libovolné snizit.
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* Predpokladejme, ze mame algoritmus typu Las Vegas, kde ocekavany Cas
je t(n). Spustme jej pro 4-t(n) kroka. Jestlize vrati odpovéd v ocekdvaném
case, bude to vysledna odpoveéd. Jinak vrati libovolnou odpovéd.
Vysledkem je algoritmus typu Monte Carlo.

* Predpokladejme, ze mame algoritmus typu Monte Carlo, kde ocekavany
¢as je m(n), ktery dava korektni odpovéd's pravdépodobnosti p. Dale
mame deterministicky algoritmus, ktery verifikuje v ¢ase v(n), zda
algoritmus Monte Carlo dava korektni odpovéd. Kombinaci téchto dvou

algoritma lze ziskat algoritmus typu Las Vegas s oCekdavanym casem
exekuce: (m(n)+v(n))/(1-p).
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Datové struktury a algoritmy

Priklad na pravdépodobnost - reseni

boolean f(int[] a, int[] b) {
int rl = random(0, a.length - 1); // funkce random vrati nahodne cislo

// mezi 0 a a.length - 1 vcetne
int r2 = random(0, b.length - 1);
return a[rl] == b[r2];

}

Redeni:

 (Oznacme si a.length = n. Pravdépodobnost, ze na indexu rl je hodnota k,
je 1/n. Pravdépodobnost, Ze na indexu r2 je hodnota k, je 1/n. Oba jevy
jsou na sobé nezavislé, takze pravdépodobnost, Zze a[r1] == b[r2], je:
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Kolik lidi musi byt v mistnosti, aby byla Sance 1:1 (50%), ze tam budou
nejméné dvé osoby, které se narodily ve stejny den v roce.

Odpovéd je prekvapive nizka - paradox spociva v tom, ze je to mnohem
méné, nez pocet dnu v roce, nebo dokonce nez polovina roku.

Pridélme osobam v mistnosti Cisla od 1 do k, kde k je pocet osob
v mistnosti.

Zanedbame prestupné roky a budeme predpokladat, ze rok ma n=365 dni.

Necht b, je den narozeni osoby 1 <i < k v roce. Pfedpokladame uniformni
rozdéleni dat narozeni v roce, tj. Pr{b. = r} = 1/n, kde i=1,..,k, r=1,..n.

Pravdépodobnost, Ze se dvé osoby narodily ve stejny den (predpokladame
nezavislost dnl narozeni) je:

Pr{b,=rab;=r}="Pr{b;=r}- Prib;=r}=1/n2
Pravdépodobnost, ze se narodily ve stejny den:
Prib,=b;} = ¥ =; Pribi=rand bj =r}=37_; 1/n?=1/n.
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Intuitivné: pokud zvolime b;, pravdepodobnost, ze vybereme b; se stejnym
dnem narozeni je 1/n.

Proto pravdépodobnost, ze se osoby i a j narodily ve stejny den je stejna,
jako pravdépodobnost, ze narozeni jedné z nich padne na stejny den.
PovSimnéme si, ze predpoklad zavisi na nezavislosti data narozeni.

MUlzZeme analyzovat pravdépodobnost, Zze nejméné 2 osoby v nasi
mistnosti maji stejny den narozeni, pomoci komplementarniho tvrzeni, ze
zadné dvé stejny den nemaji.
Pravdépodobnost, ze nejméné dvé osoby maji stejny den narozeni je
doplnék pro pripad, kdy jsou vSechna data odlisna, tj.

1 — pravdépodobnost, Ze jsou stejna.
Stav, kdy ma k osob rGizné dny narozeni, kde A, je pfipad, Ze osoba i ma den
narozeni odliSny od osoby j pro vSechna j<i. MUZeme psat B, = A, N B, ,
a podle Bayesova teorému:
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Pr{B.} = Pr{B, ,} Pr{A, | B,_.},
kde uvazujeme: Pr{B,} = Pr{A;} = 1 jako pocatecni podminku.

Jinymi slovy, pokud uvazujeme, ze b, b,, ..., b, jsou ruzna
data narozeni, je to stejné, jako kdyz b,, b,, ..., b, ; jsou ruzna
data narozeni krat pravdépodobnost, ze b, #b, proi=1, ..., k-
1.

Pokud jsou by, b,, ..., b, ; ruzna data, pak podminéna
pravdépodobnost, ze b, #b, proi=1, ..., k-1je Pr{Ak| B..}=
(n-k+1)/n, protoze z n dnt se n-(k-1)/n nebere v Uvahu.

Pokud iterativné aplikujeme vyse uvedenou uvahu:
Pr{B.} = Pr{B, ;} Pr{A, | B, .} =
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Datové struktury a algoritmy

Priklad: Narozeninovy paradox (pokr.)

= Pr{Bk_z} Pr{Ak-l | Bk_z} Pr{Akl Bk-l} =

= Pr{By} Pr{A, | B,} Pr{A;| B,}... Pr{A| B, 4} =
n—k+1

n—1 n-—2
_1.(n).( n)...( - ) =
1 2 k-1 5
= . -—). — _r - X >
1-(1--)-(1--)...(1-—) < (protoZe e* > 1+x)
<e-lng-2/n  a-(k1)/n=
:e—Z?;ll k/n=

=e - k(k-1)/2n S

<1/2
kde: — k(k-1)/2n < In(1/2)
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Datové struktury a algoritmy

Priklad: Narozeninovy paradox (pokr.)

* Pravdépodobnost, Ze budou vSechna data narozeni rGzna je
nejvyse %, pokud k(k-1) = 2n-In(2), pokud:

k> (1+/1 + (8In2)n )/n
* Pron=365vychazi k> 23.

* Pokud je tedy v mistnosti 23 a vice lidi, je pravdépodobnost %
(50%), ze alespon dva lidé budou mit stejné datum narozeni.
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Datové struktury a algoritmy

The End
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