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Datové struktury a algoritmy

Uvod do problematiky, diikazy,
matematicka indukce a rekurentni rovnice

e Zakladni pojmy
e Algoritmus
* Datova struktura
— Spravnost
« Céastecna spravnost
* Uplnd spravnost
— Efektivita
« Casova slozitost algoritmu
* Pamétova sloZitost algoritmu
— Priklad
* Matematicka indukce

* Rekurentni rovnice
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Specifikace vypocetniho problému ma dvé casti:

— definici vstupu (vstupnich dat) a

— definici vystupu (vystupnich dat).
Instance vypocetniho problému — néjaka konkrétni pfipustna vstupni
data. Obecné muze k jedné instanci problému existovat nékolik spravnych
vystupl (obecné se jedna o vypocet, predstavuijici relaci).
Priklad: problém razeni Cisel (Sorting Problem for Numbers).

— Vstup: Posloupnost n Cisel Inp = (a,,...,a,).

— Vystup: Takova permutace Out = (a’,,...,a’,) stejnych Cisel z Inp, pro kterou

plati, Zea’; <. <a’,.

Instance problému razeni je napr. zadani: seradte vzestupné posloupnost
Inp =75, 11, 34,176, 59, 6, 54). Spravnym vystupem razeni je pak
posloupnost Out =(6, 11, 34,54, 59, 75, 176).

Pozn.: Zde je vystup urcen jednoznacné, nebot se Zadné Cislo neopakuje.
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Neformalné: algoritmus je jakykoli dostatecné presny popis postupu
vypoctu — dostatecné presny znamena:
— v kazdém okamziku postupu vime, ktery krok bude nasledovat (postup je
deterministicky),

— pro libovolnd vstupni data postup vzdy skonci (je konecny) a
— lze jej spustit pro vSechny instance problému (je hromadny).

Mezi algoritmy a vypocetnimi problémy nemusi byt vztah jedna ku jedné —
stejny problém lze zpravidla resit riznymi algoritmy.

Algoritmus resici néjaky vypocetni problém je spravny (korektni), pokud
pro kazdou vstupni instanci skonci se spravnym vystupem. Spravnost
algoritmu se musi dokdazat (proc?).

Algoritmus neni program.
— Program muze byt realizaci algoritmu v ur¢itém vypocetnim prostredi.
RGzné algoritmy pro stejny problém mohou mit rliznou sloZitost.
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Korektni algoritmus A pro problém V:

— pro kazdou instanci problému V, algoritmus A skonci v konecném case se
spravnym vystupem.

Pak rikame, Ze algoritmus A resi problém V (nebo je resSenim pro V).
Cili: algoritmus A neni korektni, pokud:
— pro nékterou instanci problému neskonci (napr. se “zacykli”) nebo
— pro nékterou instanci problému skonci s nespravnym vystupem.
MUlzZeme pak nejvyse hovofrit o jisté procedure (postupu).
V DSA uvazujeme témeér vyhradné pouze korektni algoritmy — tj. algoritmy,
které skutecné resi odpovidajici problém.

Dlkaz korektnosti nemusi byt jednoduchy — instanci problému byva
zpravidla nekonecné mnoho — ovérit postup pro vsechna data nelze. Je
nutno pouzit sofistikovanéjsi metody, napr. matematickou indukci.
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Program P je zapis (implementace) algoritmu A v néjakém programovacim
jazyce, spustitelny (proveditelny) na néjakém pocitaci s néjakym OS a SW
prostredim.
U navrhu a implementace programu nas zajimaji SW inzenyrské otazky,
jako napr.:

— modularita,

— oSetreni vyjimek,

— datova abstrakce a osetfeni vstupu a vystupu,

— dokumentace.

Jednomu algoritmu A mohou odpovidat ruzné programy P, P,, . ..
dokonce v rliznych programovacich jazycich.

Slozitosti provedeni jednotlivych programu P, téhoz algoritmu se mohou
liSit v zavislosti na architekture pocitace — nikoli ale radove.
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Analyza slozitosti algoritmu: vypocet/odhad/predikce pozadavkid na
vypocetni prostredky, které provedeni algoritmu bude vyzadovat
v zavislosti na velikosti vstupnich dat.

Velikost (slozitost) vstupnich dat zavisi na specifikaci daného problému,
mUZze se jednat napt. o:

— pocet bitd reprezentace vstupniho Cisla,

— délka vstupni posloupnosti Cisel,

— rozméry vstupni matice,

— pocet znakl vstupniho textu,

Pro jeden problém V mohou existovat rtizné algoritmy A,,A,, . . ., pro jeho
reseni. Jejich slozitosti se mohou vyrazné (= radové) lisit svymi naroky na
vypocetni prostredky.

Zvlasté se mohou lisit svoji rychlosti (operacni slozitosti).

Nebo naroky na pouzitou pamét (pamétovou slozitosti).
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e Varianty méreni operacni slozitosti:

— doba béhu algoritmu,

— doba vypoctuy,

— pocet provedenych operaci,

— pocet provedenych instrukci (aritmetickych, logickych, pamétovych),

— pocet transakci nad databazi.

* Pripadova analyza slozitosti:

— Typicky algoritmus obsahuje podminéné prikazy nebo cykly = slozitost
algoritmu muze obecné zaviset nejen na velikosti vstupnich dat, ale také na
jejich hodnotach (fikdme pak, Ze algoritmus je citlivy na vstupni data).

* Proto je obecné potrebné vyjadrit slozitost algoritmu:

— v nejlepsSim pripade,

— v nejhorsim pripade,

— Vv prumeérném pripadé.
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Odhad slozZitosti v primérném pripadeé je nejobtiznéjsi, protoze neni vzdy
zfejmé, co to jsou vstupni data v "primeérném" pripadeé.

Typicky nahodné vygenerovana data, ale to nemusi byt v praxi splnéno.

Plati pro ¢asovou, pamétovou, komunikacni, transakéni,. . . .

Umeéni analyzovat slozitost algoritmu vyzaduje radu znalosti a schopnosti:

znalosti odhadu radu rychlosti rastu funkci,

schopnost abstrakce vypocetniho modelu,

matematické znalosti z diskrétni matematiky, kombinatoriky;,
znalosti sc¢itani rad a reseni rekurentnich rovnic,

znalosti zakladu teorie pravdépodobnosti,

a dalsi.

B6B36DSA, 2017, Lekce 1, 9/32



Pro analyzu slozitosti algoritmu potrebujeme model vypocetniho systému,
na kterém bude algoritmus hypoteticky implementovan.
Nejcasteji se pouziva matematicka abstrakce stroje s primym pristupem do
paméti - jednoprocesorovy model RAM (Random Access Machine):

— data jsou uloZena v adresovatelné paméti,

— stroj umi aritmeticko-logické, ridici, pamétové instrukce,

— Casova slozitost instrukci je jednotkova nebo konstantni,

— instrukce jsou provadény postupné (sekvencné).
Neumi manipulace s vétSim mnozstvim dat naraz a praci s neomezené
velkymi Cisly (retézci).
Zpracovani kazdé instrukce trva presné jeden krok.
Nemad , kese”“, disky a vstupné/vystupni zatizeni (lze je ale simulovat
pomoci pridruzenych datovych struktur).

Diky své obecnosti prezil tento model desetileti.
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RAM pocitac je dostatecnou abstrakci pokud neuvazujeme vstup ani vystup. Na
druhé strané je pamét RAM pocitate neomezena.

Pokud bychom chtéli tento stroj pfiblizit standardnim modeliim vypoctu, je mozno
rozSitit RAM pocitac o vstupné/vystupni zatizeni — napf. Turingovu pasku.

Ta je nekonecnd na obé strany (vlevo i vpravo). MUZeme na ni zapisovat symboly
(data) a poté je Cist. Na pasku zapisujeme data pomoci ¢teci/zapisové hlavy, kterd
se muze také pohybovat vlevo ¢i vpravo.

RAM pocitac s Turingovou pdaskou tvori tzv. Turinglv stroj. Lze dokazat, zZe kazda
funkce realizovatelna Turingovym strojem je také realizovatelnd RAM pocitacem

s nekonecnou paméti.

Existuje tzv. Churchova teze, ktera tvrdi, Ze vSechny rekurzivné vycislitelné funkce
jsou realizovatelné Turingovym strojem nebo RAM pocitacem s nekonec¢nou
pameéti. To ale dokazat nelze (proto teze), nikdy nebude existovat algoritmus, ktery
by napt. resil pro libovolny program (resp. pro libovolny Turinglv stroj) problém
zastaveni Turingova stroje.
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Zajima nas, jak slozitost algoritmu zavisi na velkosti vstupnich dat v limité,
pokud velikost instance problému poroste nade vSechny meze.

Pro prvni porozumeéni chovani algoritmu nas nemuseji zajimat ani
multiplikativni konstanty - rikame, ze nas zajima asymptoticka slozitost.

Je to slozitost vyjadrena pro instance problému dostatecné velké, aby se
jasné projevil rad rustu funkce slozitosti v zavislosti na velikosti vstupnich
dat.

Asymptoticky lepsi algoritmus bude lepsi pro vSechny instance problému
kromé pripadného konecného poctu mensich instanci.

Asymptoticka notace nam umoznuje zjednodusovat vyrazy zanedbanim
nepodstatnych casti.

Co znamena zapis f(n) = 4n3 + ®(n?)?

Vyraz ®(n?) zastupuje anonymni funkci z mnoziny ®(n?) (néjaka
kvadraticka funkce), jejiz konkrétni podobu prozatim zanedbavame.

B6B36DSA, 2017, Lekce 1, 12/32



Datové struktury a algoritmy

Grafické znazornéni pro vysvétleni

* Pokud uvazujeme asymptotickou slozitost, zajima nas zejména chovani pro
velka vstupni data, pro singularni mala data (mensi nez n,) se mlze chovat
trochu jinak. Varianta (a) ukazuje tzv. primérnou slozitost — f(n) = ®(g(n))
se drzi mezi c,g(n) a c,g(n) (pro n = n,). Varianta (b) ukazuje tzv.
asymptotickou horni mez - f(n) = O(g(n)) se drzi pod cg(n). Naopak
varianta (c) ukazuje tzv. asymptotickou dolni mez - f(n) = Q(g(n)) se drzi

nad cg(n).
c2g(n) ce(n)
(n)
fin) Lt
cg(n) cg(n)
_:'1: H H i H
° fn) = Og(n) "0 fm) = O(g(n) " fn) = Q(e(m))
() (b) (c)
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Uvazme problém fazeni a dva vyvojare.

Jeden ma rychly pocita¢ C; a navrhl fazeni pomoci pfimého zatridovani
(INSERTIONSORT) — vystup tvorfime tak, ze do prazdné posloupnosti postupné
zatridujeme jednotlivé prvky vstupni posloupnosti.
Druhy ma pomaly pocitac C, (napf. 1000x pomalejsi nez C,), ale navrhl
razeni slu¢ovanim (MERGESORT) — vstup rozdélime na dvé ¢asti které
(rekurzivné) setfidime a poté slou¢ime do vysledku.
Lze ukazat (to se naucime pozdéji), ze asymptotickd slozitost INSERTIONSORT
bude ®(n?), zatimco sloZitost MERGESORT bude ®(n*log,n).
Pokud budeme tfidit 10 milionG (107) ¢isel, pocita¢ C, provede 100
instrukci za vtefinu, pocitac C, provede 107 instrukci za vtefinu (je 1000x
pomalejsi), pak:

(107)%/(10%°) = 10* vtefin > (107*log,107)/(107) = 161 vtefin
Tj. rychlejsi C, pocita témer 3 hodiny, pomalejsi C, ani ne 3 minuty.
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Datové struktury a algoritmy

Zakladni funkce jedné promeénné

« dolni celd &ast | xJ, horni cela ¢ast | x],
e polynomialni
— exponent > 1, napf. n?,
— linedrni, napt. n,
— exponent < 1, napf. Vn,
e exponencialni, napr. 2",
* polylogaritmické, napft. log3n,
* faktorialni n!,
* |ogaritmicka iterace log#n,

* Fibonacciho ¢isla F(n).
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Srovnani casovych slozitosti

Datové struktury a algoritmy

Predpokladejme, Ze 1 operace trva ¢as 1us a zZe pocet operaci je dan funkci
v prvnim sloupci. Pak doba vypoctu bude pro rtiizné hodnoty n nasledujici:
(PFipomenme, Ze pocet atomU ve vesmiru se odhaduje na 1020 a stafi vesmiru na

14 x 10° let.)
n 10 20 40 80 500 1000
logn || 3,3 us 4,38 DiLs 5, 8Ls s 10ps

n 10ps 20ps 40ps 60/s 0,5ms lms

nlogn | 33us 86115 0.2ms | 0.35ms 4, 5ms 10ms
n? 0,1ms | 0.,4ms 1.6 ms | 3,6ms 0,25s ls
n’ lms 8ms 64ms 0. 2s 1255 17min
n’ 10ms 160m.s 2.56s 135 17 h 11.6 dni
2" 1lms 1s 12, 7dni | 3600 let | 10%7 let | 10%%7 et
n! 3,65 | 77100 let | 10%* let | 10199 let | 101110 Jet | 102774 let

Karel Richta a kol. (CVUT FEL)

Uvod do problematiky
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Algoritmus: vstup — posloupnosts: Program (pseudokod):

1. Pokud je posloupnost s kratsi  for (i=1; i <n; i++) {// find & make
nez 2, SkOnéi, Out = //7,0 // p|ace for S[I]
2. Jinak postupne vyber prvek, insVal = si];
ktery je na j-tém miste (j naby-
va hodnot od 2 do délky po-
sloupnosti — aktualné je v Cele)

] =1-1;
while ((j >= 0) && (s[j] > insVal)) {

a zafad jej na spravné misto sj+1] = s[];
v posloupnosti — pred nejblizsi -

vetsSi prvek (pokud existuje) )

v levé casti .

Y

e s[j+1] = insVal; // insert s]i]

-
/~% \
7 a2

. v/} \

posloupnosti.
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Datové struktury a algoritmy
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Formalné: Vs:posloupnost plati: vystup INSERTIONSORT(S) je serazena
posloupnost a obsahuje permutaci prvku z s.

Naznak dukazu:
Ad a) konecnost — evidentné algoritmus po n krocich skondi.

Ad b) spravnost (indukci podle délky posloupnosti s):

— Pokud je s prazdna posloupnost €, Out = INSERTIONSORT(/np) — tj.
€ = INSERTIONSORT(€) a vystup je korektni.

— Pokud je s posloupnost délky 1, Inp = (a) —tj. Out = (@) = INSERTIONSORT({a)) a
vystup je korektni.

— Predpokladejme, ze INSERTIONSORT funguje spravné pro posloupnost s délky n,
musime ovérit, ze funguje spravné i pro posloupnost s’ délky n+1, tj.:
INSERTIONSORT(S’) je sefazend, nebot INSERTIONSORT(S) je sefazena (indukéni
predpoklad) a zafrazenim nového prvku do posloupnosti INSERTIONSORT(s)
vznikne sefazena posloupnost INSERTIONSORT(s), protoze jeden pribéh cyklem
zaradi novy prvek pred nejblize vétsi prvek v INSERTIONSORT(s).
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testu+1 = presunu

testu ....... 1 nejlepsi pripad

K nejhorsi pripad

(k+1)/2 prumérny pripad

pfesund ....... 2 nejlepsi pripad
k+1 nejhorsi pripad
(k+3)/2 prumeérny pfipad
\_ /
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Celkem i n-1 nejlepsi pripad |
[testﬂ ] (n2 - n)/2 nejhorsi pfipad
\ (n2+n-2)/4 =0(n?) \orumérny pfipad )
- 2
Celkem 2n -2 nejlepsi pfripad
[pfesunﬂ ] (n2 + n - 2)/2 nejhorsi pfipad
K (n2+5n-6)/[4 =02 \Jpramérny pfipad )

¥

Asymptoticka slozitost INSERTIONSORT je O(n?)  (!)
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Datové struktury a algoritmy

Zakladni diskrétni posloupnosti a rady

@ Aritmeticka posloupnost:
Zakladni: 1 +2+---+n=>"i=1in(n+1)
Obecna: ay +--- +a, = %n(al + ay).
@ Geometricka posloupnost: Pro = £ 1:
L+ata? 4o = Yol = 2
@ Obecna posloupnost: Je-li f(n) monotonné rostouci funkce, Ize
soucet fady » ' f(k) aproximovat uréitym integralem:

" z n+1
/mlf (2)d < j;f(k) < /m f(x)da

Aplikace:
» Priklad 1: Harmonicka posloupnost:
Hy=1+2+2+1+-+2=3"  +t=lnn+0(1).
» Priklad 2: Soucet kvadratu:

3 2

1422432+ +nf=37 =0+,
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Datové struktury a algoritmy

Zakladni kombinatorika

@ Permutace: (prvky se neopakuji, zélezi na poradi)
Pocet k-permutaci z n prvkd je (n%lk)* =nn—1)...(n—k+1).
Pocet permutaci z n prvkl je n!.

e Permutace s opakovanim: (prvky se opakuji, zalezi na poradi)

n!
kilka!. . kgl

kde "%, ki = n.

e Kombinace: (prvky se neopakuji, nezalezi na poradi).
Pocet k-kombinaci z n prvki je (k = (n—Lk:)lk'
— Pocet k-podmnozin z n-prvkové mnoziny.

— Pocet n-bitovych retézcl s k bity 1.

— Permutace s opakovanim pro d = 2.

e Variace (prvky se opakuji libovolné, zélezi na poradi):

Pocet k-variaci z n-prvkové mnoziny je n”.
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Dlkaz je postup, kdy pro néjaké tvrzeni dokazujeme, Ze je pravdivé.

Jeden typ dlikazu je tzv. konstruktivni dikaz, kdy zkonstruujeme reseni,
které ma pozadované vlastnosti.

Jiny typ dikazu je dukaz sporem — hledame protipriklad, kde tvrzeni
neplati. Casto to Ize obratit tak, Ze uvaZzujeme negaci néjakého tvrzeni a
dokazujeme, Ze neplati.

Pro nekonecné (spocetné) pripady musime pouzit metody dukazu
matematickou indukci. Sklada se ze dvou krokl — nejprve dokazujeme
néjaky trivialni pocatecni krok a poté predpokladame, ze tvrzeni plati pro
problém velikosti n a dokazujeme, ze pak plati i pro n+1. Z toho pak
indukci usuzujeme, zZe plati pro vSechna n. Vérime totiz, ze kdyz z platnosti
pro n plyne platnost pro n+1, bude to platit pro libovolné velké n —to je
ale jen nase vira v indukci, tfeba to za obzorem muze byt jinak.

(Pokud Darwin tvrdi, Ze predkem c¢lovéka je opice a plati, Ze opici se mize narodit jen opice,
pak je disledek odvozeny indukci zfejmy.)
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Datové struktury a algoritmy

Konstruktivni dukaz

Zpravidla postupujeme tak, ze hledame reseni, pro které by tvrzeni platilo.

Priklad tvrzeni: Existuje prvocislo vétsi nez 8.

* Konstruktivni diikaz - konstruujeme reseni — probirame ¢isla > 8:
* Prirozené Cislo 9 je délitelné 1, 3 a 9 - neni tedy prvocislo.

* Prirozené Cislo 10 je délitelné 1, 2, 5 a 10 - neni tedy prvocislo.

* Prirozené Cislo 11 je délitelné pouze 1 a samo sebou. Pak ale je 11
prvocislo a protoze 11 > 8, tvrzeni plati.
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Zpravidla postupujeme tak, ze predpokladame opak dokazovaného tvrzeni a
hledame protipriklad, ktery by to vyvratil. Neplati-li opak, musi platit
dokazované tvrzeni.

Priklad tvrzeni: Neexistuje nejvétsi prirozené Cislo.

* Dukaz sporem: Predpokladejme opak - Ze existuje nejvétsi prirozené Cislo,
napft. X. Pak ale existuje i pfirozené Cislo X+1 (podle definice prirozenych
Cisel). X+1 je ale vétsi nez X, tj. X neni nejvétsi a je zde spor.

PFiklad tvrzeni: Cislo 8 neni prvoéislo.

* Dukaz sporem: Predpokladejme opak — 8 je prvocislo. Pak musi byt
délitelné pouze 1 a 8. Ale 8 je délitelné 2, coz je spor a 8 neni prvocislo.
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Pri dikazu indukci zpravidla postupujeme tak, ze nejprve dokazujeme
pocatecni krok — tvrzeni musi platit pro minimalni pfipad (napf. pro 0). Poté
zavedeme predpoklad (indukéni hypotézu), Ze tvrzeni plati pro problém
rozsahu n a dokazujeme, ze pak plati i pro n+1.

Ptiklad tvrzeni: Soucet prvych n pfirozenych Cisel je n(n+1)/2.

* Pocatecni krok: Ukazme, ze toto tvrzeni plati pro n=1. Dosadime-li za n do
vztahu: n(n+1)/2 = n =1 a tvrzeni plati. (Lze uvazovat i 0.)

* Indukcni krok: Predpokladejme, Ze toto tvrzeni plati pro n, tj. Ze soucet
prvych n pfirozenych Cisel je )i~ i = n(n+1)/2. Dokazme, Ze pak tvrzeni
plati i pro n+1, tj. ze soucet prvych n+1 pfirozenych Cisel je

(n+1)((n+1)+1)/2:
ML= i+n+1=n(n+1)/2 +n+1=(n(n+1) +2n +1)/2 = (nN2+n+2n+1)/2 =
= (n2+3n+2)/2 = (n?+n+2n+2)/2 = (n+1)(n+2)/2 = (n+1)((n+1)+1)/2. g.e.d.
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Priklad tvrzeni: Libovolnou hodnotu znamky v korunach vétsi nez 3 lze vyjadrit
pomoci znamek s hodnotou 2 K¢ a 5 K¢.

Pocatecni krok: Ukazme, Ze toto tvrzeni plati pro n=4 (pro n=1a n=3
tvrzeni neplati). Zde 4=2+2, tj. hodnotu vyjadrit lze.
Indukéni krok: Predpokladejme, ze toto tvrzeni plati pro hodnotu n, tj. ze
tuto hodnotu lze vyjadrit pomoci 2 a 5. Musime ukazat, ze pak tvrzeni plati
i pro n+1.
— Pokud vyjadreni n obsahuje znamku s hodnotou 5, nahradime ji 3-mi
znamkami s hodnotou 2 — vysledkem je hodnota n+1.

— Pokud vyjadreni n neobsahuje znamku s hodnotou 5, musi obsahovat
nejméné 2 znamky s hodnotou 2 (n > 4). Ty nahradime zndmkou

s hodnotou 5 — vysledkem je hodnota n+1.
g.e.d.
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Priklad tvrzeni: Kazdé pfirozené Cislo n > 1 je délitelné néjaky prvocislem.

e PocateCni krok: Pro n =2, je zfrejmé délitelné 2 — coz je prvocislo.

* Indukcni krok: Predpokladejme, Ze toto tvrzeni plati pro hodnotu n, tj. ze
vsechna x, takova ze: 2 < x < n jsou délitelna néjakym prvocislem. Musime
ukazat, ze pak tvrzeni plati i pro n+1.

— Pokud je n+1 prvocislo, je délitelné samo sebou a tvrzeni plati.

— Pokud n+1 neni prvocislo, pak n+tl=xxy, kde2<x<na2<y<n.
Podle indukéniho predpokladu je x délitelné néjakym prvocislem q, t;j.
X =a X g - timto prvocCislem je pak délitelné i n+1=a x g x .
g.e.d.

* Pozn. Zde se jedna o tzv. silnou indukci, nebot musime v indukénim kroku
predpokladat, ze tvrzeni plati pro vSechna Cisla x, kde: 2 <x < n.
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Datové struktury a algoritmy

The End
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