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Miroslav Čepek (ČVUT) Shluky 14.10.2014 1 / 37



Co to je shluková analýza

Je jednou ze základńıch úloh vytěžováńı dat.

Jde o ťŕıděńı objekt̊u do skupin podle jejich vlastnost́ı.
I Tak aby si objekty ve skupinách byly ”nějak”podobné.
I A zároveň nebyly podobné objekt̊um v jiných skupinách.
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Co to je shluková analýza (II)

V principu jde o optimalizačńı problém.

Co se muśı optimalizovat?
I Počet shluk̊u (skupin).
I Přǐrazeńı instanćı do shluk̊u.
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Jak zjistit, že jsou si dva vzory podobné?

To je obecně velmi složitá otázka.

Shlukovou analýzu provád́ı hlavně poč́ıtače, obvyklé je zavedeńı
č́ıselné vzdálenostńı funkce:

I d : X × X → R,
I kde X je prostor instanćı,
I vzdálenost je nep̌ŕımo úměrná podobnosti.

Při splněńı několika podḿınek mluv́ıme o (vzdálenostńı) metrice:
I d(x, y) ≥ 0
I d(x, y) = d(y, x)
I d(x, y) = 0⇔ x = y
I d(x, y) + d(y, z) ≥ d(x, y)
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I d : X × X → R,
I kde X je prostor instanćı,
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Metriky

Jaké znáte metriky?
I Eukleidovská metrika
I Manhattanská metrika
I Kosinová metrika

Př́ıklady daľśıch metrik
I Editačńı vzdálenost (vzdálenost dvou slov = počet změn, kterými můžu

změnit jedno slovo na druhé)
I Grafová metrika (počet hran, které muśım v grafu proj́ıt, abych se

dostal z jednoho uzlu do druhého)
I http://en.wikipedia.org/wiki/Metric_space
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Př́ıklady daľśıch metrik
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Eukleidovská metrika

Nejp̌rirozeněǰśı metrika, protože se s ńı běžně setkáváme.

Jak změ̌ŕıme vzdálenost dvou bodů na tabuli?

Prav́ıtkem :)!

A když známe soǔradnice, můžeme ji spoč́ıtat. Jak?
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Eukleidovská metrika (II)

Pythagorova věta! c =
√
a2 + b2

A Pythagorovu větu můžeme zobecnit pro Rn

x = (x1, x2, . . . , xn),y = (y1, y2, . . . , yn)

d(x,y) =

√√√√ n∑
i=1

(xi − yi)2
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Manhattanská metrika (City-block distance)

Základńı myšlenka: Kolik blok̊u ve městě muśım obej́ıt, abych se
dostal z jednoho ḿısta na druhé?

Nebo také – kolik tahů králem muśım udělat abych se dostal z
jednoho ḿısta šachovnice na druhé?
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Manhattanská metrika (City-block distance) (II)

Pokud znám soǔradnice, vzdálenost spoč́ıtam takto:

d(x,y) = |x1 − y1|+ |x2 − y2|+ . . .+ |xn − yn|
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Kosinová vzdálenost

Vzdálenost dvou vektor̊u délky n odpov́ıdá úhlu, který sv́ıraj́ı:

similarity(x,y) =

∑n
i=1(xiyi)√∑n

i=1(x
2
i )
∑n

i=1(y
2
i )

Oborem hodnot této funkce je interval 〈−1,+1〉.
-1 znamená úplný opak, 0 nezávislost a +1 naprostou shodu.

Převod na vzdálenost:

d(x,y) = 1− similarity(x,y)
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Shlukováńı pomoćı KMeans

Jednotlivé shluky budou zastoupeny jedńım reprezentantem.
I Ten ponese vlastnosti typické pro danou skupinu/shluk.

I každá instance (vzor) bude zastoupena jedńım reprezentantem.
I T́ım, který je j́ı nejpodobněǰśı.
I Jinými slovy t́ım, který j́ı bude nejbĺıž (v dané metrice).
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Algoritmus KMeans – značeńı

Máme množinu N vstupńıch vzor̊u/instanćı (vektor̊u) xi, i ∈ 1 . . . N .
Jednotlivé složky vektoru budeme označovat xi(s), , s ∈ 1 . . . n.

A máme množinu K reprezentant̊u, vektor̊u ck
t. Kde k ∈ 1 . . .K je

index reprezentanta, t je č́ıslo iteračńıho kroku, ctk(s) je jednou z jeho
složek.
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Shlukováńı pomoćı KMeans

Jak určit, kde je správné ḿısto pro reprezentanty shluk̊u?
I Vzdálenost mezi instancemi a jejich reprezentanty muśı být co

nejmenš́ı.
I Lze formulovat jako optimalizačńı problém:

arg min
c1...cK

N∑
i=1

minkd
2(xi, ck)

I Jako d voĺıme euklidovskou vzdálenost.
I Jeden z nejjednoduš̌śıch postupů je iteračńı.
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Algoritmus KMeans

1 Nastav reprezentanty ck
0 do náhodných počátečńıch bodů.

2 Najdi a p̌rǐrad’ každé instanci jej́ıho nejbližš́ıho reprezentanta.
I ∀xi najdi k tak, aby ∀j d(xi, ck

t) ≤ d(xi, cj
t),

I pro každé ck
t vytvǒr množinu nearesttk instanćı, ke kterým je nejbĺıž.

3 Přesuň reprezentanta tak, aby ležel “uprosťred” své množiny
nejbližš́ıch instanćı.

I ct+1
k (s) = 1

‖nearesttk‖
∑

xi∈nearesttk
xi(s)

4 Pokud se změnila poloha alespoň jednoho sťredu, vrat’ se na bod 2.
Jinak skonči.

Miroslav Čepek (ČVUT) Shluky 14.10.2014 16 / 37



Ilustrace KMeans
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Ilustrace KMeans (II)
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Ilustrace KMeans (III)
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Ilustrace KMeans (IV)
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Ilustrace KMeans (V)
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Pohádka o Algoritmu KMeans :)

Once there was a land with N houses.

One day K kings arrived to this land.

Each house was taken by the nearest king.

But the community wanted their king to be at the center of the
village, so the throne was moved there

Then the kings realized that some houses were closer to them now, so
they took those houses, but they lost some. This went on and on...
(2-3-4)

Until one day they couldn’t move anymore, so they settled down and
lived happily ever after in their village...
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KMeans jako varianta EM algoritmu

Lze naj́ıt analogii mezi KMeans a ďŕıvěǰśı látkou kurzu?

Ano, řada společných znak̊u s EM algoritmem:
I Skrytá proměnná = p̌rǐrazeńı instanćı ke shluk̊um.
I E-krok = pro dané sťredy shluk̊u urči rozděleńı instanćı do shluk̊u.
I M-krok = pro dané rozděleńı instanćı odhadni nové sťredy shluk̊u.

Odlǐsnosti od EM:
I Nepracuje s věrohodnost́ı (lze ale ukázat, že minimalizace vzdálenosti

ke sťredům je analogíı).
I Uvažuje ostré (hard) p̌rǐrazeńı ke shluk̊um, nikoli pravděpodobnostńı.

Závěr: KMeans lze považovat za p̌ŕıklad hard EM algoritmu.

Existuje i klasická aplikace EM pro shlukováńı, model je směśı
gaussovských rozděleńı.
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Vlastnosti KMeans algoritmu

Může se KMeans zacyklit? NE

Dopadne shlukováńı pomoćı KMeans pokaždé stejně? NE

Jak určit správný počet sťredů (shluk̊u)? heuristicky

Jak vyhodnotit jestli shlukováńı dopadlo dob̌re a jestli jsme zvolili
p̌rimě̌rené K? viz dále
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Může se KMeans zacyklit? NE

Dopadne shlukováńı pomoćı KMeans pokaždé stejně? NE
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Vyhodnoceńı rozkladu z KMeans algoritmu

Jednou z možných metod je tzv. silueta.

Silueta pro každou vstupńı instanci spoč́ıtá jistotu zǎrazeńı instance
do daného shluku.

s(xk) =
b(xk)− a(xk)

max(a(xk), b(xk))

a(xk) je pr̊uměrná vzdálenost xk od ostatńıch instanćı shluku, ke
kterému je p̌rǐrazena.

b(xk) je pr̊uměrná vzdálenost xk od instanćı v nejbližš́ım daľśım
shluku.

Výsledné hodnoty jsou mezi -1 (xk do shluku úplně nepaťŕı) a +1
(úplně paťŕı)

ftp://ftp.win.ua.ac.be/pub/preprints/87/Silgra87.pdf
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Vyhodnoceńı rozkladu z KMeans algoritmu (II)

Pokud vypoč́ıtáte siluetu pro všechny instance a vykresĺıte ji do grafu,
můžete si udělat p̌redstavu, jak shlukováńı dopadlo.
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Ukázka Siluety – shluky Kosatc̊u
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Vyhodnoceńı rozkladu z KMeans algoritmu (III)

Které shlukováńı dopadlo lépe?

Co ťreba pr̊uměrná silueta p̌res všechny instance (ideálně p̌res
testovaćı data)?
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Stabilita shluk̊u

Jak ově̌rit, že shluky nejsou nahodilé a odpov́ıdaj́ı p̌rirozeným ťŕıdám?

Náhodným smazáńım nap̌r. 10% r̊uzných instanćı vygenerovat M
podmnožin dat a spustit shlukováńı na každé podmnožině.

Existuje několik ukázkových aplet̊u/aplikaćı, kde si můžete zkusit, jak
algoritmus funguje.

http://home.dei.polimi.it/matteucc/Clustering/tutorial_

html/AppletKM.html
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Interpretace shluk̊u

Mám shluky, co s nimi dál?
I Jaké skupiny objekt̊u jednotlivé shluky reprezentuj́ı?
I Jaké jsou jejich typické vlastnosti? Můžeme je stručně anotovat?
I Co ř́ıkaj́ı pozice centroidů?
I Generalizuj́ı shluky vzhledem k daľśım p̌ŕıznak̊um nepoužitým pro

shlukováńı?
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Hierarchické shlukováńı – úvod

KMeans, jak jsme viděli, má některé mouchy.
I Kolik je v datech shluk̊u?
I Závislost výsledk̊u na počátečńıch podḿınkách.
I Up̌rednostňuje kulovitý tvar shluk̊u.

Šlo by shlukováńı dělat i jinak?

Šlo :). Jednou z možnost́ı je Hierarchické shlukováńı.
I Základńı myslenka je, že vytvǒŕıme hierarchii shluk̊u.
I Lze postupovat zdola nahoru nebo shora dol̊u.
I V prvńım p̌ŕıpadě vždy spoj́ıme dva nejpodobněǰśı shluky do jednoho

věťśıho.
I Pokračujeme dokud nevytvǒŕıme jediný shluk se všemi objekty.
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Aglomerativńı hierarchické shlukováńı

1 Začne ze stavu, kdy každá instance je jedńım shlukem.

2 Najdi dva nejbližš́ı shluky.

3 Spoj je do jednoho.

4 Zůstávaj́ı nějaké shluky, které lze spojit? Pokud ano, vrat’ se na bod 2.
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Nejbližš́ı shluky

Jak zjist́ım vzdálenost dvou shluk̊u?

Dokud shluky obsahuj́ı jen jednu instanci, je spoč́ıtáńı vzdálenosti
jednoduché. Ale pak?

I d : X × X → R zobecńıme na δ : 2X × 2X → R
Vzdálenost shluk̊u je určena

I Nejbližš́ı sousedé – vzdálenost́ı nejbližš́ıch instanćı ve shluku.
I Nejvzdáleněǰśı sousedé – vzdálenost́ı nejvzdáleněǰśıch instanćı ve shluku.
I Vzdálenost sťredů – vzdálenost́ı center (sťredů) shluk̊u.
I Pr̊uměrná vzdálenost – pr̊uměrná vzdálenost mezi všemi instancemi v

obo shlućıch
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Vzdálenost shluk̊u – ilustrace

Nejkraťśı vzdálenost Pr̊uměrná vzdálenost

Nejvěťśı vzdálenost Vzdálenost mezi reprezentanty
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Dendrogram

Vizualizaćı postupu shlukováńı źıskáme strom – dendrogram.
Jak nalezneme konkrétńı rozklad do shluk̊u?

I Řezem dendrogramu na dané výšce.
I Jak voĺıme počet shluk̊u? Lze p̌rihlédnout k výšce větv́ı.
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Vyhodnoceńı hierarchického shlukováńı

Můžeme opět použ́ıt siluetu, stejně jako u KMeans.

Jinou možnost́ı je CPCC (Cophenetic Correlation Coefficient).
I CPCC je normovaná kovariance vzdálenost́ı v původńım prostoru a v

dendrogramu.
I Pokud je hodnota CPCC menš́ı než cca 0.8, všechny instance paťŕı do

jediného velkého shluku.
I Obecně plat́ı, že č́ım vyš̌śı je kofenetický koeficient korelace, t́ım nižš́ı

je ztráta informaćı, vznikaj́ıćı v procesu slučováńı objekt̊u do shluk̊u.
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Daľśı informace a zdroje

http://cmp.felk.cvut.cz/cmp/courses/recognition/zapis_

prednasky/zapis_02/13/shlukovani.pdf

Jain et al.: Data Clustering: A Review. ACM Computing Surveys.
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