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Odhad rozdéleni

Uloha:
» Vstup: data
D:{fl,fg,...fm}, f¢€X(1 <1< m), me N

nahodné, navz. nezavisle vybrana z rozdéleni Px na X

» Vystup: vzor
hel

reprezentujici odhad Py, tj. generativni model dat
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Odhad rozdéleni: priklad dlohy

2 druhy bonbéni v bali¢ku

Vybirdme ndhodné (poslepu), dostaneme
([

Jaky je pomér (pravdépodobnost) zelenych bonbéni v bali¢ku?
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Odhad rozdéleni: priklad dlohy (pokr.)

Tedy prostor vzoril je realny interval
L =10;1]

Pozn.: ve skute¢nosti kone¢nd podmnozina [0; 1], nebot redlna ¢isla
se reprezentuji kone¢nym poctem Cislic.
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Odhad dle etnosti

Data
D=/{ ° } (m=10)

Odhad dle relativni ¢etnosti:

Odivodnéni: Cetnost konverguje k pravdépodobnosti pro m — oc.
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Odhad dle maximalni vérohodnosti

» Obecnéjsi metoda odhadu. Pouzivd podminénou
pravdépodobnost

P(D|6)

tj.: ma-li parametr hodnotu 6, budeme data D pozorovat s
touto pravdépodobnosti. Nazyva se vérohodnost (likelihood).

» Parametr odhadneme tak, ze vérohodnost maximalizujeme
0" = arg max P(D|0)
» Data z; € D jsou vybirdna navzijem nezavisle, tedy:

P(D|) = ITZ, P(xi]0)
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Vérohodnost: priklad

D=/{ ° } (m=10)

» Pro 8 = P(e)=0.6

P(D|§) = P(®]0.6)° - P(@|0.6)! = 0.6 - 0.4 ~ 0.004
» Pro§ = P(e)=0.8

P(D|§) = P(®]0.8) - P(@|0.8)! = 0.8 -0.2 ~ 0.027
» Tedy 6 = 0.8 je vérohodnéjsi nez 6 = 0.6.

Obecné: jak najit , které vérohodnost maximalizuje?
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Logaritmus vérohodnosti

Pro snazsi vypocet pouzivime logaritmus vérohodnosti

L(D|0) = log P(D|6)

tedy
L(D|0) = log T, P(x]6) = ZlongZ\ﬁ

V prikladé s bonbény:
L(D|#) =log 67 + log(1 — )¢ = clogf + zlog(1 — )

kde ¢ a z je pocet Cervenych resp. zelenych bonbéni v datech
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Hledani maxima vérohodnosti

# maximalizuje vérohodnost pravé tehdy, kdyz maximalizuje jeji
logaritmus.
Hleddme maximum L(D|0), tedy polozime

d
—L(D|#) =0
SSL(D0)
V prikladé s bonbény:
d c z
—_— 1 — = — — =
T (clog + zlog(1 —0)) 13 0
Regen:
_ ¢ _c
Cc+z o m

Tedy stejny vysledek jako u odhadu dle relativni Cetnosti. Metoda
maximalni vérohodnosti je ale obecné&jsi - uvidime dale.

9 /24 Pravdépodobnostni rozdélen{



Omezen3 mnozina vzoru

Tentokrat vime, ze se vyrabi jen 5 typl balicki:

HOPDDD

1. 100% zelenych

2. 75% zelenych, 25% &ervenych
3.

4. 25% zelenych, 75% &ervenych
5.

50% zelenych, 50% cervenych

100% cervenych

Kazdy typ predstavuje jeden vzor pro generovani dat (losovani
bonbéni), oznaéme je po fadé £ = {hy, he, hs, ha, hs}.
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Vzor s maximalni vérohodnostni

Odhad dle Cetnosti jiz neni pouZitelny, metoda maximalni
vérohodnosti je.

(2, c ... poet zelenych resp. ¢ervenych bonbéni v datech)

Dostavame samé zelené: D = { ...}, ktery vzor je
nejvérohodnéjsi?

11 /24 Pravdépodobnostni rozdélen{



Apriorni pravdépodobnosti

Marginalni rozdéleni pravdépodobnosti P, (h;) vzori miize byt
znamo pred obdrZzenim dat.
Napr:

1. 100% zelenych — 10% vyroby

2. 75% zelenych, 25% Zervenych — 20% vyroby
3. 50% zelenych, 50% cervenych — 40% vyroby
4. 25% zelenych, 75% &ervenych — 20% vyroby
5. 100% &ervenych — 10% vyroby

Tedy

Pr(hy) = 0.1, Pp(hy) = 0.2, Pr(hg) = 0.4, Pr(hy) = 0.2, Pr(hs) = 0.1

Tyto pravdépodobnosti se nazyvaji apriorni.
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Aposteriorni pravdépodobnost

Zname-li rozdélen{

> P,

» a (po obdrzeni dat) P(D|h;) pro kazdy vzor h;
muizeme podle Bayesova pravidla spocitat

P(D|h;) Pe(hi)
P(h;|D) = ——————=
P(h;| D) je aposteriorni pravdépodobnost vzoru h; po obdrzeni dat
D.
Jmenovatel
L]

P(D) =) P(D|hy)P(hj)
j=1

nezavisi na h;. Z tohoto divodu

arg max P(hy|D) = arg max P(D|h;)Pr(h;)
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Odhad dle MAP

Metoda maximalni aposteriorni pravdépodobnosti (MAP) vybira
vzor h

h = arg mhf?x P(hy|D) = arg m}sx P(D|h;)Pr(h;)
Srov. s metodou maximalni vérohodnosti, kde
h = arg mhz?x P(D|h;)
MAP tedy bere navic Gvahu informaci nesenou apriornim

rozdélenim P, (h;). Ta je vyznamna pro malé mnozstvi dat, ale s
rostoucim mnozstvim dat jeji vyznam klesa:

arg max P(D|hi)Pr(h;) —m—oco arg max P(D|h;)
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Aposteriorni pravdépodobnost jako funkce mnozstvi dat

1+ — P(hi|d) — P(hs|D)
— P(hs|D) —— P(h|D)
—— P(hs|D)

D={eee...}

(dostdvame samé zelené)
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Odhad parametri normalniho rozdéleni

Data D = {z1, 22, ... Zn} vybrdna navz. nezavisle z rozdéleni

1 _@w?
Px(z) = 27706 -

Z dat odhadujeme parametry i, o. Aplikace metody max.
vérohodnosti:

2

L(D|, o) ZlogP |, 0) = m(—log V2w —log U)_Z M

202

d = Yo
De — — =1
d,u (1) ; =0=n= m
d T o (wp— p)?
L(og) = - " 1 = - = )&=
do L(Die) = a+a3g 0=0 m
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Smés normalnich rozdéleni (pokr.)

Zena 171 & /\\ Women
I
Yena 164 ” po
v L 40 }/ \
muz 182 § - / \ Men
Jena 169 o [/
muz 178 - \
m u£ 184 55 60 65 70 75 80 85
Height (nches)

X=Px V={muz zena} x RT

D= {‘%17 ‘%27 ‘%37 .- } = {(p17 1)1), (p27 1)2)7 (p37 03)7 .- }
= {(zena, 171), (zena, 164), (muz, 182),...}
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Smés normalnich rozdéleni (pokr.)

» Rozdéleni vysek je souétem dvou normalnich rozdéleni (muzi,
Zeny)

» KaZdé ma svoji stfredni hodnotu a rozptyl

Rozdéleni Px na X lze vyjadFit jako

Px(%) = Px([p, v]) = Pp(muz) Py, p(v[muz)+Pp(zena) Py p(v|zena)

Pyyp(vimuz) =———exp (Jm_“muz)Z)

2
TOmus 205 .5

1
V2
y 1 (% — pvena)”
PVIP('U|Zena) :\/ﬁ exp <_MGHE
Z Zena
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Smés normalnich rozdéleni (pokr.)

Odhady dle maximalni vérohodnosti, zvlast pro kazdé pohlavi:

zena 171 muz 182
zena 164 muz 173
Zena 169 muz 188
mox; 504 ™oz 543
Hzena ~ Zz_l e 168 Hmuz =~ 272_1 T2 181
m 3 m 3

32 +42 412 /12 4+ 82 4 72
Osena ~ \/? ~ 294 Omus ~ % ~ 616
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Skrytd proménna

Vime, Ze v populaci jsou muzi a zeny, ale proménnéa (pfiznak)
pohlavi v datech neni.

Jak nyni odhadnout Py, tedy parametry tmus, Omus, Usenas Osena A
P(zena)?
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Algoritmus EM

1. 'Nastrel’ pocatecni hodnoty parametrd, napr.

Hzena = 150, Ozena = 10
Pmuz = 200, omyz = 10
P(zena) = 0.5, P(muz) = 0.5

2. Krok E (expectation): Se stanovenymi parametry spocti
pravdépodobnosti hodnot skryté proménné pro kazdou
instanci, napt.

P(zenal|171) = P(171|zena)P(zena)/P(171) =

1 (171 — fizena)?

—————exp| ————5—">]-0.5/P(171)

/2T Osena ( 202
=0.01391-0.5/P(171)

Zena
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Algoritmus EM (pokr.)

2. Krok E (pokr.)
P(muz|171) = P(171|muz)P(muz)/P(171) =

1 (171 = finu)?
————exp| ————5—>—]-05/P(171)
V2T O mus ( 202

= 0.00188 - 0.5/ P(171)

muz

P(zena|171) + P(muz|171) =1
0.01391 - 0.5
P(3enal171) = — 0.
(Zenall71) = G501 05 + 0.00188 05~ 58

P(muz|171) =1 — 0.88 = 0.12
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Algoritmus EM (pokr.)

3. Krok M (maximization): Se spo¢tenymi pravdépodobnostmi
pro hodnoty skrytych proménnych znovu odhadni parametry
rozdéleni

m

Z P(zenalv;)v;

=1

Uzena <
Niena

1
Niena

O%ena < Z P(iena‘vi)(vi - Miena)2
=1
m

1
P(zena) < — P(zena|v;
(en) = .3 Paenalu)
> Niena = » 5o, P(Zenalv;) ... normalizaéni konstanta, zaruuje,
Ze soulet P(zena|v;) pres viechny instance je 1.
Analogicky spolteme pro muze.
4. Opakuj krokem 2 (dokud zmény nejsou dostate¢né malé)
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Algoritmus EM (pokr.)

Konvergence algoritmu EM

iterace Hzena Hmuz

0 150.000 200.000

1 167.007 181.972

2 167.951 181.956
(spravné hodnoty) 168 181
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