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Klasifikatory

o Jaké znate klasifikaéni algoritmy?

» naivni Bayesiv klasifikitor (NB),
» rozhodovaci strom,
> k nejblizsich sousedi (kNN).

e Jak funguji?

» NB potitd pravdépodobnost pfifazeni do t¥idy za podminky dané
pozorovanim,

» rozhodovaci strom generuje posloupnost rozhodnutf,

» kNN hledd nejbliZsi instance z trénovaci mnoZiny.
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Rozhodovaci hranice

@ Dalsi mozny pohled je z hlediska rozhodovaci hranice.

@ Rozhodovaci hranice je misto, kde instance p¥estdvaji patfit do t¥idy
A a zalinaji patfit do tfidy B.

Andrew Ng: Machine Learning. Open Classroom course.
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Rozhodovaci hranice (2)

o Jak bude vypadat nejjednodussi rozhodovaci hranice, ktera data
oklasifikuje bez chyby?

@ Stadi pfece pfimka!

o Nejjednodussi = s nejmensim poctem parametrd.
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Linearni klasifikator

e Takovou pfimku umime celkem jednodu3e najit a vyrobit :).

o Jak vypada rovnice pfimky, resp. nadroviny pro vétsi dimenze?

o UvaZujme d dimenzionalIn{ redlny vstupni prostor x € R¢.

@ Vystup necht je bindrni y € {+1,—1}.

X2

d
E wjr;j =w-x =0
j=1

X1
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Linearni klasifikator (2)

o Jak odhadneme, do které t¥idy pat¥i vzor x?

Prostym dosazenim!

Pokud w - x > 0 vzor pat#i do t¥idy +1,

pokud w - x < 0 vzor patfi do t¥idy —1.

0 je rozhodovaci hranice, kde se nelze rozhodnout.
Nastésti se toto nestdva Casto.

Formalng& Ize zapsat

vV vy VY VY VY

y' = signum(w - x)

» kde signum je znaménkovou funkci
* vraci +1 pro kladna ¢&isla, —1 pro zdporna a 0 pro nulovy vstup.
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Linearni klasifikator (3)

e Vidite v rovnici w - x = 0 né&jaky problém?

» Zkusme pro d = 2 dosadit do rovnice 1 = xo = 0. Co vyjde?

» 0 bez ohledu na nastaveni vah wy a ws.

» Rozhodovaci hranice vZdy prochézi 0, resp. vektorem (0,0,...,0).

» NepFijemné omezeni — hranici pouze ota¢ime kolem stfedu. Co s tim?

@ MuZeme rozsi¥it rovnice rozhodovaci hranice a klasifikatoru na

d
Z wjxj + 0O =0, resp. y' = signum(w -x + ©)
j=1

» O je aditivni konstanta a oznaluje se jako prah.
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Prah

Zbyva najit vektor koeficientd (vah) (wi,ws, ..., w,) a préh ©.
P¥edstavuje prah © anomadlii, kterd pot¥ebuje specidlni zachizeni?
Tak napill :). Nepottebuje, pokud trochu upravime vstupni data.

Co kdyby viechny vzory mély jeden atribut (vstupni promé&nnou,
fekn&me () se stejnou hodnotou?

KdyZ pak budu potitat wgzxg, vyjde mi vzdy stejnd hodnota ...to je
pfece nas prah!

Ke kazdému vzoru p¥idam jesté jednu dimenzi s konstantni hodnotou
— pro jednoduchost 1.

Pak uz se o prdh nemusim specialné starat.
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Gradientni sestup — krok stranou

o Gradientni sestup je iterativni optimalizaéni metoda.
» Hleddme minimum funkce f(x).

v

» M3am n&jaké x¢ a zndm hodnotu f(xg). Hleddm v okoli xq, nejaké x1,
kde bude hodnota f(x1) nizsi. A to budu opakovat stile dokola, az to
dal nepljde.

@ "Na horach se chci dostat do tdoli. Podivam se, kterym smérem se
kopec nejvic sniZuje a udéldm krok tim smérem. A zase se podivam,
kam je to nejvic z kopce a udéldam krok. A tak ddle, aZ jednou zjistim,
Ze to dal nejde, Cili jsem v udoli.”
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Gradientni sestup — krok stranou (2)

@ V matematice existuje mozZnost, jak zjistit smér nejvétsiho vzestupu
hodnoty funkce — gradient. Tou je prvni parcidlni derivace podle
vdech dimenzi. KdyZ pijdu pfesn& opaéné, piijdu ve sméru nejvétsiho
poklesu.

@ Gradient je vektor parcidlnich derivaci podle jednotlivych proménnych:

of 0 0
grad(f(xy1,x2,..., 1)) = (651’ 8:52”835)
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Chybova funkce a gradientni sestup

@ Jako u jinych klasifika&nich metod hleddme nastaveni klasifikdtoru
(zde vah) takové, abychom spravné oznatili co nejvic vzord.

e UvaZujme nejprve chybovou funkci J(w, x), kterd vraci pocet $patn&
klasifikovanych vzorl x z mnoZiny vzorid x (napfiklad z trénovaci
mnoZiny) p¥i danych vahach w.

» Nehodi se — neumim spotitat parcidlni derivace (a ani gradient).

@ Zkusme jinou
E(w)= Y (~yew(t)-xe)
XeEXETT
@ kde x®" jsou Spatné klasifikované vzory z ¥y,
@ a y. je korektni klasifikace instance xe.
» To uZ je spojita funkce.
» FE mohu minimalizovat zmé&nou vah — pomoci gradientniho sestupu.
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Chybova funkce a gradientni sestup

@ Parcidlni derivace chybové funkce E podle jedné proménné:

OE 0 Lgeyerr (—yewi(t)z1c)
871)1 N 8w1

@ Kde z1. je prvni soufadnice z Xe a wy je prvni soufadnice z w.

aZx1EX6”(_yewl (t)wle) Z YeT1e

8’[01 -

Xe EXETT

@ Chybu nejvice snizim zmé&nou vahy w; o soudet hodnot prvnich
vstupnich proménnych 1 pozitivnich vzord, na kterych jsem udélal
chybu (u negativnich vzorl budu odetitat).

@ Analogicky i ostatni vstupni prom&nné (v&etn& prahu).
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Uéeni linedrniho klasifikatoru

o Perceptronovy algoritmus
» ZaloZen ptesné na této myslence ...

@ Inicializuj vdhy na ndhodné hodnoty.

@ Vezmi ndhodny vstupni vzor x. A spoditej hodnotu

Y (x) = sgn(z WiTj =W - X)
J

@ Li3i-li se pozadovany vystup y od odhadu 3/, oprav vdhy w takto:

> e(xe) = signum(ye — yL)
> w(t+ 1) =w(t) + ne(xe)Xe
> 1) je koeficient ueni, ktery s postupem &asu miize klesat k nule.

© Pokud chces, pokratuj bodem 2).
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llustrace uleni percetronu

@ 4 pozitivni p¥iklady, délici pfimka stfedem

CVUT (FEL)

... ukazka konvergence.

3) After correction with x 5

4) After

1) Initial configuration 2) After comection with x,
Xy X
Wo
Wi
X,
wo o 2 Xz
X3 X3

correction with x;

Rojas: Neural Networks.

Linedrni klasifikace

25.11.2014

14 / 34



Jednoznadnost vysledné primky

Jak poznam, Ze se perceptronovy algoritmus zastavil?
Je vysledna pfimka jedind mozna?

Ne, takovych p¥imek je dokonce nekonetné mnoho.

P¥esto jsou né&které lepsi néz jiné.

o Kterou mam vybrat? A kterou ndm vybere Perceptronovy algoritmus?
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Linearné separovatelné problémy

@ Lze pomoci perceptronu bezchybné klasifikovat nasledujici data?

o Ne!

o T¥idam (datdm), které Ize oddé&lit p¥imkou, ¥ikdme linedrn&
separovatelna.
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Linearné ne—separovatelné problémy

@ Lze pomoci linedrniho klasifikatoru vy¥esit linedrné ne-separovatelné
problémy?
o Ne. K tomu potfebuji p¥idat dalsi kvalitu.

© Jednou z moZnosti je zkombinovat linedrni klasifikatory.
O tom bude p¥isti prednaska.
@ Rozditeni baze.
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Roz$

R

—

eni baze

o KdyZ data nejsou oddélitelnd v plvodnim prostoru, zkusme jestli by

nebyla linedrné separovatelnd

ve vice-dimenzionalnim prostoru

. (0
= . = &= 'l. ...
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Transformace

@ Zase existuje mnoho transformaci.

o Pridej ke stavajicim dimenzim souciny originalnich dimenzi.
» Jedna z téch jednodu$sich metod.
» Pracuje s parametrem s — maximdlnim stupném soucinu.

o P¥iklad pro s = 2 a plvodni dimenze (z1, z2)

» ziskdm 5D prostor dimenzi (x1,Z2, X1, X2, X3)
_ .2

> X1 =177

> X2 = T1 * T
_ .2

> X3 = T3
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Ué&eni nelinedrniho klasifikatoru

@ Jak nau¢im klasifikator v novém prostoru?
o Diky rozsiteni baze nakldddm s vice-dimenziondInim prostorem a
(tfeba) dokazi t¥idy linedrné separovat.

@ Postupuji Gplné stejn& jako v pfedchozim p¥ipadé. Tj. pouZiji nap¥.
perceptronovy algoritmus.

@ Pokud se mi nepodaf¥i ziskat linedrni separaci, mohu zkusit zvysit
maximalni stupefi soudinu a zkusit separaci znovu.

@ Obecné plati, Ze k oddé&leni N bodi sta&i prostor o N — 1 dimenzich.
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Rozhodovaci hranice

o Jak pak bude vypadat projekce rozhodovaci hranice zpét do
originalnich dimenzi?

@ Podaf¥ilo se dosdhnout "ohnuti” rozhodovaci hranice.

@ Hranice bude "poddajné&jsi” s rostoucim s.
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Rozhodovaci hranice (2)

e MuZu zvySovat maximalni stupefi souinu (parametr s) do
nekonetna? Nebo nékde narazim?
@ S vy&8im maximalnim stupném s vyvstavaji dva problémy:
@ Musim nastavovat vice vah,
perceptronovy (nebo jakykoliv jiny) algoritmus to nemusi zvlddnout,
vahy se nastavi $patné.
@ Zvysuji pravdépodobnost, Ze se klasifikdtor preuti,
tj. naud&i se Sum a chyby v trénovacich datech,
nedokaZe vlastnosti trénovacich dat zobecnit,
podobné jako naptiklad 1-NN klasifikator.
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Klasifikace do nékolika t¥id

Co kdyZ mam vice nez dvé& t¥idy?

Mohu pouZzit (ne-)linedrni separaci? P¥ipadné jak?
Budu rozhodovat o kaZzdé t¥idé samostatné.

» Pro problém s N t¥idami budu mit N klasifikator(.
» KaZdy bude ¥ikat — " Instance pat¥i resp. nepat¥i do mé tfidy".

P¥i rozhodovani o nezndmé instanci x se zeptam vSech N
klasifikatorli na jejich rozhodnuti:
© x patfi pravé do jedné t¥idy — OK.
@ x patfi do vice tfid — rozhodu nap¥. podle hodnoty w - x (&/m je vétsi,
tim je x déle od rozhodovaci hranice).
© analogicky, pokud x nepat#i do Zadné t¥idy — hledam t¥idu, kam x
nepatfi nejméng :).
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Problémy linedrnich klasifikatord

@ Linearita

@ Pokud se dostatetné pohnu i jen v jedné promé&nné, miZu ziskat
obraceny vysledek.

@ Hodnota w - x roste se vzdalenosti od rozhodovaci hranice a nema
Zadnou interpretaci.

o Linearni klasifikatory Spatné snaseji chybé&jici hodnoty.

@ Pokud provadim rozsiteni baze, mize trvat uceni velmi dlouho.
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Linear Discriminant Analysis — motivace

o LDA je statisticky pFistup k problému linedrni separace.
@ Pamatujete si PCA?

» Principal Component Analysis — mluvili jsme o ni u SOM.
o LDA redukuje plvodni prostor na p¥imku (1 dimenzi)

» Dél3 to tak, aby co nejvice oddélila vzory riznych t¥id.
> V jistém smyslu je to opak rozsiteni baze.
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Linear Discriminant Analysis — motivace (2)

> >

Xy

Gutierrez-Osuna: LDA, Pattern Analysis course.
@ Obraz vzoru v nové soufadnici ziskdm jako w - x, kde w jsou vahy.

@ V principu po&itdm to samé jako u linearniho klasifikatoru
> interpretace a postup jsou Uplné jiné.
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Linear Discriminant Analysis — vypocet

o P¥i potitani LDA se snazim maximalizovat “separaci” mezi t¥idami.
@ Nejprve pro kaZzdou t¥idu musim spotitat rozptyl v obraze (scatter):

> Projekce objektu do nové soufadnice (= obrazu):

Yi =Xi* W

» Vypolet centroidu t¥idy v pdvodnim prostoru (pro pozitivni t¥idu x):

1
'LL + = — X
S G| 2 %

in€X+
» Odhad st¥edni hodnoty v obraze (pro pozitivni tfidu x™):
- 1 1
TR 2 T T2 T
vxiext vxiext
» Odhad rozptylu v obraze (pro pozitivni t¥idu ™)
.§i+ = Z (yv - ﬂx*)z
vx;ext
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Linear Discriminant Analysis — vypo&et (2)

@ Nyni mGZu spoditat miru “separace” pro projekci danou vahami w:

~ ~ 2
Hﬂ’x+ = My H
=g e
x+ X~
@ Hledame tedy projekci, kterd co nejvic seskupi vzory stejné t¥idy a
zaroveri co nejvic oddéli vzory rlznych t¥id.

v

X
1
Gutierrez-Osuna: LDA, Pattern Analysis course.
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Linear Discriminant Analysis — YeSeni

e Fisherilv linedrni diskriminant (1936):

w* o (ZX+ + Ex*)_l(,u)fr - fo>

» kde vychazime z kovarian&nich matic t¥id (pro pozitivni tfidu):
Yot = Z (%3 — oyt ) (x5 — uX+)T
xi€xT

o LDA pro vice t¥id

» LDA lze zobecnit tak, aby dokdzala klasifikovat do vice t¥id.
» Pak se nevytvafi pouze jedna novd dimenze, ale "pocet t¥id"-1 novych
dimenzi a mirn& se upravi vzoretky :).
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Problémy LDA

@ Stejné& jako viechno, ma i LDA né&jaké mouchy:
» LDA dimenze nemusi stalit ke sprdvném za¥azeni do tF¥idy.
» LDA predpokladd normalini rozloZeni dat ve t¥idach. A selhava, pokud
tomu tak neni (nap¥. pokud t¥idy maji komplexni tvary).
» Rozily mezi tfidami jsou spiSe v rozptylu hodnot neZ v rozdilu stfednich
hodnot.
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Logisticka regrese

@ Mohu interpretovat vzdalenosti objekt od rozhodovaci hranice?
> Idedlné jako pravdépodobnost pFislusnosti k dané t¥idé.
o Existuje logisticka funkce
. ] _ 1
> De:fmovana Ja?ko flz)= Tres
» Jeji hodnoty jsou omezené na interval 0...1.
» Navic kolem z = 0 (rozhodovaci hranice) je jeji zm&na nejvEtsi.

1
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Logisticka regrese (2)

Zkusime zavést pojem sance = -
—p

Zlogaritmujeme ji a poloZime rovnou vzdélenosti k délici hranici

> Tim nejprve ziskdme funkci logit(p) = log(sance(p)) = log(1%5;)
> Nasledn& logit(p) = Bo + P11 + Baza + . .. + Prxk

» Kde (i, ..., Bk jsou regresni koeficienty a 3y je posun.

» PYitteni vzdalenosti ted odpovida ndsobeni Sance.

Zkusme zpétn& dopoditat pravdépodobnost vzoru x:

1

Pro dvé t¥idy sta&i rozhodnuti dle testu p(x) > 0.5.
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Shrnuti

@ T¥i linedrni metody klasifikace
» Perceptron — diskriminativni model, optimalizuje délici hranici.
» LDA — vhodna pf¥i splnénf silnych pfedpokladd, generativni model.
> Logisticka regrese — pravdépodobnostni pfistup.
o Na zac¢dtku jsme nezminili pouZiti metody nejmensich &tverci
» Klasicky pfistup v linearni regresi.
» P¥i klasifikaci pro kazdou t¥idu zavedeme jako zavislou veliéinu
indikatorovy vektor t¥idy.
» Objekt zaFazen do t¥idy, k jejiz nadrovin& ma nejvétsi kladnou
vzddlenost.
> Je citlivd na odlehlé hodnoty.
> P¥i vétsim poltu t¥id nékteré z nich “odmaskovava”.
» PFednost ma logisticka regrese.
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Zdroje

@ Perceptron, ¢téte naptf. Hagan et al.: Neural Network Design,
hagan.okstate.edu/4_Perceptron.pdf

o LDA prevzata z
research.cs.tamu.edu/prism/lectures/pr/pr_110.pdf

o Logistic Regression tutorial http://www.omidrouhani.com/
research/logisticregression/html/logisticregression.htm
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