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U&eni s uditelem

@ Pravdépodobnostni rozdéleni Pxy na X xY
» P¥edpokladame, Ze Y je konend mnoZina

@ Data: D je multimnoZina

D ={(z1,11), (x2,92), - - - (Tm,y2)} (m € N)

prvky vybrany ndhodné a navzadjem nezavisle z Pxy

@ Vzor se bude pouZivat na tomtéz X, Y a Pxy

Obvykle hleddme vzory aproximujici (pro zadané x € X)
@ podmin&nou pravd&podobnost Py x (y|r) = Pxy(z,y)/Px(z)
@ nebo nejpravd€podobngjii hodnotu arg maxycy Py|x (y|r)

@ tyto vzory nazyvame klasifikdtory
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Klasifikace s jednim pFfiznakem
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Kontingenéni tabulka
Y (splaci tvér)

X (vysoké
prijmy)

Novy Zadatel o Gvér ma vysoké pFijmy.
o Bude splacet dvér?

@ S jakou pravdépodobnosti?
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Klasifikace dle aposteriorni pravdépodobnosti

Klient ma vysoké p¥ijmy. Jak bude splacet ivér?

Tedy z x = vysoké uri nejpravdépodobné&ji hodnotu y (tfidu).

Hleddme v’ vyhovujici
y' = arg max Py x (y|vysoké)
y
o ReZeni je 3/ = splaci

Py x (y'|vysoké) ~ 2/3

S pravd&podobnosti 1 — Py x (y'|vysoké) klasifikujeme chybng.

Klasifikaci ¢’ = spldci tedy minimalizujeme chybu.
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Ztratova funkce

o KaZzda chyba klasifikace je jinak draha.

o Napt¥. pfili§ optimististické hodnoceni klienta stoji vic neZ pfFilis
skeptické.

o Klasifikace dle aposteriorni pravdépodobnosti toto nerespektuje. Pro
zohlednéni odlisnych ztrat pro riizné chyby potfebujeme pojem
ztratové funkce.

@ Ztratova funkce L(y,y’) zachycuje ztrdtu pro kaZdou kombinaci

» gy - skute¢nd t¥ida
» 9/ - t¥ida, do které klasifikujeme

e Pro nas ptiklad L(y,y’) napt.:
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Klasifikator a Riziko

@ Hledame klasifikdtor, tj. funkci f : X — Y minimalizujici stfednf
hodnotu ztraty:

R(f) = L(y, f(x))Pxy (z,y)

@ Stf¥edni hodnotu ztraty pro f se nazyva riziko klasifikatoru f.

o Refenim f* = arg miny R(f) je funkce
f*(z) = argminr(z,y’)
y/
kde

r(z,9') = Ly,y)Pyix(ylz)
Yy

je riziko klasifikace 3/ p¥i p¥iznaku x
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Klasifikace jako minimalizace rizika

T ly — | splaci  problémy nesplaci
vysoké 2/3 1/3 0/3
st¥edni 2/6 2/6 2/6
nizké 0/2 1/2 1/2
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Vyté&Zovani dat: klasifikace

o Jak klasifikovat vysokop¥ijmového klienta?
Py x

o Klasifikace ¢y’ = splaci

skut. t¥ida | ztrata | s pravdép
splaci

0 2/3
problémy 5 1/3
nesplaci 10 0

Riziko pFi této klasifikaci:

0-2/3+5-1/34+10-0=5/3



Klasifikace jako minimalizace rizika

o Jak klasifikovat vysokop¥ijmového klienta?

Py x
T ly — | splaci  problémy nesplaci
vysoké 2/3 1/3 0/3
st¥edni 2/6 2/6 2/6
nizké 0/2 1/2 1/2

o Kilasifikace y' = problémy

Filip Zelezny (CVUT)

Vyté&Zovani dat: klasifikace

skut. t¥ida | ztrata | s pravdép
splaci

1 2/3
problémy 0 1/3
nesplaci 5 0

@ Riziko p¥i této klasifikaci:

1-2/340-1/3+5-0=2/3



Klasifikace jako minimalizace rizika

o Jak klasifikovat vysokop¥ijmového klienta?

Py x
T ly — | splaci  problémy nesplaci
vysoké 2/3 1/3 0/3
st¥edni 2/6 2/6 2/6
nizké 0/2 1/2 1/2

e Kilasifikace y' = nesplaci

Filip Zelezny (CVUT)

Vyté&Zovani dat: klasifikace

skut. t¥ida | ztrata | s pravdép
splaci

2 2/3
problémy 1 1/3
nesplaci 0 0

@ Riziko p¥i této klasifikaci:

2.2/3+1-1/340-0=4/3



Klasifikace jako minimalizace rizika

o Kilasifikujeme do

y' = arg minr(vysoké, y) = problémy
y
@ Pozor, jiny vysledek neZz dle aposteriorni pravdépodobnosti

y' = argmax Py|x (y|vysoké) = splaci
y

o P¥i jaké ztrdtové funkci L(y,y') by vysledky vy3ly stejn&?

@ Tzv. Loy ztratova funkce. Je-li pouZita, je r(z,y’) pravdépodobnost,
e klasifikace instance s p¥iznakem z do t¥idy 7/ je chybna.

[m] = = =
Filip Zelezny (CVUT)
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Klasifikace s nékolika p¥iznaky

e Zatim jsme klasifikovali pouze dle jediného pfiznaku (z - vy3e p¥ijmi)

@ O klientech toho vime obvykle vice.

vysoké splaci
nizké nesplaci

st¥edni problémy
nizké problémy

° z=(pn)
@ T¥irozmérna kontingenéni tabulka
> pVvs.nvs. y
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Klasifikace s nékolika p¥iznaky

@ Na principech klasifikace se nic neméni. Nap¥. jak klasifikovat
nizkopFijmového klienta narozeného v r. 19857

» Maximalizaci aposteriorni pravdépodobnosti
flx) =y =arg max Py |p,n (y|nizké, 1974)
» Minimalizaci rizika
flx) =y =arg myin r((nizké, 1974),y)
@ Z kontingen&ni tabulky

polet klientli s iy = y, p = nizké,n = 1974

P, 'Inizké, 1974) ~
vipN (Y |nizke, ) potet klientli s p = nizké, n = 1974
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Prokleti rozmérnosti

polet klientli s iy = y,p = nizké,n = 1974

P "Inizké, 1974) ~
v|p,N (Y [nizké, ) pocet klientli s p = nizké,n = 1974

o Cim vice ptiznaki, tim v&t&i nebezpeti vysledku “0/0"!

o Kolik dat potfebujeme, aby odhady dobfe konvergovaly k
pravd&podobnostem?

o Kontingen¢ni tabulka musi byt ‘dostate¢né zaplnéna'.

@ V predchozim ptikladé (jediny p¥iznak)

pl y— splaci problémy nesplaci >
vysoké 2 1 0 8
stfednf 2 2 2 6
nizké 0 1 1 2
> 4 4 g 11

v primé&ru 11/9 p¥ipadi na kolonku tabulky.
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Prokleti rozmérnosti

o Predpoklddejme, Ze 11/9 je dostateny pomér. Kolik p¥ipadid (m)
potfebujeme pro jeho zachovani se dvéma pfiznaky p a n?

@ PYepodkladejme 100 moznych rokd narozeni. Kontingen&ni tabulka
ma 100 - 3 - 3 = 900 kolonek.

m 11
900 9
tedy nyni jiz potfebujeme 11 -900/9 = 1100 dat.
@ Po pfidani daldiho pt¥iznaku, nap¥. roku ukonéeni studia uZ
potfebujeme 11 - 90000/9 = 110000 dat!

@ Obecng pro odhady z kontingen&ni tabulky (tzv. neparametrické
odhady) roste potfebny polet dat exponencialné s pottem ptiznaki.

> “Prokleti rozmérnosti”
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Podminéné nezavislé ptiznaky

@ Situace se zjednodusi, jsou-li vySe p¥ijmi a rok narozeni podminéné
nezavislé, tj. plati

Pp Ny (p, nly) = Ppiy (ply) - Pnjy (n]y)

pro kazdou z hodnot y € {splaci, problémy, nesplaci)

@ VyuZijeme tzv. Bayesova pravidla

PP,N|Y(p’ nly) Py (y)
Pyipn(ylp,n) = Ppn(pn)
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Podminéné nezavislé ptiznaky

@ Z Bayesova pravidla plati pro klasifikaci maximalizaci aposteriorni
pravdépodobnosti

arg m;mx PY|P,N(y|p> n) = arg m;xx PP,N\Y(JD, nly) Py (y)
@ Podobné pro klasifikaci minimalizaci rizika

’ ,
arg min E L(y,y")Py\p.n(ylp,n)
Yy

/!
=argmin } _ L(y,y') Pp.yy (P, nly) Py (1)
y
@ Prot ‘zmizelo’ Pp n(p,n)? Nezdvisi na y!
@ K ob&ma typim klasifikace tedy potfebujeme odhady dvou rozdéleni:

PP7N|Y ] PY.
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Podminéné nezavislé ptiznaky

K ob&ma typdm klasifikace tedy potfebujeme odhady dvou rozdéleni:
PPley a PY.

Py odhadneme z jednorozmérné kontingenéni tabulky
Z podminé&né nezdvislosti plyne Pp x|y = Ppjy - Pnjy
Pppy odhadneme z dvourozmérné tabulky 3 x 3
Py odhadneme z dvourozmérné tabulky 100 x 3.
> Nejnaro&n&jsi na polet dat, pro zachovani poméru 11/9 vyZaduje cca
367 (<< 1100).
Obecné&: p¥i podminéné& nezavislych p¥iznacich neroste potfebny polet
dat exponencidlné s poctem p¥iznakd.
> Je urlen p¥iznakem s nejvétsim oborem hodnot.

Ptiznaky obvykle nejsou podminéné& nezdvislé!
> Je-li presto pouZita tato metoda, mluvime o naivni Bayesovské
klasifikaci.
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Klasifikace dle nejblizsiho souseda

@ Metoda, kterd nevyZaduje odhad pravdépodobnosti.
e Ptedpoklad: umime spotitat podobnost dvou datovych instanci (jako

nap¥. u shlukovanf)

@ Zde p,n € N, u € , problémy, nesplaci}
p ° o o]
° o
o °,
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Klasifikace dle nejblizsiho souseda

@ Zde podobnost nap¥. (p1 — p2)? + (n1 — ng)?
@ Zatazujeme do t¥idy nejpodobné&jsi instance.
@ Nachylné k sumu v datech.
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Klasifikace dle k nejblizsich sousedi

@ Zde podobnost nap¥. (p1 — p2)? + (n1 — ng)?
@ Zatazujeme do t¥idy ptevladajici mezi k nejpodobnéj$imi instancemi.
@ S rostoucim k klesd nachylnost k Sumu. Nevyhody?
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Trénovaci a skute¢na chyba klasifikatoru

Trénovaci chyba

Podil instanci v datech chybné klasifikovanych klasifikdtorem f
sestrojenym z t&chto dat (tzv. trénovacich dat).

Skuteéna chyba

Pravdépodobnost chybné klasifikace f p¥i ndhodném vybéru
(r € X,y € Y) dle Pxy. P¥i pouZiti ztratové funkce Lg; rovna riziku

R(f).
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Jaké k je nejlepsi?

EXpeI’iment: generova na data [Hastie et al.: Elements of Statistical Learning]

Nulova trénovaci
chyba, pFesto
klasifikace odlisnad od
optimalni—
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Dle maximalni
aposteriorni
pravdépodobnosti
(optimalni)

Vyté&Zovani dat: klasifikace

k=15
Mald nachylnost k
Sumu, presto
klasifikace odli¥na od
«—optimalni
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Trénovaci vs.

e Typicky prib&h chyb pro k = m (potet dat),m —1,...1
@ Trénovaci chyba obecné neni dobrym odhadem skute¢né chyby!

-

skutecna chyba

b

Skutecna chyba

Trenovaci chyba

Il
[ —r

k=m k
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Klasifikace dle

etalonu

@ Metoda nevyzadujici pFistup ke v8em instancim p¥i klasifikaci.
o Kazda tfida ma etalon, tj. instanci s minimalni priimérnou
vzdalenosti ke vSem instancim t¥idy.

> (vybirdna

bud'to z trénovacich dat, nebo z celého oboru hodnot (p,n))

e Etalony jsou jednoduchym nepravdépodobnostnim modelem dat.

I

h
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