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Mnoharozmé&rné rozdéleni

@ Minula pfednaska: odhad rozdé&leni pro data s jednim p¥iznakem
Z = x resp. dvéma piiznaky T = (z1, x2)
> jednorozmérné resp. dvourozmérné rozdéleni P(Z)
@ V této prednasce: odhadujeme rozd&leni pro vice pfiznakl (rozmérii)
» P(Z) = P(xy,2,...2y)

o P¥iklad:
Ty 56 muZ + +
T 32 Zena — —
T3: 48 Zena + +
Ty 60 muZ + +
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Znaleni nahodnych veli¢in

56 muzZ + +
32 Zena — —
48 zena + +
60 muz + +

@ Vektorové/maticové znatenfi
T3 = (48,%ena, —, —)
T3,2 = Zena
e Pomoci prvnich pismen p¥iznakd (= nahodnych veligin)
(V3, P3, K3, R3) = (48, Zena, —, —)
P; = Zena
@ Obor hodnot
X=VxPxKxR={12,...100} x {muZz,Zena} x {+,-} x {+,-}
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Odvozovani ze sdruZzeného rozdé&leni

Zname-li sdruZené rozdé&leni viech ptiznakl, miZeme odvodit rozdéleni
(sdruzené i podmin&né) pies kteroukoliv podmnoZinu p¥iznakd. Nap¥.

@ pravdépodobnost, Ze osoba je muZ - kufak

PpK(muz +) ZZPVPKR(U muZ, +, 1)
veEVreR

@ pravdépodobnost, Ze koufici muz ma rakovinu

Pr p i (+, muz, +)

PP7K(mu2, —|—)

> vey Pv.pi r(v, muz, +,4)
 Dvev 2rer Pvpkr(v, muz, +,7)

PR‘RK(HmuZ, +) =
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Reprezentace sdruzeného rozdéleni

o Parametricka: napf. mnoharozmérné normalini rozdéleni's parametry:
vektor ji stfednich hodnot a matice X tzv. kovarianci.
(Mimo rozsah tohoto predmétu)

e Neparametricka: jedno &islo € [0; 1] pro kaZzdou kombinaci hodnot
pFiznakd. V nasem ptikladé tedy:

V|- |P|-IK]-|R| =100-2-2-2 =800

(Odpovida 4-rozmé&rné kontingenini tabulce.)

Ve skute€nosti stadi 799 &isel. Pro&?

Z Z Z Z Pyprr(v,pk,r)=1

vEV peP kEX TER

tedy jednu pravdépodobnost dopoditdme z ostatnich.
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Kombinatorickad exploze

Problémy s neparametrickym sdruzenym rozdélelnim:

e Pamétova naroénost. | kdyby viechny ptiznaky byly pouze binarni,
potfebujeme pro reprezentaci sdruZeného rozdéleni 2 — 1 ¢&isel, kde n
je potet p¥iznakd. Exponencialni nardst!

» Nap¥. pro n = 40, jedno ¢&islo - float - 4 bajty = potfebujeme p¥es 4 TB

e Datova narotnost. Pro odhad kazdého &isla (pravdépodobnosti) z
relativni etnosti, nap¥.

olet 30-letych zdravych nekufakid v datech
Py.pr,r(30,muz,-,-) =~ P Y Y

polet dat

roste potfebny potet dat také exponencidln&. (Pro danou spolehlivost
odhadu)

Jak z toho ven?
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Vyuziti nezavislosti

o Kdyby byly vSechny p¥iznaky navzdjem nezavislé, tak
Pyprr=Py-Pp-Pk-Pr
a stadi tak znat jen 4 margindlni rozdéleni, zde tedy
(100-1)+2-1)+2-1)+(2-1)=102

&isel (misto pivodnich 799).
@ Obecné& pro binarni p¥iznaky: n &isel misto 2™ — 1 &isel.

@ Vétsinou ale v8echny ptiznaky navzdjem nezdvislé nejsou!
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VyuZiti nezavislosti (pokr.)

@ | nezdvislost jedné veli¢iny na ostatnich znamena zna&né uleh&eni:

56 muZ + + 7
32 zena — — 2
48 Zena + + 12
60 muz + + 6
Pv.p i .r.M = Pvpkrr-Pu
—_—— —_———

100-2-2:2-12—1=9599 &isel 800—1+12—1=810 ¢&isel

@ Ale ani nezavislost jediné veli¢iny nelze obvykle pfedpokladat.
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Podminéna nezavislost

Pozorovani: vyskyt rakoviny R je zavisly na pohlavi P, tj.
Ppp # Pr, ekvivalentn&: Ppir # Pp

ale pouze proto, Ze muZi &astéji kou¥i. Tedy jakmile vime, zda osoba kouf,
na pohlavi uz nezilezi

PR|P,K = PRlK, ekvivalentné&: PP‘R,K = PP|K
R a P jsou tedy podminéné nezavislé, pficemz podminkou je K.

Totéz jinymi slovy:
@ V celé populaci maji tastgji rakovinu muZi: Pg p(+|mu2) > Pr(+)
o U kutdkii uz na pohlavi nezélezi: Pgp i (+|muz, +) = Pgjx (+]+)
o Totéz u nekutdki: Ppip i (+|muz, —) = Pgg(+]—)
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Grafické znazornéni podminénych nezdvislosti

@ Orientovany graf bez cykli

Pro dané rodiée uzlu je uzel podminé&né nezavisly na vsech uzlech, které
nejsou jeho potomky.
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Grafické znazornéni podminénych nezdvislosti

Pro dané rodiée uzlu je uzel podmin&né nezavisly na vSech uzlech, které
nejsou jeho potomky.

v
P K R
Kouteni (K') zavisi na v3ech ostatnich p¥iznacich. |
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Grafické znazornéni podminénych nezdvislosti

Pro dané rodiée uzlu je uzel podminé&né nezavisly na vSech uzlech, které
nejsou jeho potomky.

<

Vyskyt rakoviny (R) zavisi na kouteni (K) a v&ku (1), ale pro dané K a
V' nezavisi na pohlavi P.

Prixv,p = Prixv
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Grafické znazornéni podminénych nezdvislosti

P K R

Vék (V') nezavisi na pohlavi (P). ]
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Grafické znazornéni podminénych nezdvislosti

P K R

Pohlavi (P) nezdvisi na v&ku (V). )
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Vypocet sdruzeného rozdéleni

P K R

Prkvp =Prkyvp- Pxkvp
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Vypocet sdruzeného rozdéleni

<

P K R

Pr kyvp =Prkyvp- Pkvp

=Prik,v - Pryv,p
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Vypocet sdruzeného rozdéleni

=Prik,v  Pr,p- Pvp

Vyté&Zovani dat
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Vypocet sdruzeného rozdéleni

=Prikyv  Pry,p- Pvp

=Prikyv - Pxvp-Pv-Pp
~ Filip Zelezny (CVUT)

Vyté&Zovani dat

DA

11/ 25



Vypocet sdruzeného rozdéleni

=Prixv - Pxyv,p-Pvp

=Prigv - Pxyv,p- Pv-Pp (nezavislost I/ a 1)
Vyté&Zovani dat
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Vypolet sdruzeného rozdé&leni (pokr.)

<

P K R
Obecné& pro pfiznaky X = X7 x Xo X ... X X!

Px = 1L Px;jrodite(X;) J

rodi¢e(X;): v nezavislostnim grafu, napt. rodite(R) = {K,V'}
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Ptiklad s bindrnimi p¥iznaky

V. wvloupdni do domu Z: zemétFeseni A: ozval se alarm
P: vold soused Pepa  M: volad sousedka Marie

v Z
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Podminéné nezavislosti

.\ /.
2 M
V nezdvisi na Z.

Filip Zelezny (CVUT)

Vyté&Zovani dat



Podminéné nezavislosti

.\ /.
2 M
Z nezavisi na V.
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A zavisi na vdech ostatnich.

«O» «F»r «

>

<

DA



“Fr = - -



Podminéné nezavislosti

P¥i daném A nezdvisi P na V, Z ani M
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Podminéné nezavislosti

P¥i daném A nezdvisi M na V', Z, ani P

Filip Zelezny (CVUT)
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Vypocet sdruzeného rozdéleni
Vv Z
A
P M
Px = H?:IPXHrodiée(Xi)

Py.zapv = Ppia-Pyja-Pav,z - Pv- Pz
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Tabulky podminénych pravdépodobnosti

Py zapm = Ppa-Pryja-Pavz Pv-Pz

Py 7 4,p M jsme dekomponovali na rozd&leni Ppi 4, Purja, Payv,z, Pv, Pz.
Kazdé z nich popiseme tabulkou podminénych pravd&podobnosti (TPP).

0.90 + 0.70 + 0.95 a—

0.05 - 0.01 - 0.94 + -

0.29 -+

R Pat). oo | - -
0.001 0.002

10 &isel (misto 25 = 32)
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Bayesovska sit
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Bayesovska sit
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Bayesovska sit

N o

VRN
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Bayesovska sit

0.001 . . 0.002

+
_|_

I == 1 =F
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Bayesovska sit

0.001 . . 0.002

0.9 + +
094 A + =
0.2 = oF
0.001 =

0.70 + P M

0.01 =
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Bayesovska sit

0.001 . . 0.002

0.9 + +
094 A + =
0.2 = oF
0.001 =

0.70 + P M 0.90 +

0.01 = 0.05 =
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Bayesovska sit

pronll 2 o B

0.9 + +
094 A + -
0.2 = oF
0.001 =

0.70 + P M 0.90 +

0.01 = 0.05 =

Graf + TPP = Bayesovsk3 sit |

Filip Zelezny (CVUT) Vyt&ovani dat 17 / 25



P¥i¢inné vztahy v BS

@ Hrany v tomto grafu odpovidaji p¥i¢innym
(kauzalnim) vzahim mezi uzly.
@ P¥itinnost = voditko pro navrh grafu BS

o Graf BS ale obecn& nemusi odpovidat
pFi¢innosti!
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Sestaveni grafu BS

Algoritmus pro sestaveni grafu BS bez znalosti pFfi¢innych vztahi

@ Zvol poradi pfiznakll X1, Xo,... X,
/* $tastnd volba = kompaktnf sit */

Q@ Proi=1azn:
pfidej X; jako uzel do grafu
vyber co nejmensi mnozinu rodi¢l z X,... X, tak, Ze

Py jrodice(x;) = Px;1x1,. X1

vyved hrany z rodi¢t do X;
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P¥iklad sestaveni grafu BS

Bez znalosti pFi¢innych vztahi volime nap¥. pofadi M, P, A,V,Z
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P¥iklad sestaveni grafu BS

Bez znalosti pfi¢innych vztahi volime nap¥. poradi M, P, A,V, Z

M

7adné rodice
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P¥iklad sestaveni grafu BS

Y

Bez znalosti pfi¢innych vztahi volime nap¥. poradi M, P, A,V, Z

M P

Ppjy = Pp?
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P¥iklad sestaveni grafu BS

Bez znalosti pfi¢innych vztahi volime nap¥. pofadi M, P, A,V, Z

M P

Ppiy = Pp?
Ne, M musi byt rodi¢em.
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P¥iklad sestaveni grafu BS

Y

Bez znalosti pfi¢innych vztahi volime nap¥. poradi M, P, A,V, Z

M P

Pypy = Pap nebo Pyp = Py nebo Pyyp iy = Pa?

Filip Zelezny (CVUT) Vyt&ovani dat
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P¥iklad sestaveni grafu BS

Bez znalosti pfi¢innych vztahi volime nap¥. pofadi M, P, A,V, Z

M P

Pyipar = Pap nebo Pyp s = Py nebo Pypar = Pa?
Ne, M i P musi byt rodi¢i.
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P¥iklad sestaveni grafu BS

Y

Bez znalosti pfi¢innych vztahi volime nap¥. poradi M, P, A,V, Z

M P

14

Pyiapyr = Pv?
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P¥iklad sestaveni grafu BS

Bez znalosti pFi¢innych vztahi volime nap¥. pofadi M, P, A,V,Z

M P

Pyiapv = Pv?
Ne.
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P¥iklad sestaveni grafu BS

Y

Bez znalosti pfi¢innych vztahi volime nap¥. poradi M, P, A,V, Z

M P

14

Pyiapar = Pyia?
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P¥iklad sestaveni grafu BS

Y

Bez znalosti pfi¢innych vztahi volime nap¥. poradi M, P, A,V, Z

M P

14

PV|A,P,M = PV|A? Ano.
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P¥iklad sestaveni grafu BS

Y

Bez znalosti pfi¢innych vztahi volime nap¥. poradi M, P, A,V, Z

M P

|4 Z

Prv,apm = Pz7?
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P¥iklad sestaveni grafu BS

Bez znalosti pFi¢innych vztahi volime nap¥. pofadi M, P, A,V,Z

M P

Prv.apyu = Pz?
Ne.
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P¥iklad sestaveni grafu BS

Y

Bez znalosti pfi¢innych vztahi volime nap¥. poradi M, P, A,V, Z

M P

|4 Z

Prv,a.pm = Pzia?
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P¥iklad sestaveni grafu BS

Bez znalosti pFi¢innych vztahi volime nap¥. pofadi M, P, A,V,Z

M P

|4 A

Prv.apy = PziA?
Ne.
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P¥iklad sestaveni grafu BS

Y

Bez znalosti pfi¢innych vztahi volime nap¥. poradi M, P, A,V, Z

M P

|4 Z

Privapm = Pziav?
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P¥iklad sestaveni grafu BS

Bez znalosti pFi¢innych vztahi volime nap¥. pofadi M, P, A,V,Z
M P
A
\%4 Z

Pyv,apm = Pziav?

Ano.
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Ekvivalentni BS

Dv& BS. Rizné grafy, riizné TPP. Reprezentuji totéZ sdruZzené rozdé&leni.
M —— P

1% A
NS NS
A A
VAR N\
P M

Vi—Z

o Graf sestaven na zakladé @ Graf sestaven obecnym
pFi¢innych vztahd. algoritmem.

o TPP vyZaduji o TPP vyZaduji
141444242 =10 Zisel. 14+24+44244 =13 Cisel.
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Odvozovani z BS

P¥iklad: Volad Pepa, Marie nevola, nevime, zda zvonil alarm, zemé&tfesenfi
neni. Jaka je pravdépodobnost vloupani?

Pyzpu(+,—,+,—)
Pz pa(—,+,—)

= aPV,Z,P,M(+7_a+7_) =« Z PV,Z,A,P,M(+7_7Q)+5_)
a€{+,—}

Pyizpm(+Hl—+,-) =

dosadime dle 1‘)\'*2 APM — })p‘ ,_\f)\[‘ Af)_”y7f)if)'

= aPy(+)Pz(— Z Pps(+|a)Pyrja(—la)Pay,z(al+, —)
ac{+,—}

= a-0.001-0.998 - (0.90 - 0.30 - 0.94 + 0.05 - 0.99 - 0.06)

~ «a-0.00025
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Odvozovani z BS (pokr.)

Analogicky

Pyizpum(=|—+,—)
= aPy(—)Pz(—) Z Ppa(+|a)Pyra(—|a)Pay,z(al—, —)

ac{+,—}
=«-0.999-0.998 - (0.90 - 0.30 - 0.001 + 0.05 - 0.99 - 0.999)
~ « - 0.00520
ProtoZze Py |z pn(+|— 4+, =) + Pyizpu(—|— 4+, —) = 1, mdme:

B 20+ 0.00025 N
= 20 0.00025 + e - 0.00520

Apriorni pravdépodobnost vloupani je 0.001, ale vola-li soused Pepa a neni
zemé&tfeseni, vzroste na 0.046.

Pyizpm (= +,—)

0.046
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P¥iklad vyuziti BS: Diagndza poruchy auta [Russel, Norvig]

Cerveny uzel: poéateéni ptiznak, zelené: testovatelné priznaky, oranZové:
‘opravitelné’ priznaky, Sedivé: skryté p¥iznaky - zjednodusuji graf, sniZuji
potfebny polet parametri.

alternator fanbelt
broke broke!

fuel line starter
blocked broke
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P¥iklad vyuziti BS: Pojisténi auta [Russel, Norvig]
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