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Odhad rozdé&leni

Uloha:
@ Vstup: data

D:{fl,fg,...fm}, fZGX(léZSm), meN

ndhodné, navz. nezavisle vybrand z rozdéleni Px na X

o Vystup: vzor
hecl

reprezentujici odhad Px, tj. generativni model dat
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Odhad rozdéleni: priklad dlohy

2 druhy bonbéni v bali¢ku

Vybirdme ndhodn& (poslepu), dostaneme
([

Jaky je pomér (pravdépodobnost) zelenych bonbéni v balitku?
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Odhad rozdéleni: p¥iklad dlohy (pokr.)

X={o0}
Px lze reprezentovat jednim &islem 6
Pe)=6, Pe=1-10
Tedy prostor vzori je redlny interval

L =10;1]

Pozn.: ve skute&nosti kone¢nd podmnoZina [0; 1], nebot redlnd &isla se

reprezentuji koneénym poctem Zislic.
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Odhad dle &etnosti

Data
D={ ° } (m = 10)
Odhad dle relativni &etnosti:
P®) =0~ %

Odiivodnéni: etnost konverguje k pravd&podobnosti pro m — co.
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Odhad dle maximalni vérohodnosti

@ Obecné&jsi metoda odhadu. PouZivd podminénou pravdépodobnost

P(DI0)

tj.: ma-li parametr hodnotu 6, budeme data D pozorovat s touto
pravd&podobnosti. Nazyva se vérohodnost (likelihood).

o Parametr odhadneme tak, Ze vérohodnost maximalizujeme

0 = arg max P(D|0)
@ Data x; € D jsou vybirdana navzdjem nezavisle, tedy:

P(D|0) = IGL, P(2:]0)
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Vérohodnost: pfiklad

D={ o } (m = 10)
@ Pro = P(e) =0.
P(D|) = ( 10.6)° - P(#]0.6)! = 0.6” - 0.4 ~ 0.004
e Pro 6 = P(e) =0.

P(D|§) = ( |0.8)? - P(@]0.8)! = 0.8 -0.2 ~ 0.027
o Tedy € = 0.8 je vérohodnégjsi nez 8 = 0.6.

Obecné&: jak najit 0, které vérohodnost maximalizuje?
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Logaritmus vérohodnosti

Pro snazsi vypolet pouzivame logaritmus vérohodnosti
L(D|#) =log P(D|0)
tedy
L(D|#) = log ITT | P(x;]0) = ZlogP )
V ptiklad€ s bonbdny:
L(D|#) =log#* +log(1 —0)° = clog 6 + zlog(1l — 0)

kde c a z je pocet Eervenych resp. zelenych bonbdnl v datech
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Hledani maxima vérohodnosti

6 maximalizuje v&rohodnost pravé tehdy, kdyZ maximalizuje jeji logaritmus.

Hleddme maximum L(D|0), tedy poloZime

d
—L(D|9) =
SL(DIO) =0
V ptiklad€ s bonbdny:
d c z
@(Clogﬁ—i-zlog(l—e))—é—1_0—0
Reent:
¢ ¢
etz 0m

Tedy stejny vysledek jako u odhadu dle relativni &etnosti. Metoda
maximalni vérohodnosti je ale obecnéjsi - uvidime déle.
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Omezend mnoZina vzoru

Tentokrat vime, Ze se vyrabi jen 5 typi bali¢ki:
@ 6
Q 100% zelenych
@ 75% zelenych, 25% Zervenych
@ 50% zelenych, 50% Zervenych
Q@ 25% zelenych, 75% Zervenych

© 100% &ervenych

Kazdy typ p¥edstavuje jeden vzor pro generovani dat (losovani bonbéni),
ozna&me je po fadé L = {hy, ho, h3, ha, hs}.
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Vzor s maximalni vérohodnostni

Odhad dle &etnosti jiZz neni pouZitelny, metoda maximalni vérohodnosti je.

P(D|hy) =17 -
P(D|h1):O75Z 0.25°
P(Dlh3) = 0.5% - 0.5°
P(D|h4):025z 0.75¢
P(D|hs) = 07 -

(z,c ... potet zelenych resp. &ervenych bonbdni v datech)

Dostdvame samé zelené: D = { ...}, ktery vzor je nejvérohodn&jsi?
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Apriorni pravdépodobnosti

Margindini rozdéleni pravdépodobnosti P (h;) vzori miZe byt zndmo p¥ed
obdrZzenim dat.
Napt¥:

© 100% zelenych

@ 75% zelenych, 25% Zervenych

@ 50% zelenych, 50% Zervenych

Q@ 25% zelenych, 75% Zervenych

© 100% &ervenych
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Apriorni pravdépodobnosti

Marginalni rozd&leni pravdépodobnosti Pr(h;) vzori mize byt zndmo pted
obdrZenim dat.
Napt¥:

© 100% zelenych — 10% vyroby

@ 75% zelenych, 25% Zervenych — 20% vyroby

© 50% zelenych, 50% ¢ervenych — 40% vyroby

@ 25% zelenych, 75% Zervenych — 20% vyroby

© 100% &ervenych — 10% vyroby

Tedy
Pr(hy) = 0.1, Pe(he) = 0.2, Pe(hs) = 0.4, Pe(hg) = 0.2, Pr(hs) = 0.1

Tyto pravdépodobnosti se nazyvaji apriorn.
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Aposteriorni pravdépodobnost

Zname-li rozdéleni

o Pr

@ a (po obdrzeni dat) P(D|h;) pro kazdy vzor h;
muzeme podle Bayesova pravidla spoditat
P(D|hi) P (hi)

P(hi| D) je aposteriorni pravdépodobnost vzoru h; po obdrzeni dat D.

Jmenovatel
|£]|

P(D) =Y P(D|h;)P(h;)
j=1

nezavisi na h;. Z tohoto diivodu

arg max P(hi|D) = arg max P(D|h;)Pz(h;)
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Odhad dle MAP

Metoda maximalni aposteriorni pravdépodobnosti (MAP) vybira vzor h
h = arg max P(h;|D) = arg max P(DJh;)Pr(hy)
Srov. s metodou maximalni v&rohodnosti, kde
h = argrr}zaxP(D|hi)
MAP tedy bere navic vahu informaci nesenou apriornim rozdélenim
Pr(h;). Ta je vyznamna pro malé mnozstvi dat, ale s rostoucim
mnozstvim dat jeji vyznam kles3:

arg max P(D|h;)Pr(hi) —m—sco arg max P(D|h;)
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Aposteriorni pravdépodobnost jako funkce mnoZstvi dat

14 — P(hild) — P(hs|D)
— P(hs|D) — P(h4|D)
— P(hs|D)

D={eoe...}

(dostdvame samé zelené)
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Odhad parametrii normalniho rozdélen{

Data D = {z1,x2,... %} vybrdna navz. nezdvisle z rozdéleni

1 _(m—w)?
(& 202

Px(x) =

Z dat odhadujeme parametry u, 0. Aplikace metody max. v&rohodnosti:

L(Dlu,o) ZlogP (il o) = mi(—log v — logo) — 3 L1

‘ 202
i=1

m

d 1 & Dy T
a (D|6) = ~ 3 El(l‘ p)=0=p -~

Z?il(xl — p)?

1=

d m 1 &

Loy =" LS w00 = -
i=1
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Smés normalnich rozdé&leni (pokr.)

Zena
Zena
muz
Zena
muz
muZ

171
164
182
169
178
184

X =P xV ={muz zena} x R"

50

40

30

Frequency

20

D= {517527535 .. } = {(p1701)7 (p27v2)) (p37/U3)7 o }
= {(zena, 171), (Zena, 164), (muz, 182),...}

Filip Zelezny (CVUT)

Vyté&Zovani dat

22. z3¥ 2014

17 / 25



Smés normalnich rozdé&leni (pokr.)

o Rozdéleni vy3ek je souttem dvou normalnich rozd&leni (muZi, Zeny)

o Kazdé m3 svoji stfedni hodnotu a rozptyl

Rozdéleni Px na X lze vyjadfit jako

Px (%) = Px([p,v]) = Pp(muz) Py|p(v|muZ) + Pp(Zena) Py p(v|Zena)

1 o )2
(e
OmuzV 2T 2O-mui

1 exp <_ (IE - l;iena)2>
OsenaV 2T 2O-iena

Pyp(vlmuz) =

Py p(v|zena) =
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Smés normalnich rozdé&leni (pokr.)

Odhady dle maximalni v&rohodnosti, zvI43t pro kaZdé pohlavi:

Zena 171 muz 182
Zena 164 muz 173
Zena 169 muz 188
mox; 504 mox; 543
Lsena Zz—l i =27 _ 168 Lmuz Zz—l L — 2 181
m 3 m 3

[32 +42 412 /12 4+ 82 4 72
Oena ~ 4_:37—’_ ~ 2.94 Omuz ~ % ~ 6.16
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Skryta proménna

Vime, Ze v populaci jsou muZi a Zeny, ale promé&nna (p¥iznak) pohlavi v
datech neni.

Jak nyni odhadnout Px, tedy parametry fimus, Omuz, Usena, Ozena @
P(zena)?
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Algoritmus EM

© 'Nastrel’ pocateéni hodnoty parametri, nap¥.

Hzena = 150, 0zena = 10
Hmuz = 200, omyuz = 10
P(zena) = 0.5, P(muz) = 0.5

@ Krok E (expectation): Se stanovenymi parametry spotti
pravdépodobnosti hodnot skryté proménné pro kaZzdou instanci, nap¥.

P(Zena|171) = P(171|2ena)P(Zena)/P(171) =

1 171 — figena)?
T (—(22“)> -0.5/P(171)
T O%ena g

=0.01391 - 0.5/P(171)

Zena
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Algoritmus EM (pokr.)

@ Krok E (pokr.)
P(muz|171) = P(171|muz)P(muz)/P(171) =

1 (171 = prmuz)®
———exp| ————5———-0.5/P(171)
\ 2T O mus ( 202

muz

=0.00188 - 0.5/P(171)

P(Zena|l71) + P(muZz|171) =1
0.01391 - 0.5
P(2ena|171) = —0.88
(zenal171) = §0139T 0.5 + 0.00188 . 0.5

P(muz|171) =1 —0.88 = 0.12
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Algoritmus EM (pokr.)

© Krok M (maximization): Se spottenymi pravdépodobnostmi pro
hodnoty skrytych proménnych znovu odhadni parametry rozdéleni

m

ZP(ienam)vi

i=1

Uzena <
Niena

O%ena N
Zena
1=

1
P(Zena) < — E P(zenalv;)
m
i=1

> Niena = Y ivy P(Zenalv;) ... normalizagni konstanta, zaruduje, Ze
soutet P(Z%ena|v;) pFes viechny instance je 1.

Analogicky spolteme pro muZe.
© Opakuj krokem 2 (dokud zmény nejsou dostate¢n& malé)
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Poznamka ke kroku M

@ Pozorujte:

1 m
EO o
N i=1
je primérna vyska v celém vzorku dat.
@ Odhad v kroku M

1 m
P(Zenal|v;)v;
Niena ; ( ‘ ’L) '

je vlastn& “vazeny primér’. Vahou je pravd&podobnost P(Zenalv;), Ze
osoba s vydkou v; je Zena. Pfitom ) " | P(Zenalv;) = Nyena.
@ Analogicky pro odhad osena

@ Analogicky pro muze
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Algoritmus EM (pokr.)

Konvergence algoritmu EM

iterace Hzena Hmuz

0 150.000 200.000

1 167.007 181.972

2 167.951 181.956
(sprévné hodnoty) 168 181
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