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Osnova prednasky:

¢ Bodové mnoziny. Morfologicka
transformace. ¢ Kostra oblasti.

® Eroze, dilatace, vlastnosti. ¢ Ztencéovani, sekvenéni ztenéovani.

¢ Otevreni, uzavreni, tref ¢ min. ® Vzdalenostni transformace.



Morfologie
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Matematickd morfologie je teorie studujici prostorové strukury.

V biologii: studium velikosti, tvaru a vnitfni struktury zvirat, rostlin a
mikroorganismi a hledani souvislosti mezi jejich vnitfnimi ¢astmi.

V jazykovédé: studium vnitrni stavby slov.

V digitalnim zpracovani obraz(i: matematicky nastroj pro predzpracovani i

segmentaci obrazdl.

Otcové zakladatelé:

¢ Matheron, G. Elements pour une Theorie del Milieux Poreux Masson, Paris,
1967.

® Serra, J. Image Analysis and Mathematical Morphology, Academic Press,
London 1982.
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Obrazky Ize modelovat pomoci bodovych mnozin libovolné dimenze (napr.
N-rozmérny euklidovsky prostor).

2D euklidovsky prostor [E? a systém jeho podmnoZin je prirozenym
definiénim oborem pro popis rovinnych Gtvar(.

Digitalni protéjsek euklidovského prostoru.
Binarni matematickd morfologie — mnoZina dvojic celych &isel (€ Z2).

Sedoténova matematickou morfologii — trojice (€ Z3).
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Bodova mnozina, priklad
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X =1{(1,0),(1,1),(1,2),(2,2),(0,3),(0,4)}
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Morfologicka transformace ¥

@

Je dana relaci mezi obrazem (bodovou mnozinou X) a typicky mensi

bodovou mnozinou strukturnim elementem B.

Strukturni element B je vztazen k “lokalnimu” pocatku.

Aplikace morfologické transformace W(X) na obraz X odpovida

(@)

(b)
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systematickému posunu B po obraze. Vysledek transformace v kazdé poloze

odpovida relaci.
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Dualita vzhledem k mnozinovému doplinku
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Ke kazdé morfologické transformaci W(.X) existuje dualni transformace U*(X),

U(X) = (T(X))° .
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Translace mnoziny o radiusvektor

Translace X}, bodové mnoziny X o radiusvektor h

Xh:{pEEQ,p:x+h pronékteréxeX} :

7/47
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Symetricka bodova mnozina
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¢ Vidi reprezentativnimu bodu O.

¢ Nékdy se také fikd transponovana bodovd mnozina.

¢ Definice: B={-b: be B}.

¢ Priklad: B ={(2,1),(2,2)}, B={(-2,-1)(-2,-2)}.

Original Po transpozici
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@
Binarni matematicka morfologie
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# Pracuje s binarnimi obrazky. Defini¢ni obor Z?#. Obor hodnot {0, 1}.
¢ 2 zakladni operace: dilatace a eroze. Nejsou invertovatelné.
® 2 pouzivané formalismy pro soucet a rozdil

e Ve skolské aritmetice obvyklé scitani a odecitani.

e Minkowského soucet, rozdil (do morfologie zavedli G. Matheron (kniha
1967), J. Serra (kniha 1982)).

e Rozdilnost obou pristupl hraje roli u eroze.
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Minkowského soucet, rozdil

Minkowského soucet (Hermann Minkowski 1864-1909, geometrie Cisel 1839)

XPB= UXb.
beB

Minkowského rozdil (pojem zavedl az H. Hadwiger 1957)

X6 b= ﬂX_b.
beB
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Binarni dilatace @
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Scita dvé bodové mnoziny.

X@Bz{pEEQ: p=x+0, a:EXandbEB}

Dilataci miizeme vyjadrit jako sjednoceni posunutych bodovych mnozin

XPB= UXb.
beB
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= {(1,0),(1,1),(1,2),(2,2),(0,3),(0,4)}

— {(07 O)? (17 O)}

(2,0),(2,1),(2,2),(3,2),(1,3),(1,4)}
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vlevo — original, vpravo — dilatace.

Dilatace se pouziva k zaplnéni malych dér a Uzkych zalivi v objektech. Zvétsi
plvodni velikost objektu. Ma-li byt velikost zachovana, potom se dilatace s erozi,
viz dale.
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Komutativni: X ® B =8 ® X.

Asociativni: X ¢ (B& D)= (X® B)& D.

Invariantni vici posunu: X, ® B = (X @& B).

Rostouci transformace: Je-li X CY a (0,0) € B, potom X & BCY @& B.

Protipfiklad pFi prazdném pocatku (0,0) ¢ B
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Binarni eroze &

Sklada dvé mnoziny pomoci Minkovského rozdilu. Jde o dudlni morfologickou
transformaci k dilataci.

XOB={pcE*: p=x+bc X prokazdé b € B}.

Pro kazdy bod obrazu p se ovéruje, zda pro vsechna mozna x + b lezi vysledek
v X . Pokud ano, je vysledek 1, jinak O.

Erozi mizeme vyjadrit jako prinik vsech posunti obrazu X o vektory —b € B

X6 B= ﬂX_b.
beB
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X = {(170)7 (17 1)7 (17 2)7 (073)7 (173)7

(2,3),(3,3),(1,4)}

1(0,0), (1,0)}
XeB = {(03),(1,3),(2,3)}

B



http://cmp.felk.cvut.cz

17/47

¥

vlevo — original, Vpravo — eroze.

Objekty mensi nez nez strukturni element vymizi (napr. ¢ary tloustky 1).

\a 4

Eroze se pouziva ke zjednoduseni struktury (rozlozeni objektu na jednodussi
Casti).
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Obrys (matematicky okraj, v nasem vyznamu hranice oblasti v binarnim obraze)
0X (hranice oblasti X, prirozené tloustky 1).

X = X\ (X & B).

vlevo — original X, vpravo obrys 0.X.
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Antiextenzivni: Je-li (0,0) € B, potom X © B C X.

Invariantni vici posunu: X, © B=(Xo B)y,, X©B,=(X© B)_y}.
Zachovava inkluzi: Je-li X C Y, potom X & B CY & B.

Dualita eroze a dilatace: (X 8Y)¢ = Xa VY.

Kombinace eroze a prianiku: (X NY)e B=(Xo B)N(Y & B),
Bo(XNnY)D(BoX)u(BaY).
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Lze zameénit poradi dilatace a pruniku:
(XNY)YeB=B®(XNY)C(X®B)N(Y ® B).

Dilatace priiniku dvou obrazil je obsazena v priiniku jejich dilataci.

Mozna zaména poradi eroze a mnozinového sjednoceni (umoznuje
rozlozit slozitéjsi strukturni elementy na sjednoceni jednodussich):

Be(XUY)=(XUY)eB (XeB)U(Y ®B),
(XuY)eB O (XeB)U(YeBhB),
Bo(XUY) (XeB)N(YehB).
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Vlastnosti dilatace a eroze (3)
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Postupna dilatace (resp. eroze) obrazu X nejdfive strukturnim elementem
B a potom strukturnim elementem D je totozna jako dilatace (resp. eroze)
obrazu X pomoci B® D

(X@&B)& D
(XeB)oD

[
Sl
O @
w @
O @
SRS
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Transformace tref ¢i min

22/47

¢ Anglicky Hit or Miss.

¢ Pouziva slozeny strukturni element B = (B1, Bs), B1 N By = ().

X®B:{x BchaBQCXC}.

¢ Indikuje shodu slozeného strukturniho elementu a ¢asti obrazu. B; testuje
objekty, By pozadi.

¢ Transformaci ® lze vyjadrit pomoci erozi a dilataci

X®@B=(XoB)N(X°6By)=(XoB)\ (X B,).


http://cmp.felk.cvut.cz

23/47

Masky detekujici 4 mozné konfigurace rohl pomoci tref ¢i min.

Vysledek detekce roh.
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Eroze nasledovana dilataci.

Pokud se obraz X nezméni po otevreni strukturnim elementem B, rikame, ze je

otevreny vzhledem k B.
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Dilatace nasledovana erozi.

Pokud se obraz X nezméni po uzavreni strukturnim elementem B, rikdme, ze je
uzavreny vzhledem k B.
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Vlastnosti otevreni, uzavreni
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Otevreni a uzavreni jsou dualni morfologické transformace

1

(XeB)Y=X%0RB
ldempotence - dillezita vlastnost v matematice. Zde: po jednom otevreni, resp.

uzavreni, je mnozina jiz otevrena, resp. uzavrena. Dalsi pouziti téchto
transformaci jiz nic nezmeni.

XoB=(XoB)oB

XeB=(XeB)eB
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Opiraji se o souvislost v obraze. Homotopické transformace neméni homotopicky
strom.

Priklad: dvéma riiznym obrazkiim odpovida stejny homotopicky strom.
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Kostra (skelet)

¢ Podlouhlé objekty ma smysl reprezentovat kostrou (viz animace Clovéka v

pocCitaCové grafice zachycujici kinematiku).
¢ Blum v roce 1964 navrhl “Medial axis transformation” (analogie, vypalovani

travy).

(

=
CM/

)
=

)

¢ Formalni definice kostry se opirad o pojem maximalniho kruhu (koule ve 3D).
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Kostra pomoci maximalnich kruht

Kruh B(p,r) se sttedem p a polomérem r, > 0 je mnozina bodd, pro néz je
vzdalenost d < r.

Maximalni kruh B vepsany do mnoziny X se dotyka hranice 0.X ve dvou a vice

bodech.

Kostra je sjednocenim streddl maximalnich kruhi.

Not a maximal ball
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Priklad koster, spojity pripad
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Problémy se sumem.
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V diskrétnim rastru mohou kruhy vypadat riizné, a to diky nékolika moznym
zplsobliim zavedeni vzdalenosti.

Priklady:
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°
Tridéni algoritma binarni skeletonizace oblasti
32/47

Vpisovani kruhli podle definice se prakticky nepouziva. PrilisSna vypocetni
slozitost. Porusuje se souvislost. Skelet tloustky > 1.

Sekvencni ztencovani. Oblast se eroduje vhodnym strukturnim elementem, ktery

zaruci, aby nebyla porusena souvislost. Obvykle homotopické ztencovani, s
vyuzitim strukturnich elementi z Golayovy abecedy.

Pres vzdalenostni transformaci. Rychly vypocet. Nejcastéji pouzivané.

V koutkové reprezentaci. Napred se oblasti bezeztratové komprimuji (koutky).
Skelet se pocita vpisovanim maximalnich obdélnik primo v komprimovanych

datech (Schlesinger M.I., 1986).
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Ztencovani a ztlustovani

Necht X je obraz a B = (B, Bs) je slozeny strukturni element zavedeny v
transformaci tref ¢i min.

Ztenovani X o B=X \ (X ® B).

Cast ztencované oblasti uréena strukturnim elementem B mnozinové odecita od
objektu samého.

Ztlustovani X ©® B = X U (X ® B).
Oblast se sjednocuje s Casti pozadi danou strukturnim elementem B.

/tencovani a ztlustovani jsou dualni transformace

(X ®B)*=X°®B, B=(Bsy,B).
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Sekvencni ztencovani a ztlustovani

Necht {B(1>, B2y, By, - -, B(n)} je posloupnost slozenych strukturnich
elementii B(;) = (B;,, By,).

Sekvencni ztencovani mize byt pro ¢tvercovy rastr vyjadreno pomoci posloupnosti
strukturnich elementl (napf. 8 elementd 3 x 3, jak uvidime v Golayové abecedé).

X QO {B(i)} — (((X ) B(l)) %, B(Q)) %) B(n)) :

Sekvencéni ztlustovani (analogicky)

X ©® {B(i)} = (((X ® B(l)) ® B(g)) . © B(n)) :
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Uzitecné sekvence z Golayovy abecedy

Existuje nékolik posloupnosti strukturnich elementil { B;)}, které jsou
z praktického pohledu uzitecné.

Ukazme jen dvé z nich z Golayovy abecedy (1969) pro oktagonalni rastr.
Strukturni elementy rozméru 3 X 3 uvedeme ve dvou zakladnich polohach,
ostatni si domyslete pootocenim.

Strucny zapis slozeného strukturniho elementu: 1 ovéruje prislusnost
k objektu, O ovéruje prislusnost k pozadi a konecné hodnota * znamena, ze
prvek nehraje roli.

/tencovani a ztlustovani prvky Golayovy abecedy je idempotentni.
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o O
O o
¥ — ¥

0
1
1

5 iteraci
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/tencovani az do dosazeni idempotence.

«u%g
o
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By =

S O %

1
1
0

o O X

7E2

38/47
T -
0O 1 0
0O 0 O

Pokud by se ztencovani nechalo bézet az do dosazeni idempotence, zlistaly by

v obraze pouze uzavrené linie.

5 iteraci

et
g
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Motivace pro rekurzivni morfologii @ :
Vzdalenostni transformace 30/47

Dosud nezalezelo na poradi, v jakém byly pouzity morfologické transformace
v rliznych mistech obrazu. Mohly byt pouzity v ndhodném poradi, po
radcich, paralelneé.

Vv /

Specialnéjsi pripad, kdy je vhodné predepsano poradi operaci v obrazu,
prinasi zrychleni vypoctu. Vysledek operace totiz bude zaviset nejen na
vstupnim obraze a transformaci, ale na predchozich vysledcich.

Tim se mize pri vypoctu akumulovat potrebna globalni informace, a tak Ize
algoritmy vypocetné zjednodusit.

Vzdalenostni transformace a algoritmus jejiho vypoctu je jednim dilezitym
prikladem tohoto pristupu.


http://cmp.felk.cvut.cz

Vzdalenostni transformace
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® Necht je dana bodovd mnozina A.

® Vzdalenostni transformace prirazuje kazdému bodu p € X dislo, které je
vzdalenosti bodu p od pozadi A€ (téz od hranice oblasti).

¢ Existuje morfologicky postup vypoctu vzdalenostni transformace (funkce)
distx (p), ktery prirazuje kazdému pixelu p z mnoziny X velikost prvni
eroze mnoziny, ktera uz neobsahuje pixel p, tj.

Vpe X, distx(p) =min{n € N, pnotin (X ©nB)}.

distx (p) je nejkrati vzdalenosti mezi pixelem p a doplitkem mnoziny X¢.
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Vzdalenostni transformace, DT

¢ DT se nékdy nazyva vzdalenostni funkci (analogie s fezbarstvim).

® DT poskytuje v kazdém pixelu vzdalenost od zadanych podmnozin obrazu
(napr. objekti).

® Vysledny DT “obraz” ma hodnoty 0 v pixlech zadanych podmnozin, nizké
hodnoty pro pixly blizko k nim a vyssi hodnoty pro vzdalené pixly..

V'V /|

@ V binarnim obraze, DT poskytuje vzdalenost v kazdém pixelu od nejblizsiho
nenulového pixelu (objektu).

0|ojojofo]ol1]o 5|4 4]3[2]1]0]1
0|ojofojo]1]o]o0 4|3[3]2[1]0|1]2
o|ojojojof1]o]o 3|2]2]|2[1]0]1]2
o|ojojolo]1]o]o 2 |1]1]2|1]0]1]2
ol1]1]ofolo]1]o0 1]0]ol1]2]1]0]1
o|1]/o]ofo]o|o]1 1]ol1]2]3|2]1]0
0|1/ofojo]o]o]o 1]0[1]2|3]3]2]1
vychozi obraz [011]0]0J0]0JO]0O vysledek DT [11011]2]3]4]3]2
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Algoritmus vzdalenostni transformace neformalne

¢ Slavny dvojpriichodovy algoritmus vypoctu DT navrhli Rosenfeld, Pfaltz
(1966), pivodné pro vzdalenosti Dy, Dsg.

@ Prvni prichod je shora dolil, zleva doprava. Druhy priichod je zdola nahoru,
zprava doleva.

¢ Obraz je prochazen systematicky malou maskou. p je okamzity pixel.

Shora dolu Zdola nahoru
AL AL | AL BR
AL | P AL | P P | BR P | BR
AL BR BR | BR
4-okoli 8-okoli 4-okoli 8-okoli

¢ Efektivita algoritmu DT je umoznéna sitenim hodnot vidénych maskou z jiz
drive prozkoumanych pozic. Sireni informace pripomina sireni viny.
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Cil: vypocet DT pro podmnozinu S obrazu rozméru M X N vzhledem
k vzdalenosti D, ktera ovlivauje prvky masky.

1. Inicializace: Vytvor pole F' rozméru M x N. Pro prvky p obrazu
odpovidajici S nastav I'(p) = 0 a pro ostatni nastav F'(p) = oc.

2. Prvni priichod: Projdi obraz F' po radcich shora dolii, zleva doprava. Pro
prvky vlevo nad vzhledem k okamzitému prvky p (dané prvky AL v obrazku
masky na predchozim slajdu) nastav

F(p) = mingear (F(p), D(p,q) + F(q)).

3. Druhy priichod: Projdi F' po radcich zdola nahoru, zprava doleva. Pro prvky
vpravo dole vzhledem k p (dané prvky BR v obrazku masky na predchozi

prisvitce) nastav F'(p) = ming.gr (F(p), D(p,q) + F(q)).

Nyni pole F' obsahuje vysledek DT pro zadany obraz a podmnozinu 5.
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llustrace DT pro tri definice vzdalenosti
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T

g

Euklidovska Dy Dy
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Kvazieukleidovska vzdalenost

Eukleidovskou DT nelze snadno spoditat jen na dva priichody. Casto se pouziva
kvazieuklidovdka aproximace vzdalenosti, ktera se na dva priichody spocitat da.

i —hl+(V2—=1)|j — k| for|i—h|>|j—kl,
(vV2—=1)]i —h| +|j — k| otherwise.

ﬁﬁ
= i

Euklidovska kvazieuklidovska

DQE((iaj)v (hv k)) — {
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DT priklad hvézdice, vstupni obrazek

Input color image of a starfish
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100 150 200 250 300

barevny

Starfish converted to gray—scale image

100

100 150 200 250 300

Sedotonovy

46 /47

Segmented to logical image; 0-object; 1-background

50 100 150 200 250 300

binarni
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priklad hvézdice, vysledky
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Distance transform, distance D, (cityblock) Distance transform, distance Ds (chessboard)

50 100 150 200 250 300 50 100 150 200 250 300

D4 D8

Distance transform, distance DOE (quasi-Euclidean) Distance transform, distance DE (Euclidean)

kvazieuklidovska euklidovska
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