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4. cviceni, 1. dubna 2014

Markovovy modely

Vypocet spolehlivosti opravovanych soustav nebo soustav se zalohovanim byva slozity. Pokud
maji doby poruch a doby obnov exponencidlni rozdéleni, je vyhodné pouzit Markoviv mo-
del. V teorii Markovovych procesti se omezime na zadkladni vlastnosti potfebné pro vypocet
spolehlivosti soustav, teorie Markovovych procest je popsana v pocetné literatute.
Markovovy modely jsou funkce dvou ndhodnych proménnych, stavu soustavy a doby nebo
jiné velic¢iny, v zavislosti na které stav sledujeme. Obé veli¢iny mohou byt spojité nebo dis-
krétni, tomu odpovidaji ¢tyri druhy modeld.
Def: Markovuv fetézec : model s diskrétnimi stavy a diskrétnim casem.
Def: Markoviv proces : model s diskrétnimi stavy a spojitym casem.
Def: Markovav model : mnozina pravdépodobnosti udévajicich pravdépodobnost pre-
chodu z néjakého vychoziho stavu do néjakého nasledujiciho stavu. Pravdépodobnost zavisi
pouze na téchto dvou stavech a je zcela nezavisla na vsech minulych stavech, kterymi proces
prosel.
Pro sestaveni Markovova modelu se nejprve definuji vzajemné se vyluc¢ujici stavy soustavy.
Soustava Markovovych stavovych rovnic popisuje pravdépodobnostni pfechody z pocatecnich
stavii do koneénych stavi. Za predpokladii :

1. Pravdépodobnost prechodu z jednoho stavu do jiného v ¢asovém intervalu At je rovna
soucinu \;(t) - At, kde \;(t) je intenzita pravdépodobnosti pfechodu (hazard) piislusna
ke dvéma stavim, mezi kterymi pfechod probiha.

2. Pravdépodobnosti vice neZ jednoho pfechodu v ¢asovém intervalu At jsou fadoveé mensi
a lze je zanedbat.

Def: Homogenni model : vSechna \;(t) = \; jsou konstantni.
Def: Nehomogenni model : nékterd \;(¢) je funkei ¢asu.

Markovovy modely lze ndzorné vyjadrit orientovanym grafem (Markoviv graf). Uzly grafu
predstavuji stavy soustavy, orientované hrany grafu oznacené pravdépodobnostmi prechodu
udavaji mozné prechody.



Méjme soustavu s jedinym neopravitelnym prvkem. Pravdépodobnost bezporuchového
stavu = v Case t + At ozna¢me P,(t + At). Podobné pravdépodobnost, ze soustava bude
v poruchovém stavu T ozna¢ime Pg(t 4+ At).
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Markoviv graf

Odvozeni matice pravdépodobnosti pifechodu

Pro pravdépodobnosti jednotlivych stav napiSeme rovnice
P.(t+ At) = (1 = A(t)At) - Py(t),
Pr(t + At) = A(t)At - Py(t) + Pg(t),

které prepiseme do maticové rovnice
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nebo zkracené:

p(t + At) = Pp(t),

kde PP je matice pravdépodobnosti prechodu, a vektor p(t) obsahuje pravdépodobnosti jednot-
livych stava v ¢ase t, tedy v tomto pripadé

Py(t)
t) =
plt) [ Px(t)
Matice pravdépodobnosti pfechodu P mé soucet v kazdém sloupci roven 1.
Poznamka: Rovnice lze zapsat i obrdacené, pomoci tdadkového vektoru pravdépodobnosti

P (t) = [p1(t),...,pn(t)] (pi(t) je pravdépodobnost stavu i) a matice P, pro kterou plati P’ =
PT. V takovém pripadé se ndsledujici stav pocitd ndsobenim zleva:

p(t+ At) =p' ()P
Pro matici P’ samozrejmé plati, Ze soucet pravdépodobnosti v Fadcich must bijt roven 1. Pro vij-
pocet s Markovovymi modely je jedno, ktery zpusob zapisu matice pravdépodobnosti prechodi
se pouzije, je vak treba dbdt na pouziti spravnych vektori a sprdvného ndsobeni matice.
Odvozeni matice intenzit

Rovnice (1) lze dale upravit na tvar :

Py(t + At) — Py(t)

N = SADP:D)
Pr(t+ At) — Pe(t)
N = AP



Zavedenim limity pro At — 0
P, (t + At) — P(t)

A A = OB,
. Pr(t+ At) — Pr(t)
AT A - AR,

ziskdme soustavu diferencialnich rovnic

Py = —A)P(D),
Py = \t)Py(t).

Obvyklé pocéateéni podminky jsou P,(0) =1 a Pz(0) = 0. Prvni rovnici lze Fesit samostatné

T~ A0PR),
P:(t)dPx — Bt
mPy(t) = K /t—)\(t)dt,

Pu(t) = Ke—ofé Aty

Dosazenim P,(0) = 1 ziskdme vztah pro pravdépodobnost bezporuchového provozu
R(t) = P,(t) = elo 2Ot
Resenim druhé rovnice dostaneme
Q(t) = Ps(t) = 1 — eJo A0t

Pro A(t) = A vyjadfime soustavu diferencidlnich rovnic maticovym zapisem

=X 0 P,(t)

A0 Pe(t) |-

Ziskdme matict intenzit. Matice intenzit neni stochastickd, soucet prvkd v kazdém sloupci je
roven nule. Matici intenzit 1ze také napsat pfimo z Markovova grafu.

Py(t)
Px(t)

Limitni vektor

Matice pravdépodobnosti P popisuje, jaké jsou pravdépodobnosti prechodu mezi jednotlivymi
stavy. Toho mtzeme vyuzit k vypoctu budoucich stavi p(t+At) na zakladé predchozich stavii.
Pro zjednoduseni zapisu budeme znacit néasledujici stav p(k + 1) = p(t + At). Nésledujici stav
tedy muze ziskat jako p(k + 1) = Pp(k), tedy:

Uvazujme jednoduchy model:



Ptislusné matice pravdépodobnosti prechodu je

0.9 0.9
F= [ 0.1 0.1 ]

a vektor pravdpodobnosti p(t) je

P0=| oot |

Jaké budou pravdépodobnosti stavii v ase k = 2, pokud p(0) = [1,0]7 ?

p(l)ZPP(O):IP’:[g:? 8519} [H:[g?]

w=o=r=[ 2 31 22] 31

V ¢ase k = 2 budou tedy pravdépodobnosti stavii p(2) = [0.9,0.1]T. Vidime, Ze tyto
pravdépodobnosti se nebudou se zvysujicim ¢asem k ménit. Vektor [0.9,0.1]T je tedy limit-
nim vektorem modelu. Pro limitni vektor x(k) plati, Ze v ném soustava setrvava, tedy jeho
nésledujici stav z(k + 1) bude stejny jako z(k):

Limitni vektor =z tedy mtZeme vypocitat jako feseni soustavy

r = Px

nebo téz

axr = Pz,

kde a je vlastni ¢islo matice P a x je jeji vlastni vektor. Lititni vektor Markovova modelu
miizeme je tedy vlastnim vektorem P, ktery nélezi vlastnimu ¢islu a = 1.

V tomto piipadé je z = [0.9,0.1]T je vlastnim vektorem P a iikd nam, ze v 90% bude
model ve stavu A, coZ neni predvapivé, nebot pravdépodobnost setrvani ve stavu A je 0.9,
navic pravdépodobnost pfechodu z B do A je taktéz 0.9.

Priklad 1 (Mice) Méjme tri hrace (A, B,C). Pokud md mi¢ A, tak ho s pravdépodobnosti
0.2 hodi hraci B, pokud md mic¢ B, tak ho hodi s pravdépodobnosti 0.6 hraci A. Hra¢ C hazi
mic ostatnim dvéma se stejnou pravdépodobnosti. Jakd je pravdépodobnost, Ze hrdci maji mice
v case k = 1, pokud v case k = 0 budou mit stejnou pravdépodobnost, Ze mic maji? Jaky je
limitni stav?
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Matice pravdépodobnosti pfedchodu je

0.8 0.6 0.5
P=1]02 04 05
0 0 0
a pocatecéni vektor p(0) = [1/3,1/3,1/3]T.
0.8 0.6 0.5 1/3 0.633
p(1)=Pp(0) = | 0.2 04 05 || 1/3 | = | 0.367
0 0 0 1/3 0

Limitni vektor dostaneme jako vlastni vektor matice P nalezici vlastnimu ¢islu 1. V tomto
piipadé je limitni vektor z = [0.75,0.25,0]T. V 75% ptipadi bude mit mi¢ hra¢ A.



Priklad 2 (Soustava 2 prvky, kazdy prvek 2 stavy) Méjme soustavu se dvéma neopra-
vitelnymi proky (X a YY), kazdy prvek md dva stavy (bezporuchovy stav, porucha), intenzita
poruch je pro oba prvky stejnd a konstantni \;(t) = \. Prechod ze stavu XY do stavu XY
se nepredpoklddd o prakticky nenastane. Nakreslete Markovuv graf, sestavte matici pravdepo-
dobnosti prechodu a matici intenzit.

Reseni: Markoviv graf
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Matice pravdépodobnosti pfechodu:
Pxy 1—2)\At 0 00 Pxy
Psy | AAL 1 — MAt 00 Px,,
Py | AAt 0 1-XAt O Pyv
Pg 0 AAL AAE 1 Py
Matice intenzit: .
P)‘(y —2X 0 0 0 Pxy
Pz | A =X 0 0 Py,
Pev | | A 0 =X 0| Pyy
Pxv 0 A X 0 Py

Slucovani stava

Slozitost Markovova modelu zavisi na poc¢tu stavi soustavy. Soustava s m stavy bude popsana
m diferencidlnimi rovnicemi prvniho fadu. Pro soustavu s n dvoustavovymi prvky je pocet
stavu soustavy m = 2". Obecné pro prvky s k moznymi stavy je m = k™. Pocet diferencialnich
rovnic roste velmi rychle. Pfi vypoc¢tu bezporuchovosti soustavy mutzeme rozliSovat pouze
stavy uréené poctem porouchanych prvkid a nezajimat se o to, které prvky maji poruchu.
Pocet stavl soustavy a pocet diferencidlnich rovnic se tim zmensi z 2" na n+ 1. Zjednoduseni
ukédZzeme na predchozim piikladé. Stavy XY, XY slouéime do jediného stavu XY + XY



204
120 At rAL A At

XY XY+XY

Ze stavu XY do stavu XY + XY se lze dostat bud poruchou prvku X nebo poruchou prvku
Y, proto pravdépodobnosti piechodu sé¢itame. Ze stavu XY + XY do stavu XY se dostane
v pripadé, ze zbyly prvek budu mit poruchu, proto je pravdépodobnost prechodu rovna AAt
(pouze jeden z nich miZze mit poruchu). Snadno lze nahlédnout, ze aby doslo k zjednoduseni
museji byt intenzity ze stavit XY nebo XY do XY stejné. Intenzity ze stavu XY do stavu
XY a XY mohou byt riizné.

Priklad 3 (Zalohovani s prepinanim) Méjme soustavu se zalohovanim prepinanim, pr-
vek v zdloze nestdrne. Pri poruSe prvku X dojde k prepnuti na prvek Y. U prvku Y tedy
nenastane porucha drive nez u prvku X. Intenzita poruchy prvku X je A1 a intenzita poruchy
prvku Y je Ao. Nakreslete Markoviv graf.

—

T

ReSeni:
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Priklad 4 (Soustava s opravou)  Méjme jedno prvkovou soustavu s opravou. Porucha
nastdvd s intenzitou A a porouchany prvek je opraven s intenzitou . Nakreslete Markoviv
graf, sestavte matici intenzit a vypoctete pravdépodobnost bezporuchového provozu a pravdé-
podobnost poruchy v ¢ase t Py(t) =7 a Pz =7 pro pocddateéni podminky P,(0) =1 a Pz(0) = 0.

—Q— i ... oprava

A ... porucha

ResSeni:
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vypocet vlastnich ¢isel det(A —S)=0:

x|

—A—s 7 _ _
[ \ Ms}—0:>s(s+)\+,u)—0:>

vypocet vlastnich vektori
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pocatecni podminky :

Pr(0)=0 Co—C1=0 = C; =0y
P(t) =1 Cok+Ci=0~Ci(52) =1 = =35
A A
P.(t) = AP (TR | AN
®) u—i—)\e +u—i—)\
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Priklad 5 Moduldrni robot typu “had” je sloZen ze 4 moduli. Krajni moduly (oznacené
k) jsou vybaveny kamerou a mohou tak slouZit k navigace smérem k napdjecim zdsuvkdm.
Robot je schopen pohybovat se v prostredi i bez téchto moduli, ale pro navigaci smérem k
napdjecim zdasuvkam (=zdroj energie) je nezbytny alespor jeden k-modul. Moduly jsou dvou-
stavové (funfuje/nefunguje). Vytvorte Markoviv graf a urcete

o Jakd je pravdépodobnost, Ze se robot muze hybat (musi byt funkéni alespon 2 moduly)?

e Jakd je pravdépodobnost, Ze robot muze dosihnout zdasuky (musi byt funkéni alespori 2
moduly a alespori jeden z nich musi byt k-modul)?

ReSeni: V tomto pfipadé staci rozlisovat mezi vnitinimi v-moduly a krajnimi moduly -
moduly. Kazdy stav Markova grafu bude obsahovat pocet funkénich modulu kazdého typu,
stavy oznac¢ime stylem ”pocet k-modulti/ poéet v-moduli”, napf. stav 2/1 znaci, ze funguji
2 krajni roboty a 1 vnitini robot. Graf pak bude vypadat takto:

Pravdépodobnost, ze se robot hybe: P(t) = Py/(t) + Po/1(t) + Pao(t) + Prja(t) + Prji(t) +
Py/5(t). Pravdépodobnost, ze miize dosdhnout zasuvky: P(t) = Py/o(t) + P2/1(t) + Py o(t) +
Pyjo(t) + Pyji(t)



Priklad 6 V mistnosti jsou tii radidtory (A, je intenzita poruchy jednoho radidtoru). Do
mistnosti chodi vrdtny. V pripadé, Ze je néktery radidtor rozbity, provede zdaznam v knize
zavad. Tuto knthu c¢te opravar a v pripade, kdy je v knize zaznam, jde do mistosti radidtory
opravit.

e Sestavte Markoviv graf pro pripad, Ze opravdr opravuje radidtory postupné s intenzi-
tou p

o Sestavte Markoviv graf s uvaZovanim hromadngch oprav (s intenzitou up).

Reseni: Neni tieba rozliSovat mezi jednotlivymi radiatory, mizeme tedy jen poéitat, kolik
je funkénich a kolik rozbitych. Oznacdime stavy bud jen ¢islem, které vyjadiuje pocet funke-
nich radiatori, nebo ptridame ’z’, coz znaci, Ze jsou existuje zdznam v knize zavad. Napft. 2z
oznacuje stav, ve které jsou 2 radiatory funkéni a existuje zaznam v knize zavad.
Poznédmky:

1. pfi postupnych opravach (levy obrazek) se zvysuje pravdépodobnost opravy pfi vice roz-
bitych radidtorech (3u, 2u), coz lze interpretovat tak, ze pravdépodobnost, Ze opravar ptijde
do mistnosti je zavisla na poc¢tu zéznami (relevantnich k dané mistnosti) v knize zavad.

2. pfi hromadné opravé jsou vyménény vSechny rozbité radidtory najednou, pravdépodobnost
opravy je tedy nezavisla na jejich po¢tu (proto jsou na hranach pouze up).

Postupné opravy Hromadné opravy

Priklad 7 Jedinou moznosti pro uték z vézent je ventilacni Sachta, ve které jsou umistény
dva ventildtory. Utéci lze pouze v pripadé, kdy oba ventildatory stoji. KaZdy z ventildtori se
s intenzitou A, nezdvisle na druhém ventildtoru zastavuje a poté se s intenzitou u zase roze-
béhne (zastavovani a rozbéh je ddano potrebou regulovat vimeénu vzduchu v celdch na zdkladé
teploty a obsahuje COs). BéZici ventildator se muZe s intenzitou 3 porouchat, tj. trvale zasta-
vit. Ventildtory jsou opravovdny technikem, ktery s intenzitou w opravi vsechny porouchané
ventildtory najednou.

o Sestrojte Markoviv graf.
e Napiste soustavu diferencidlnich rovnic.
o Vyjadrete pravdépodobnost, Ze je jeden ventilator funkéni (tj, Ze bézi).

o Jakd je pravdépodobnost, Ze je véznum podari utéct ventilacni Sachtou, pokud vime, Ze
pravdépodobnost utéku z aredlu veznice je pyrsk = 0.017
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ReSeni: Pied feSenim je dobré si ujasnit, jaké stavy muiize jeden ventilator nabyvat: bud
je funkéni a bezi (foukd vzduch), nebo je funkéni a je pozastaven (nefoukd vzduch), nebo
je rozbity. Ventilator, ktery je funkéni, ale nefoukd, se nemuze rozbit. Opravar opravuje jen
rozbité ventilatory, tedy ne ty pozastavené.

K feSeni mtizeme pristoupit bud tak, Ze budeme mezi ventilatory rozliSovat, nebo budeme
pouze uvazovat pocet ventilatortt v daném stavu. Druhy zptsob vede na mensi pocet stavi
a soucasné staci k zodpovézeni otazek, proto jej pouzijeme. Stavy budeme znacit (A/B/C),
kde A je pocet bézicich ventilatort, B je pocet pozastavenych a C' je pocet rozbitych.

Ze zadani neni jasné, jak se s opravenymi ventilatory nalozi. MuZeme tedy uvaZovat dvé
situace: a) po opravé budou oba dva ventilatory zapnuty (budou foukat), b) po opravé se zapne
jen ten, ktery byl pfed opravou zapnut. Témto uvaZovanym scénaitim odpovidaji nasledujici

grafy:
: C. : @
u
26 03
@@

Sitauce a Sltauce b

Pravdépodobnost, Ze je jeden ventildtor funké¢ni je pak pravdépodobnost stavi Py /O(t) +
P1yo/1(t) + FPojrya(t)-

Vézni mohou ventila¢ni Sachtou utéct pouze tehdy, stoji-li oba ventildtory, coz nastane s prav-
dépodobnosti P 2/0(t) + Fo/1/1(t) + Fojo/2(t). Tato pravdépodobnost vSak vyjadiuje jen moz-
nost Gniku sachtou. Vezni mohou uniknout z celého vezeni s pravdépodobnosti: (Fy/z/0(t) +
Poj1y1(t) + Pojoa(t)) - Patek-
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