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14. prosince 2011

Spolehlivost - 4. cvi¢eni

Markovovy modely

Vypocet spolehlivosti opravovanych soustav nebo soustav se zalohovanim byva slozity. Pokud
maji doby poruch a doby obnov exponencialni rozdéleni, je vyhodné pouzit Markovav model.
V teorii Markovovych procesii se omezime na zakladni vliastnosti potfebné pro vypocet spolehlivosti
soustav, teorie Markovovych procest je popsana v pocetné literatufe.

Markovovy modely jsou funkce dvou nahodnych promeénnych, stavu soustavy a doby
nebo jiné veli¢iny, v zdvislosti na které stav sledujeme. Obé veli¢iny mohou byt spojité nebo
diskrétni, tomu odpovidaji ¢tyfi druhy modelu.

Def: Markoviuv fetézec : model s diskrétnimi stavy a diskrétnim casem.

Def: Markoviv proces : model s diskrétnimi stavy a spojitym ¢asem.

Def: Markovtv model : mnozina pravdépodobnosti udavajicich pravdépodobnost prechodu
z mnéjakého vychoziho stavu do néjakého nasledujiciho stavu. Pravdépodobnost zavisi pouze
na téchto dvou stavech a je zcela nezavisld na vSech minulych stavech, kterymi proces prosel.

Pro sestaveni Markovova modelu se nejprve definuji vzajemné se vylucujici stavy soustavy.
Soustava Markovovych stavovych rovnic popisuje pravdépodobnostni pfechody z pocateénich
stavi do kone¢nych stavi. Za predpokladu :

1. Pravdépodobnost ptechodu z jednoho stavu do jiného v ¢asovém intervalu At je rovna
soucinu \;(t) - At, kde \;(t) je intenzita pravdépodobnosti ptechodu (hazard) piislusna
ke dvéma staviim, mezi kterymi pfechod probiha.

2. Pravdépodobnosti vice nez jednoho pfechodu v ¢asovém intervalu At jsou fadové mensi
a lze je zanedbat.

Def: Homogenni model : viechna \;(t) = A; jsou konstantni.
Def: Nehomogenni model : néktera \;() je funkei ¢asu.

Markovovy modely lze ndzorné vyjadrit orientovanym grafem (Markovuv graf). Uzly grafu
predstavuji stavy soustavy, orientované hrany grafu oznacené pravdépodobnostmi prechodu
udédvaji mozné prechody.

Méjme soustavu s jedinym neopravitelnym prvkem. Pravdépodobnost bezporuchového
stavu x v ¢ase t + At ozna¢me P, (t + At). Podobné pravdépodobnost, ze soustava bude
v poruchovém stavu T oznac¢ime Pg(t + At).
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Markovuv graf

Pro pravdépodobnosti jednotlivych stavu napiSeme rovnice

P.(t+At) = (1= X{t)AL) - Py(t),
Pzt + At) = At)At- P(t) + Pg(t),

které prepiSeme do maticové rovnice
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Ziskdme matici pravdépodobnosti prechodu, kterou lze sestavit piimo z Markovova grafu.
Rovnice 1ze upravit na tvar :

Py(t+ At) — Py(t)

= () P(1),
N ()P (1)
Px(t + At) — Px(t)
_ P,
- ADPL(1)
Zavedenim limity pro At — 0
. Pu(t+ At) — Pu(t)
1 - - Px 5
A, At At Pa(t)
. Pt + At) — P(t)
A, At A Fa(D)
ziskame soustavu diferencialnich rovnic
Px = (t)Px( )
Pr = At)Pu(t).

Obvyklé pocatetni podminky jsou P(0) =1 a Pz(0) = 0. Prvnif rovnici lze Fesit samostatné

dP,

0]
P:(t)dPx ~ Wt
InPy(t) = K/t—

P(t) = Ke—ofotk(t)dt



Dosazenim P,(0) = 1 ziskdme vztah pro pravdépodobnost bezporuchového provozu
R(t) = P,(t) = elo 2Ot
Resenim druhé rovnice dostaneme
Q(t) = Po(t) = 1 — eJo -0t

Pro A(t) = X vyjadiime soustavu diferencidlnich rovnic maticovym zapisem
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Ziskdme matici intenzit. Matice intenzit neni stochastickd, soucet prvku v kazdém sloupci je

roven nule. Matici intenzit lze také napsat piimo z Markovova grafu.

Piiklad 1 (Soustava 2 prvky, kazdy prvek 2 stavy) Méjme soustavu se dvéma neopravitelnymi
proky (X a'Y'), kazdy prvek md dva stavy (bezporuchovy stav, porucha), intenzita poruch je pro
oba prvky stejnd a konstantni \j(t) = X\. Prechod ze stavu XY do stavu XY se nepredpoklddd
a prakticky nenastane. Nakreslete Markovuv graf, sestavte matici pravdépodobnosti prechodu

a matict intenzit.



Reseni: Markoviv graf
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Matice pravdépodobnosti pfechodu:

Pxy 1—2)\At 0 00 Pxy
Py _ AAL 1= DAt 0 0 Py
Pyv AAL 0 1—XAt O P+
Matice intenzit: .

PXY —2X 0 0 O Pxy

PXY . A =X 0 O Px,,

PX7 A 0 X0 P+

Ps 0 A A0 Pg

Slucéovani stavua

Slozitost Markovova modelu zavisi na po¢tu stavi soustavy. Soustava s m stavy bude popsana
m diferencidlnimi rovnicemi prvniho fadu. Pro soustavu s n dvoustavovymi prvky je pocet
stavu soustavy m = 2™. Obecné pro prvky s k moznymi stavy je m = k". Pocet diferencialnich
rovnic roste velmi rychle. Pii vypoc¢tu bezporuchovosti soustavy muzeme rozliSovat pouze
stavy urcené poctem porouchanych prvku a nezajimat se o to, které prvky maji poruchu.
Pocet stavu soustavy a pocet diferencidlnich rovnic se tim zmensi z 2™ na n+ 1. Zjednoduseni
ukézeme na predchozim pifkladé. Stavy XY, XY slouéime do jediného stavu XY + XY.
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Ze stavu XY do stavu XY + XY se lze dostat bud poruchou prvku X nebo poruchou prvku
Y, proto pravdépodobnosti piechodu séitame. Ze stavu XY + XY do stavu XY se dostane
v piipadé, ze zbyly prvek budu mit poruchu, proto je pravdépodobnost prechodu rovna AAt
(pouze jeden z nich muze mit poruchu). Snadno lze nahlédnout, ze aby doslo k zjednoduseni
museji byt intenzity ze stavii XY nebo XY do XY stejné. Intenzity ze stavu XY do stavu
XY a XY mohou byt rizné.

Priklad 2 (Zalohovani s pfepindnim) Méjme soustavu se zdlohovdnim prepinanim, prvek
v zdloze nestarne. Pri poruSe prvku X dojde k prepnuti na prvekY . U prvku Y tedy nenastane
porucha drive nez u prvku X. Intenzita poruchy prvku X je A1 a intenzita poruchy prvku Y
je Xo. Nakreslete Markoviv graf.

Reseni:
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Ptriklad 3 (Soustava s opravou) Méjme jedno prvkovou soustavu s opravou. Porucha
nastavd s intenzitou A a porouchany prvek je opraven s intenzitou . Nakreslete Markoviv graf,
sestavte matici intenzit a vypoctéte pravdépodobnost bezporuchového provozu a pravdépodobnost
poruchy v ¢ase t Py(t) =7 a Pz =7 pro pocatecni podminky P;(0) =1 a Pz(0) = 0.

—Q— ... oprava

A ... porucha

Reseni:
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vypocet vlastnich ¢isel det(A —S) =0:
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vypocet vlastnich vektoru
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pocateéni podminky :
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