Statistika a spolehlivost v 1ékarstvi

22. listopadu 2011

Spolehlivost - 1. cviceni

1 Motivaéni

Priklad 1 Tahova sila papiru pouZivaného pro vyrobu potravinovych sdckid je duleZita cha-
rakteristika kvality. Je zndmo, Ze Ze sila (oznac¢me x) podléhd normdlnimu rozloZeni se stredni
hodnotou pu = 401b/in? a standardni odchylku o = 21b/in?, tj. x ~ N(40,22). Odbératel sdcki
vyZaduge, aby sdcky mély silu alespori u = 351b/in?. Jakd je pravdépodobnost, Ze sdcek vyhovi
poZadavkim odbératele?

ReSeni: Pravdépodobnost pii normalnim rozloZeni je ddna vztahem:
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Tento integral nemtze byt vycislen analyticky, nicméné mizeme provést substituci z = ==,
¢imz dostaneme funkci, kterd neni zévisla na p a o

Pz <a)=P(z< 2t —g"=h),

- o o

kde ®() standardnimu normalnimu rozlozeni (N (0, 1)).
My chceme vyjadrit P(x > 35) =1 — P(x < 35).

—4
Pz < 35) = Pz < 20— 40

) =P(z < —-25)=®(-2.5) =1— ®(2.5) = 0.0062.
Pozadované pravdépodobnost je tedy

Pz >35)=1— P(z < 35) =1—0.0032 = 0.9938.

Pozn: vy¢isleni funkce ® byva soucésti statistickych tabulek (viz napf. D. Montgomery: In-
troduction to Statistical Quality Control).
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Obréazek 1: Standardizace normalniho rozdéleni

2 Charakteristiky spolehlivosti

Méjme spojitou proménnou (typicky ¢as ¢ > 0) a uvazujme pravdépodobnost, ze porucha,
resp. ¢as poruchy, £ (spojita nezavisla veli¢ina) nastane v ¢ase t. Pravdépodobnost poruchy
Q(t) definujeme jako distribu¢ni funkei spojité nezavislé veli¢iny & (Gas poruchy):

Q) = F(t) = P(§<t).

Pravdépodobnost bezporuchového provozu R(t) je definovana jako doplnék k pravdé-
podobnosti poruchy:

coz je pravdépodobnost, ze porucha nenastane diive nez v c¢ase t:

R(t) = P(§ > t).
Hustota pravdépodobnosti f(t) je derivace distribuéni funkce a tedy:
£(t) = OF(t) O0(1—R(t)  OR(l)
ot ot ot

Dalsi veli¢inou popisujici spolehlivost je intenzita poruch A(¢), kterou definujeme jako

podil hustoty a pravdépodobnosti bezporuchového provozu:

W
"= "TRay

Stfedni doba bezporuchového provozu:

T, = /oo tf(t)dt.

0

Rozptyl nahodné doby poruchy:
oo
D =B - B¢ = | -1
0
» Priiklad 2 Naleznéte vztah pro vipocéet pravdépodobnosti bezporuchového provozu z intenzity,

tj. funkcéni predpis
R(t) = fee(A(1).



A po integraci! (uvédomte si, Ze integral z podilu derivace funkce a této funkce je logaritmus
dané funkce):

- / " N0t = [ R = In B(T) — In R(O).
0

Pravdépodobnost bezporuchového provozu v ¢ase nula je R(0) = 1, tedy In R(0) = 0 a proto
druhy ¢len z levého vyrazu vypadne. Nakonec po tpravé ziskdvame vysledny vztah:

R(t) — e fOT )\(t)(‘)t_

Priklad 3 Naleznéte vztah pro vypocet stiedni doby bezporuchového provozu Ts z pravdépo-
dobnosti bezporuchového provozu R(t).

ReSeni:

Y _[®,  dR(t),, | W =R u=R|_ Y
Ts_/0 tf(t)dt_/o (o= )dt=| v,zl‘_—[}zt]o +/0 Rdt_/o R(t)dt

Prvni zavorka [Rt|g° je rovna nule, protoze pro t — oo plati typicky R(co) — 0.

Priklad 4 Predpokladejme nyni stroj, ktery se poroucha ctyrikrdt za tyden. Jaka je doba Tjg
zarucugict, Ze pravdépodobnost bezporuchového provozu je B = R(Tg) = 0.99¢

ReSeni: V naSem piipadé je intenzita poruch konstantni a rovna A = 4tyden™! =

= ﬁmim‘1 =4.10"*min~!. Nyni hleddme t takové, ze R(T3) = . Po dosazeni

R(t) = e Jo AWt — o5 — 3. (1)
dostavame
N3 =1Inp (2)
a tedy
T = 1 Ing = —;an.QQ = 25min.
A 4-10—4

Je dobré si uvédomit, ze doba bezporuchového provozu 7} je velmi citlivd na volbu 3. To
je zptisobeno logaritmem ve vzorci 2. Uz pii volbé 3 = 0.90 (tedy zméné o 0.09) vzroste T
zhruba desetkrat na T3 = 263 minut.

1Uréitym integralem jako funkci horni meze, nebot nam jde také o uréeni (vyéisleni) konstatny, tu bychom
jinak ztratity.



3 Exponencialni rozdéleni

At = A A>0,6>0
R(t) = e~ JAdt — =Xt

Q) = 1—e
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» Priiklad 5 Naleznéte vztah pro vypocet stiedni doby bezporuchového provozu Ts.

Reseni:

o0 o0 _ u/ = Ae_)‘t u = _6)\t 3 o
N A I B (C U B

» Priklad 6 Naleznéte vztah pro vypocet rozptylu ndhodné doby poruchy D.

Reseni:
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Pozn.: Vyména neporuseného prvku s exponencidlnim rozdélenim poruch nepiinese zlep-
Seni bezporuchovosti.

» Priklad 7 Predpoklddejme soucdstku, jejiz spolehlivost md exponencialni rozdéleni. Jakd je
pravdépodobnost, Ze se soucdstka porouchd pred océekdvanou Zivotnosti?

ReSeni: Intenzita poruch je A a o¢ekavana zivotnost (stfedni doba bezporuchového provozu)
je % Chceme tedy vycislit:
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Plz< )= /A e Mdt =1— e ! =0.63212
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» Priklad 8 Vyrobce kalkulacek nabizi jednorocéni zdruku. Pokud je kalkulacka v zdruce vadnd,
je zdkaznikovi vyménéna za novou. Spolehlivost kalkulacky je popsdna ndsledujici hustotou
pravdépodobnosti:

f(z) = 0.125¢7 %1257 2 > 0

(a) Kolik procent kalkulacek se rozbije béhem zdrucéni doby?

(b) Vyrobni cena kalkulacky je $50 a zisk z jedné kalkulacky je $25. Jaky je efekt vymeny
kalkulacky na cisty zisk?

(c) Jakd musi byt prodejni cena kalkulacky, abychom pti vyrobni cené kalkulacky $50 meli
¢isty zisk (po zapocitani ztrdty z vymény vadné kalkulacky) $25.



ResSeni: (a) Dle hustoty pravdépodobnosti podléhé spolehlivost kalkulacky exponencial-
nimu rozdéleni s A = 0.125. Pravdépodobnost poruchy v ¢ase t = 1 rok je tedy dana takto:

F1)=1-R{t)=1—eM=1-¢%12~1-0.8825=0.1175,

tj. rozbije se cca 11.75% kalkulacek.
(b) Za kazdou rozbitou kalkulacku je nutno k nakladtim pfiéist $50, coz jsou vyrobni nédklady
na vymeénu kalkulacky. To snizi profit z jedné kalkulacky o 0.1175 x 50 = 5.875$.

(c) Vysledna cena je sou¢tem vyrobni ceny, ceny za vyménu kalkulacky a pozadovaného zisku:
cena = 50 + 5.875 + 25 = $80.875



