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Teorie odhadt

Teorie odhadii je jedna z vétvi statistiky: na zdkladé pozorovanych dat (ndhodného vybéru) se snazi odhadnout hodnoty parametrii procesu,
z néhoz data pochdazeji.

m  V teorii fizeni se obdobné tiloze hledani parametrti dynamickych systému fikd identifikace systému.

m V dal$im ptedpoklddame, Ze proces mtizeme popsat pravdépodobnostnim modelem daného typu s nékolika ,malo” parametry.

m  Cil: najit v jistém smyslu optimdlni odhad (statistiku, postup odhadu, estimator), idedlné snadno implementovatelny, ktery z
naméfenych dat poskytne realizaci odhadu (odhad parametru, estimate) jistého parametru modelu.

Priklady:
m  Odhad volebniho vysledku jisté politické strany (tj. procento aktivnich voli¢ti, které ji bude volit). Volebni vysledek je nezndmy
parametr, odhad je zaloZen na malém ndhodném vzorku voli¢i.
m  Radar pot¢itd vzdélenost k objekttim (letadla, lodé) na zakladé ¢asového intervalu, ktery uplyne mezi vyslanim signalu a detekci
jeho odrazu.
=V zaSuméném signdlu, ktery radar pfijim4, je ale téZké rozpoznat, zda se jednd o odraz nebo ne. Potfebujeme néjakou
metodu odhadu pro detekci této udélosti.
s KdyZ uz odraz detekujeme, zméfend délka intervalu je ndhodné rozdélend, i ji je tfeba né&jak odhadnout.
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Uloha odhadu parametra
Nahodna veli¢ina X ma rozdeleni parametrizované vektorem parametrii @ = (64, ...,6;):

s Pravdépodobostni funkci znaé¢ime

px(x) = px(x]6),
abychom zdtraznili zdvislost na parametru (parametrech). Piiklady:
= X~ Ber(q): px(x) = px(x[q)
m X ~ Unif(a,b): px(x) = px(x|a,b)
= X~ N(w?):px(x) = px(xlp,0?)
m Parametricky prostor IT C R’ je mnoZina viech p¥ipustnych hodnot parametrt, tj. 6 € IT:
m X ~Ber(q):0=¢q,0cI1=(0,1)
® X~ Unif(a,b):0 = (a,b),0 € 11 =R?
m X ~N(0%):0=(u0?),0cll=RxR"

» Hleddme odhad ©® = (@1,. . .,@i), resp. realizaci odhadu 0= ((31,. .., §,) pomoci realizace x = (xq,...,X,), ktery je z jistého
hlediska optimalni.

Metody odhadovani:

= metoda momentti (MME), metoda maximdlni vérohodnosti (MLE), metoda maximdalni aposteriorni pravdépodobnosti (MAPE),
Bayesovské odhady, ...
m  Souvisejici: metoda nejmensich ¢tvercti (LSE), metoda nejmensich absolutnich odchylek, ...
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Metoda momentt

Pro nghodnou veli¢inu X je k-ty obecny moment, k € IN, definovén jako E X*.
m  Pfipometime: k vypoctu stfedni hodnoty potfebujeme pravdépodobnostni funkci nebo hustotu, zde parametrizovanou.
®  k-ty obecny moment n.v. X je tak funkci parametrti pravdépodobnostniho modelu:

E X* = Ex¥(0).

Z nahodného vybéru lze spocitat vybérovy k-ty obecny moment:
1& 4
ka = H Zl X]- .
j=

Metoda momenti doporucuje realizaci odhadu 0= (0,...,0;) takovou, ze
EX*(6y,...,0) =my, k=12,...

Kjednoznaénému urceni i proménnych (parametrt) obvykle potfebujeme (prvnich) i rovnic prok =1,2,...,1.
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Ptiklad: MME pro alternativni rozdéleni

Priklad: Odhadnéte prevalenci obezity v populaci v CR (obezita: BMI > 30) z realizace nahodného vybéru x = (x1,...,x,), kde z
n = 50 testovanych jedinct bylo prvnich k = 14 obéznich.

Re$eni metodou momentii: Nahodna veli¢ina X vyjadiuje, zda je osoba obézni nebo ne (nabyva hodnot 0 — “normalni” a 1 -
“obézni”). Ma alternativni (Bernoulliho) rozdéleni X ~ Ber(g), kde g je hledana prevalence. Prvni centrdlni moment proménné
s alternativnim rozdélenim je

EX=g

Mame k dispozici realizaci ndhodného vybéru x = (x1,...,x,),n = 50. Vybérovy prvni obecny moment je

Dle metody momenti mame najit takovy odhad 7, ktery zajisti rovnost momentu odhadovaného rozdéleni s vybérovym momentem:

EX=m = q ! i X K
= mx S ==
n= n
k 14
G=2=2"2=02
1= =5 ~ 028
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EX=pu

Piiklad: MME pro normalni rozdéleni

Piklad: Z realizace ndhodného vybéru x = (xy,...,x,) z normélniho rozdéleni N(, 02) odhadnéte parametry y a 0.

Regeni metodou momentit: PouZijeme prvni 2 centralni momenty normélniho rozdélent.

EX? = (EX)?+ DX = pi* + ¢*

Dle metody momentti médme najit takové odhady, které zajisti rovnost momentti odhadovaného rozdéleni s vybérovymi momenty:

2

EXme
EX? = my
Vysledek:
=%
. 10 s 1M
Uz:;;xi*P‘ TN
j=1 j=1

coZ je alternativni (vychyleny konzistentni) odhad rozptylu.

PO
V:;in
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_a+b 1+N

EX
2 2

Dle metody momentti:

EX:mX

Co muzete fict o tomto odhadu???

Piiklad: MME pro rovnomérné diskrétni rozdéleni

Problém némeckych tankt (wikipedia): béhem 2. svétové valky spojenci pouzivali statistické metody pro odhad velikosti
némeckého arzendlu. Odhadnéte, kolik raket bylo vyrobeno, vite-li, Ze existuji rakety se sériovymi &isly
x = (5,10,12,27,28,30,39,49,73,77) (byly jiz odpaleny, nebo byly zabaveny spojenci).

Reseni metodou momenti: Predpokladdme, Ze existuji sériovd ¢isla 1, ..., N, kde N je hledana velikost arzendlu. Stfedni hodnota
E X proménné s rovnomérnym diskrétnim rozdélenim s minimem a2 a maximem b je
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http://en.wikipedia.org/wiki/German_tank_problem

Pouzitelnost metody momentt

Mozné problémy:

Reseni soustavy rovnic neexistuje = zkusme ubrat rovnice.

ReSeni je nekoneéné mnoho = zkusme ptidat dalsf rovnice.

Je vice neZ jedno feSeni (napt. soustavy kvadratickych rovnic).

Je jediné feseni, ale je obtizné je nalézt.

Soustava je $patné podminéna (typicky pro velky pocet parametri).

S Gk L=

Nasli jsme jediné FeSenti, které vsak nespliiuje piedpoklady, @ ¢ T (napt. parametry nemohou byt libovolna &isla) = NELZE! Vidy
kontrolujte fesent!

N

V8em rovnicim je ptikldddna stejnd diileZitost, coz byva nezddouci (typicky pro velky pocet parametrti).
8. MME nelze pouZit pro nenumericka data (pokud je nelze smysluplné oislovat).

Vyhody:

m  Lze pouZit pro diskrétni, spojité i smiSené rozdéleni beze zmén.
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Metoda maximdlni vérohodnosti 11 /20

Vérohodnost: Motivace

Vratme se k piikladu s obezitou:

= Nahodna velitina X ~ Ber(q); q je prevalence obezity v populaci.

m  Vysledek konkrétniho experimentu:
realizace nahodného vybéru x = (1,0,0), v némz je z n = 3 lidi k = 1 obézni.

m  Odhadnéte, zda byl experiment proveden v Japonsku, Ceské republice nebo v USA, pokud je prevalence obezity Jrap = 0.03,
qcr = 0.28 a qusa = 0.32.

Jaka je pravdépodobnost, Ze by experiment mél vyse zminény vysledek v jednotlivych zemich? Jednotlivé X; jsou nezavislé, 1ze psat
px (x[q) =TTy Prer(q) (i) = (1 —q)" .

w px (x| qpap) = g (1 — grap)™ = 0.028

= px(xlgcr) = 4eg(1—qcr)" " = 0.145

= px(xlqusa) = qpsa (1~ qusa)"~* = 0.148
Zdtraznéme: Vyse uvedené hodnoty px znamenaji

m  pravdépodobnost daného vysledku experimentu za predpokladu, Ze experiment byl proveden v dané zemi, nikoli

Na zakladé vysledk se zda nejocrohodnéjsi, Ze experiment byl proveden v USA. (Nikoli nejpravdépodobnéjsi: k tomu bychom
potfebovali jesté znat pocty takovych experimentti provedenych v jednotlivych zemich.)
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Rozdéleni pravdépodobnosti vs. vérohodnostni funkce

Parametrizovanou funkei px (¥(9) = TTjL; Pper(g) () 1ze interpretovat rtizné:

Jako funkci dvou proménnych Jako 2 funkce jedné proménné, druhd je vzdy zafixovand na
(x je diskrétni, g je spojitd): jisté hodnoté:

L(q) = px(x|g),x = const.
—e—px(x|q), ¢ = const.

1 111 x

= Na ose x jsou vyneseny vSechny moZné realizace ndhodného vybéru rozsahu 3 (diskrétni proménnad).
= Na ose g jsou vyneseny viechny mozné hodnoty parametru g (spojitd proménnd na intervalu (0,1)).
= Funkce px(x|q) popisuje, jak dobfe odpovid4 realizace n. v. x rozdéleni s parametrem .

m  Kazdy fez pro g = konst. (¢erveng) je rozdéleni pravdépodobnosti px (x). (Pstni dedukce.)

m  Kazdy fez pro x = konst. (modfe) je funkce vérohodnosti parametru g, L(g). (Stat. indukce.)
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Vérohodnost

Vérohodnost parametrii diskrétniho rozdéleni (vzhledem k realizaci ndhodného vybéru) je funkce L: IT — (0, 1), parametrti
0 = (64,...,6;) definovand jako

L(0) = px(x|0) = P[X1 =x1 A... AN Xy = x4]0] =
=[IP[X; = xjl6] = [ [ px(x;l6)
j=1 =1

aje to tedy pravdépodobnost realizace x nihodného vijbéru z diskrétniho rozdélend p#i hodnotdch parametrii 6.

Vérohodnost parametrt spojitého rozdéleni (vzhledem k realizaci ndhodného vybéru) je zcela jiny pojem: kazd4 realizace ma
nulovou pravdépodobnost, proto misto ni pouZijeme hustotu pravdépodobnosti. Je to funkce A: IT — (0,00),IT C R’, definovana
jako

A(B) = fx(x]0) = ﬁfmj\e)
1

m  Hustota fx musi byt spojitd (alespori na oboru hodnot, jichz ndhodna veli¢ina nabyv4).
= Vérohodnost A(6) miize mit rozmér (jednotky), pokud ma rozmér i hustota pravdépodobnosti fx.
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Metoda maximdlni vérohodnosti

Metoda maximalni vérohodnosti doporucuje takovou realizaci odhadti 8 = (8, . . .,8;), kterd maximalizuje vérohodnost, tj.

n
6 = argmax L(0) = argmax ] | px(xj|8) pro diskrétni rozdéleni a
0ell 0ell  j=1

n
0 = argmax A(0) = argmax [ [ fx(x;|6) pro spojita rozdéleni.

ocll 0cll  j=1

Lze maximalizovat bud vérohodnost p¥imo, nebo jeji logaritmus (log-likelihood), coz ¢asto vede na snazsi vypocet, tj.
n
1(6) =InL() =) _In px(xj|8) pro diskrétni rozdélenf a
j=1

n
A0) =InA(6) =) In fx(x;|0) pro spojitd rozdéleni.
=1

Je tieba vyloutit ptipady, kdy px(x;|8) = 0, resp. fx(x;|6) = 0, ty véak nevedou na maximum.
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Ptiklad: MLE pro alternativni rozdéleni

Ptiklad: Odhadnéte prevalenci obezity v populaci v CR (obezita: BMI > 30). K dispozici médme realizaci ndhodného vybéru
x = (x1,...,%u), kde z n = 50 testovanych jedincti bylo prvnich k = 14 obéznich.

Regeni metodou max. vérohodnosti: X ~ Ber(q), kde g je hledan4 prevalence. Pravdépodobnost realizace x ndhodného vybéru v
zavislosti na parametru g:

n
px(xlq) = [ Tpx(xjlq) = g1 — )" *
i=1
Metoda maximalni vérohodnosti ¥ikd, Ze mame maximalizovat funkci

L(p) = px(xlq) = ¢"(1 =9)"", nebo I(p) =InL(p) =kIng+ (n —k)In(1 - q)
kde 1 a k jsou znamé z experimentu (z realizace nah. vybéru). Spo¢téme derivaci I(g)

ollq) _k n—k

9q g 1-—9q

polozme ji rovnou nule a vyfeSme pro 7:

k_n-k_, _ -k
AR T

Maximalné vérohodny odhad popula¢ni pravdépodobnosti je shodny s odhadem metodou momentti a se stfedni hodnotou
empirického rozdéleni.
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Piiklad: MLE pro normalni rozdéleni

Piklad: Z realizace ndhodného vybéru x = (xy,...,x,) z normélniho rozdéleni N(, 02) odhadnéte parametry y a r = 0.

Reseni metodou max. vérohodnosti: Chceme maximalizovat funkci

n (. — )2
A(]/l, 1’) = HfN(P/r)(xj) = H 217_[ exp ( (szr V) > ,
]

j=1 r

coZ je totéZ, jako maximalizovat jeji logaritmus:
M) =InAG) = =2 Y (- w)? = Pinr - Pinan
A T A 2

Polozme derivace rovné nule a vyfeSme pro parametry y a r:

2 A(w) SACEIEEY " 1)
—A(p,r ==Y (xj—p) == xj—njl | = =z(x—u) =0,
al" u=j,r=r r j=1 ! L4 j=1 ! r
) P S L L B B SN
5 r) i ﬁ;(xffﬂ) %= om <n Z("]*P‘) ’) =0.
% j=1 j=1

Maxima nabyvéa funkce vérohodnosti pro hodnoty shodné s odhady metodou momentt:

M:

~ . 1 1 _ —
i=x, r:;Z(xj—y)Z:; (xj—x)Z:DX,
j= '

j=1
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Piiklad: MLE pro rovnomérné diskrétni rozdéleni

Problém némeckych tankt (wikipedia): béhem 2. svétové valky spojenci pouZivali statistické metody pro odhad velikosti
némeckého arzenalu. Odhadnéte, kolik raket bylo vyrobeno, vite-li, Ze existuji rakety se sériovymi &isly
x = (5,10,12,27,28,30,39,49,73,77) (byly jiz odpaleny, nebo byly zabaveny spojenci).

Reseni metodou max. vérohodnosti: Pfedpokladdme, Ze existuji sériovd ¢isla 1,..., N, kde N je hledand velikost arzendlu.
Rovnomérné rozdéleni pravdépodobnosti je konstantni pro X nabyvajici hodnota,a +1,...,b —1,b.

Lot =TT —— = ()
! 7],:1b—a7 b—a) ’

pokud Vx; : x; € (a,b); jinak je nulova.
Vérohodnost je maximélni, pokud b — a je minimalni, tj.

a = minx;, b = maxux;.
i i

Pro tlohu némeckych tanki je a = 1 (vyplyva z tlohy), odhadujeme jen horni mez rozdéleni, tedy N = max; x; = 77.

To je lepsi odhad, nez poskytuje metoda momentii. Nicméné je to odhad vychyleny, velikost arzendlu vétsinou podhodnocuje. Nejlepsim
nestrannym odhadem je v tomto p¥ipadé N = m + ”’T*k, kde m je vybérové maximum a k je velikost vybéru.
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Ptiklad: MLE pro sloZitéjsi diskrétni rozdéleni

Pfiklad (obdoba bude v DU): Komunikaéni kanal produkuje 3 rtizné symboly, “A”, ”B”a "C”, s pravdépodobnostmi p,, py a pe,
které nezndme. Z vystupu jsme pfecetli sekvenci x dlouhou n = a + b 4 ¢ symbolt (2 vyskyt “A”, atd.). Odhadnéte p,, pp, pc
pomoci MLE.

Regeni metodou max. vérohodnosti: Pravdépodobnost p(x|pa, py, pc) lze vypotitat jako

n n—a n—a—>b n!
p(xlpu,ph,pc):@)%( b )Pﬁ( . )Piza!b,dzﬂﬂp’épi

ProtoZe pa, pp a pc maji definovat rozdéleni psti, musi napf. p. = 1 — p, — pp, takze:

n!
p(xlpa, po) = 5 ipb (1= pa = pu)° = L(pa, po)
1(pa, pp) = InL(pa, pp) = konst. +alnp, + blnp, + cIn(1 — pa — pp)

Pro ML odhady musf platit, Ze derivace  jsou rovné nule:

3l(pa, py) _a c —0
apa Pa=Pa,Pp=Pp ﬁa 1- ﬁa - ﬁb

al(Pa, Pb) _ E _ c -0
ope pa=Papp=py P 1=Pa=Po

Regenim této soustavy rovnic jsou odhady
5= 2 5, =2 5= <
Pa =" o= Pe=7
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Pouzitelnost metody maximdlni vérohodnosti
MoZné problémy:
1. Je vice neZ jedno feSeni. (MtiZe se stat, Ze rtizné hodnoty parametrt popisujf totéZ rozdéleni. Vadi to?)
2. Redenf neexistuje. (Vérohodnostni funkce je nespojitd nebo parametricky prostor nenf uzavieny.)
3. Jejediné feSenti, ale je obtiZné ho najit. (Lokalni extrémy nemusi byt globalni. PouZivaji se numerické optimaliza¢ni algoritmy,
obvykle spousténé z rtiznych tivodnich odhad.)
4. Hodnoty vérohodnosti mohou byt velmi malé.
5. Nelze pouZit pro smiSené rozdéleni!

Vyhody:
= Hledani optima byva snazsi nez feSeni soustavy rovnic.
®  Riznym dattm je dan spole¢ny (srovnatelny) vyznam.

m  Lze pouZitina nenumericka data.
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